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Vorwort

Dieses Skript ist im Sommersemester 2006 parallel zur Vorlesung Analysis II unter Mitarbeit von Horerin-
nen und Horern der Vorlesung entstanden. Fiir die Vorlesung im Sommersemester 2010 habe ich es noch
einmal tiberarbeitet: Einige Beweise, Erklarungen und Beispiele wurden erginzt, korrigiert oder vereinfacht.
Im Lauf der Vorlesung werden sicher noch einige Kleinigkeiten hinzukommen und Fehler verschwinden.
Neue Versionen werden Sie auf der Webseite der Vorlesung finden kénnen.

Wie schon beim Analysis I Skript lege ich auch hier groflen Wert darauf, neben den prézisen Formulie-
rungen von Definitionen, Sdtzen und Beweisen die Hintergriinde zu beleuchten: Wie kommt man drauf?
Wie kann man sich das vorstellen, was bedeutet es anschaulich? Was ist die Motivation fiir eine Definition,
einen Beweis? Warum ist dieser Satz interessant? Als Beispiel sei hier auf den Uberblick iiber verschiedenste
Vorstellungen und Visualisierungen von Abbildungen auf Seite 127 verwiesen.

Fir Hinweise auf Druckfehler und fiir andere Anregungen bin ich immer dankbar. Am besten schreiben
Sie mir eine E-Mail (grieser@mathematik.uni-oldenburg.de). Studenten zukiinftiger Vorlesungen werden
davon profitieren.

Teilnehmer der Vorlesung erhalten eine gedruckte und gebundene Version dieses Skripts. Die elektro-
nische Version ist auf der Webseite verfiigbar und hat ein paar Extras, z.B. Farben und Verlinkungen bei
Querverweisen.

Ich danke den Studenten, die bei der Erstellung der ersten Version des Skripts mitgearbeitet haben,
und insbesondere Andreas Hettler, der sich auch bei dieser Uberarbeitung um das ansprechende Design
verdient gemacht hat.

Oldenburg, den 16.5.2010

Daniel Grieser
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Einleitung

Zentrale Themen der Analysis I waren die reellen Zahlen, die Konvergenz von Folgen reeller Zahlen und
damit zusammenhédngende Dinge wie Stetigkeit, Ableitung und Integral von Funktionen auf IR. Die reellen
Zahlen entsprechen den Punkten der Zahlengerade, diese ist eindimensional.

Die wichtigste Neuerung in der Analysis II ist die Betrachtung hoherer Dimensionen. Im Alltag denken
wir dabei zundchst an die Ebene (zwei Dimensionen) und den Raum (drei Dimensionen). Mathematisch
entsprechen diese dem R? und dem R3.

Hierbei definiert man fiir beliebiges n € IN den n-dimensionalen reellen Raum als
R":={(xy,...,x00):x5€R,i=1,...,n} =Rx---xR.
{( 1 n) l } n-mal

Dieser tritt in verschiedenen Zusammenhéangen auf, zum Beispiel:
> In der Geometrie.

& In der Physik; zum Beispiel kann die Position eines Teilchens durch seine drei Koordinaten, also einen
Punkt im R3, beschrieben werden. Die Position zweier Teilchen wird durch zwei Punkte im R3 oder
alternativ durch einen Punkt im R® beschrieben. Es stellt sich heraus, dass die zweite Beschreibung
oft niitzlicher ist.

> In anderen Gebieten, wo Mathematik verwendet wird, z. B. in den Wirtschaftswissenschaften. Werden
in einem Lager 20 Produkte gelagert, so kann man deren Preise als ein Element von R? auffassen.
Dies ist sinnvoll, da mathematische Operationen Antworten auf reale Fragen geben konnen. Stellt
man etwa den Lagerbestand auch als Element im R dar, so ist das Skalarprodukt dieser beiden
Vektoren gerade der Gesamtwert der gelagerten Waren.

Das zweite und dritte Beispiel verdeutlichen, warum wir uns nicht nur auf zwei oder drei Dimensionen
beschranken.

Die zentralen Themenkomplexe dieser Vorlesung sind die (gewthnlichen) Differentialgleichungen und
die Differentialrechnung von Abbildungen mehrerer Variabler. Beide Themen haben zwei Gesichter: Ein
rechnerisches (formales), bei dem Dinge in Formeln ausgedriickt werden, und ein geometrisches. Diese
Zweigesichtigkeit ist nicht neu: Die Ableitung einer Funktion war geometrisch als Steigung einer Tangente
motiviert, dann haben wir das in eine formale Definition iibersetzt und gelernt, damit zu rechnen. Die
Konvexitdt von Funktionen hat zunédchst geometrische Bedeutung, diese haben wir in eine formale Defini-
tion tibersetzt und schliefslich durch Rechnung eine Charakterisierung der Konvexitdt mittels der zweiten
Ableitung gefunden.

In mehr Dimensionen wird die geometrische Vielfalt gréfier. Die mathematische Sprache der einfachsten
hoherdimensionalen Objekte, der Geraden, Ebenen etc., ist die lineare Algebra. Daher spielt diese in dieser
Vorlesung an verschiedenen Stellen eine wichtige Rolle: Zum Beispiel treten Eigenwerte von Matrizen bei
den Differentialgleichungen auf, die Multiplikation und die Inversen von Matrizen bei der Differentialrech-
nung mehrerer Variabler. Auch der allgemeine Begriff des Vektorraums ist niitzlich: Sowohl R" als auch die
Menge der stetigen Funktionen auf einem Intervall sind Vektorrdume. Dies ist mehr als eine abstrakte Spie-
lerei: Wir werden weitere Gemeinsamkeiten dieser beiden Mengen — zum Beispiel die Existenz sogenannter
Normen, unter denen sie vollstindig sind — herausarbeiten. Dann werden wir einen der schonsten Sétze
dieser Vorlesung — den Banachschen Fixpunktsatz — auf beide anwenden, und damit zwei der wichtigsten
Sétze dieser Vorlesung beweisen: Den Satz tiber implizite Funktionen und den Satz tiber die Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungen.
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Bevor wir tiber Ableitungen in mehreren Dimensionen reden kénnen, miissen wir grundlegende Konzepte,
die wir in Analysis I fiir reelle Zahlen kennengelernt haben, im Kontext des IR" verstehen: Konvergenz
und Stetigkeit.

Erinnern wir uns an die Definition der Konvergenz von Folgen reeller Zahlen:

Seien x, x; (k € IN) reelle Zahlen. Dann bedeutet klim Xp = X:
—00

Zu jedem € > 0 existiert ein kg € IN, so dass fiir alle k > ko gilt: |x; — x| < e.

Die reellen Zahlen x;,x kommen hierbei nur in der Kombination |x; — x| vor. Betrachtet man xj,x als
Punkte auf der Zahlengeraden, so ist |x; — x| gerade ihr Abstand.

Dies legt nahe, die Konvergenz kh_rgo xr = x fiir mehrdimensionale x,x; € R" genauso zu definieren,
nur dass |x; — x| als Abstand im R" interpretiert wird. Genau das werden wir tun.

Damit kann man sogar von Konvergenz in jedem Kontext reden, wo ein Abstandsbegriff sinnvoll ist. Da-
mit so einfache Dinge wie die Eindeutigkeit des Grenzwertes weiterhin gelten, muss dieser Abstandsbegriff
gewissen Regeln gentigen. Eine Menge mit einem solchen Abstandsbegriff nennt man metrischen Raum.

Wem der allgemeine Begriff des metrischen Raums zu abstrakt erscheint, kann sich in diesem Kapitel
immer den R” (oder noch einfacher R und R?) vorstellen.

Warum dann die Allgemeinheit, die Abstraktion? Aus mindestens drei Griinden:

> Die Abstraktion lenkt den Blick auf das Wesentliche. Dass man Vektoren im IR" addieren, skalar-
multiplizieren und (fiir n = 3) auch »kreuzmultiplizieren« kann, und dass sie durch n-Tupel reeller
Zahlen gegeben sind, ist fiir viele Dinge irrelevant.

> Fiir andere Dinge wiederum sind diese Eigenschaften von Vektoren wesentlich. Diese Gruppen von
Dingen zu unterscheiden hilft, die Vielfalt mathematischer Wahrheiten im Kopf zu ordnen und sie
am Ende besser zu verstehen.

> Die entwickelten Konzepte werden wir auch auf andere metrische Rdume als IR” anwenden, zum
Beispiel auf die Menge stetiger Funktionen auf einem Intervall, mit einem geeigneten Abstandsbegriff.
Dies wird es uns erlauben, erstaunliche Sitze zu beweisen, zum Beispiel die Existenz von Losungen
von Differentialgleichungen, auch in Féllen, wo man diese Losungen nicht hinschreiben kann.

Zugegeben: Die Idee, auch Funktionen als Punkte in einem (riesigen!) Raum zu betrachten, mag zunachst
unheimlich erscheinen. Es wird einige Zeit dauern, bis sie Ihnen vertraut wird. Aber glauben Sie mir: Sie
bildet einen der Hauptpfeiler der modernen Mathematik. Bisher (in der Analysis I) stecken wir noch tief im
19. Jahrhundert. Mit dieser Idee kommen wir ins 20. Jahrhundert, und damit ja vielleicht auch irgendwann
zur Gegenwart...

Also: Je frither Sie anfangen, sich dieser Idee zu ndhern, desto besser.
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1.1 Definition und Beispiele

1.1.1 Definition

Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifst Metrik auf X, falls fiir alle p,q,r € X gilt:

@i d(p,q) >0, und d(p,q) = 0 genau dann, wenn p = g Definitheit
(i) d(p,q)=4d(q,p) Symmetrie
(i) d(p,r) <d(p,q)+d(qr) Dreiecksungleichung

X zusammen mit einer Metrik d heifit metrischer Raum (X, d).

Man stellt sich d(p,q) als Abstand der Punkte p und g vor. Die
erste Bedingung sagt anschaulich, dass ein Abstand nie negativ sein kann und dass
zwei nichtidentische Punkte nie den Abstand Null haben konnen, aber jeder Punkt

—
- q von sich selbst den Abstand Null hat. Die anschauliche Bedeutung der zweiten
Abbildung 1.1 Gleichung ist, dass auf dem Hin- und Riickweg der Abstand identisch ist. Die

Dreiecksungleichung besagt, dass ein Umweg iiber einen dritten Punkt nie kiirzer
sein kann als der direkte Weg (vgl. Abb. 1.1).

Beispiele:

(1) X =R oder C, d(p,q) := |p — q|. Die Eigenschaften (i) und (ii) sind unmittelbar klar, (iii) wurde in
Analysis I gezeigt.

n
(2) (R",dey) ist ein metrischer Raum mit deyiq := /> (x; — y;)2 wobei x = (x1,...,%x4), ¥y = (y1,---,Yn) €
i=1
R". deyi1 heifsit euklidische Metrik. Fiir n = 2 sagt der Satz des Pythagoras, dass do,i gerade der
gewohnte Abstandsbegriff ist.

Die Dreiecksungleichung fiir deyy erscheint zwar geometrisch »offensichtlich« (zumindest in zwei
Dimensionen), ist aber von der Formel her keineswegs klar und wird spater bewiesen.

(3) X = {Stddte in Deutschland}, d(p,q) = Auto-Entfernung von p nach g gemaf Entfernungstabelle.

(4) X = {Stadte in Deutschland}, d;(p,q) = Entfernung in Luftlinie von p nach 4.

Bemerkung: Die Beispiele zeigen, dass auf derselben Menge verschiedene Metriken existieren (und inter-
essant sein) konnen. Welche Metrik von Interesse ist, hangt dabei vom Kontext ab (z.B. ob man mit dem
Auto fahrt oder eine Brieftaube losschickt).

1.1.2 Definition

Sei (X,d) ein metrischer Raum, Y C X. Definiere d|y(p,q) = d(p,q) furalle p,g €Y.
djy heifit die von d auf Y induzierte Metrik.

Damit wird z. B. jedes Intervall I C R selbst zu einem metrischen Raum.

Fir die euklidische Metrik gilt deyii(X,y) = dewa (¥ —y,0), d.h. der Abstand von x,y hingt nur von
x —y ab. Aufiderdem hat der doppelte Vektor den doppelten Abstand von Null, und analog fiir beliebige
Vielfache. Metriken mit analogen Eigenschaften kann man auf jedem Vektorraum aus einer sogenannten
Norm erhalten:
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1.1.3 Definition

Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung || || : V — R, v — ||v|| heifst Norm, falls fiir alle v,w € V
gilt:
@ ol =0, und ||v|| =0 genau dann, wenn v = 0 Definitheit
@) |to|| = |t ||o| fur t € R Homogenitéit
(i) v+ w]| < ||| + ||w]] Dreiecksungleichung
V zusammen mit einer Norm || || heilt normierter Raum (V, || ||).

Die Dreiecksungleichung ist in Abbildung 1.2 veranschaulicht.

Beispiele:

(1) V=R oder C, ||x|| == |x|.

— R" o 24 ... 2 fi = .
(2) V=R", ||x|| == /2] + -4 x5 fiir x = (x1,- -+, %), Abbildungui.z

die euklidische Norm (die Dreiecksungleichung ist nicht trivial, siehe Satz 1.1.8).

n
(3) Auf R" gibt es weitere Normen, zum Beispiel ||x[|; = Y |x;| und [|x|le := max |x;|. (i)-(iii) sind
i— i=1,..,n

leicht nachzupriifen (Ubung).

(4) Auf V = {beschridnkte Funktionen auf [0,1]} sei fiir f € V: || f||leo := sup |f(x)]
x€[0,1]
die Supremumsnorm. Sie wird spéter fiir uns sehr wichtig sein.

Die enge Beziehung zwischen euklidischer Norm und euklidischer Metrik lafst sich allgemein formulieren:

1.1.4 Satz

Sei (V, || |I) ein normierter Raum. Dannist d : V x V. — R mit d(p,q) = ||p — q|| eine Metrik.

Beweis: Es ist nachzuweisen, dass eine Norm die drei Eigenschaften einer Metrik erfiillt:

(i) Die Eigenschaft d(p,q) > 0 ist klar, denn sie folgt direkt aus der Normdefinition 1.1.3(i). Es ist noch
zu zeigen, dass d(p,q) = 0 genau dann gilt, wenn p = g:

d(p,q) = 0 bedeutet nach Definition ||p — g|| = 0.

Gemaifs Normdefinition ist dies dquivalent zu p — g =0, also zu p = 4.
(ii) Die Eigenschaft folgt unter Verwendung von Def. 1.1.3(ii):

d(q,p) = llg —pll = 1D =l = =1 lp —qll = d(p,q)
(iii) Mit einem »alten Trick« und Definition 1.1.3(iii) erhalten wir:

dipr)=Ilp—rll=Ip—a)+ @@=l <lp—qll+lqg—rll=4d(p,q) +d(qr) O



Metrische Raume

Wir erinnern an die Definition eines Vektorraums. Hiermit meinen wir vorerst immer einen R-Vektorraum.
1.1.5 Definition
Ein R-Vektorraum ist eine Menge V, zusammen mit zwei Operationen
+ (VxV->V (v,w) »v+w
T RxV >V (t,v) »t-v=tv

die den folgenden Eigenschaften gentigen:

(1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe, d.h. fiir alle v, w,u € V gilt:

v+w=w-+0v Kommutativitat
(v+w)+u=v+ (w+u) Assoziativitit
Es existiert ein Element 0 mit: v+0=v fa. veV neutrales Element +

Fiir jedes v € V ex. ein Element w mit: v+w=0 inverses Element +

(2) Die Skalarmultiplikation - erfiillt fiir alle s,t € R, v,w € V die Eigenschaften:

(st)-v=s-(t-0) Assoziativitit
s-(vtw)=s-v+s-w Distributivitat
(s+t)-v=s-v+t-v Distributivitat

Beispiele:
(1) Sei V =R", mit den Operationen: Fiir x = (x1,...,%4), ¥y = (y1,...,Yn), t € R sei
x+y=x1+y,x2+Yy2..., Xn+Yn)
teox = (txy, txg, ..., tx,)
0:=(0,0,...,0)

(2) Fiir eine Menge M sei V = F(M,R) := {Funktionen f : M — R}, mit den Operationen:
Fir f,g € V,t € R sind die Funktionen f + g,t- f,0 definiert durch (fiir alle p € M)

(f+8)(p) = f(p) +8(p)
(t-f)(p):=t-f(p)
0(p) =0

1.1.6 Satz

Sei (V,+,) ein Vektorraum und W C V. W ist mit denselben Operationen (+, -) ein Vektorraum
genau dann, wenn W abgeschlossen unter +,- und nicht leer ist. Abgeschlossen bedeutet:

v, weW = v+weW
teR,veW = t-veW

In diesem Fall heifst W Untervektorraum (oder Unterraum) von V.
Beweis: Ubung!
Beispiele:

(1) Sei B(M,R) := {beschrinkte Funktionen M — R}, fiir eine Menge M. Dies ist ein Untervektorraum
von F(M,R) (Ubung).
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(2) Sei C([0,1]) := {stetige Funktionen [0,1] — R}.
Dann ist C([0,1]) ein Untervektorraum von F([0,1],R). Denn die Summe zweier stetiger Funktionen
und das skalare Vielfache einer stetigen Funktion sind wieder stetig, und jede konstante Funktion ist

stetig. Da jede stetige Funktion auf [0,1] beschrankt ist (Satz vom Maximum und Minimum), gilt
C([0,1]) € B([0,1]), und die Supremumsnorm auf B([0,1]) ist damit auch eine Norm auf C([0,1]).

Wir wollen nun die Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm auf R nachpriifen. Fiir die Rechnung
ist es niitzlich, die Norm mit Hilfe des Skalarprodukts auszudriicken.

1.1.7 Definition
Fiir x,y € R" sei (x,y) = x1y1 + X2y2 + . .. + Xnyn das Standardskalarprodukt.
Oft schreibt man auch (x,y), das kann aber mit dem Vektor (x1,...,%u, ¥1,.--,Yn) € R?" verwech-
selt werden.
Bemerkung: Es gilt: (x,x) = ||x]|%.
AuBerdem ist ( , ) bilinear und symmetrisch, d.h. fiir alle x,y,z € R” und t € R gilt:
(xy+z) = {0y +x2), (x+y2) = (x2) +{¥,2), (xty) = {xy), (ny) = Hx,y) und (x,y) = (y,x).

1.1.8 Satz

Auf R" sei ||x|| = y/x3 + -+ + x4. Dann gilt fiir alle x,yy € R":

12+ yll < flxll + Iyl

Beweis: Mit der Bemerkung erhalten wir:
Ix+yl? = (x+y,x+y) = (60 + (6 y) + %) + W) = 212 +2(x ) + Iyl

Also:
50 lx+yll < [lx]l + [yl

N I+ ylI* < (llxll + [lyID?
& xl?+ 26 y) + llyl® < >l + 2l -yl + vl
© {(xy) < Il - Myl
Daher ist der Beweis mit dem folgenden Lemma abgeschlossen. O

1.1.9 Lemma (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Fir x,y € R" gilt: [(x, )| < [[x[ - [ly|

Beweis: Versuchen Sie es erst selbst! Sie werden merken, dass es nicht ganz einfach ist. Hier ist ein Trick,
der vom Himmel zu fallen scheint: Falls y = 0, so liegt die Gleichheit vor, ansonsten: Sei ¢ € R. Dann ist:
I+ ty (12 = Cx + ty, x4 ty) = [lx]2 + (x, ty) + (ty,x) + 1ty
= [|x[1? + #x,y) + (y, x) + 2yl? = [l + 2t (xy) + 2y ]2
Wegen ||x + ty||2 > 0 folgt, fiir alle ¢,
][ +2¢(x, y) + 2 ly[|* > 0

(xy) .
vl

Nun setzten wir t := —

2 2
)P — 2 E% T2

R
2 <x,y>2
PN x||? — >
TR
o 22 ]2 = (x,
- R .
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Unsere Wahl von t hat eine geometrische Bedeutung: x

. i !
(Dass die orthogonale Projektion von x auf y | \

| x— ((xy) y
| vl -
!
|

wirklich wie angegeben berechnet werden kann,

wird in der linearen Algebra gezeigt.)

(Im Bild wird die Notation ((x,y)) statt(x,y) verwendet.) 0 (xm).y y
Abbildung 1.3

Bemerkung: Damit haben wir bewiesen, dass die euklidische Norm auf R"” wirklich eine Norm ist, und
damit, dass die euklidische Metrik wirklich eine Metrik ist (mit Satz 1.1.4).

All das ldsst sich sofort auf beliebige R-Vektorrdume V verallgemeinern: Ist auf V ein Skalarprodukt
(-,) (d.h. eine positiv definite, symmetrische Bilinearform) gegeben, so wird durch ||v]| := /(v,v) eine
Norm und durch d(v, w) := ||jv — w| eine Metrik auf V definiert, und die Cauchy-Schwarz Ungleichung
gilt. Dies wird genau wie oben bewiesen, da in den Beweisen nirgends verwendet wurde, dass wir vom R”
gesprochen haben.

1.2 Topologische Grundbegriffe: Konvergenz, offene und
abgeschlossene Mengen

In diesem Abschnitt sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir wollen Begriffe wie Konvergenz von R auf X
verallgemeinern. Fiir die Anschauung (beim ersten Lernen) gentigt es, sich X = R? mit der euklidischen
Metrik vorzustellen. Wir formulieren die Aussagen aber allgemein, da dadurch deutlich wird, dass wirklich
nur die Eigenschaften einer abstrakten Metrik verwendet werden.

Kugeln und Konvergenz

1.2.1 Definition
Sei (X,d) ein metrischer Raum, p € X und 0 < r € R. Dann heifit
Ki(p) ={q:d(p,q) <1}
die offene Kugel um p mit Radius 7.
Beispiele:

(1) In R? entspricht das dem {iblichen Begriff einer Kugel, in R?> wiirde man wohl Kreisscheibe sagen,
und in X =R ist K,(p) = (p —r,p +r) ein Intervall.

4 A pp o
Abbildung 1.4. Kugel in R

(2) Sei X =R?, deo(x,y) = ||x — yleo mit || x|/ := max {|x1],|x2|}. Dann ist:

Ki((0,0) )={y:llylle <1} ={y:lml <1, [y <1}
1

-1 (0,00 |1

-1
Abbildung 1.5. Die Einheitskugel in (R?,d)
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Der Beweis der folgenden »offensichtlichen« Aussage zeigt, wie die Eigenschaften einer Metrik zum Einsatz
kommen.
1.2.2 Lemma

Seien p,q € X, r1,r2 > 0 mit r; + 12 < d(p,q), dann ist K, (p) N Ky, (q) = @.

Abbildung 1.6

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Widerspruch. Angenommen, es gibe einen Schnittpunkt w &<
Ky, (p) N Ky, (q), dann wire d(p,w) < r; und d(g,w) < rp, aufgrund der Symmetrie also auch d(w,q) < r,.
Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir d(p,q) < d(p,w) + d(w,q) < r1 + rp. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme d(p,q) > r + ;. 0

Konvergenz wird wie in R definiert, nur dass man |p — p| durch d(py, p) ersetzt:

1.2.3 Definition (Konvergenz)

Sei (X,d) ein metrischer Raum, (px)xen €ine Folge in X und p € X.

li = : v 3 vV : d
o PE=P kgEN k>k (pp) <€

Statt d(pk, p) < € kann man auch py € K¢(p) schreiben.

-Pl
Ke(py” PR

-P
Pko+1

-p2
Abbildung 1.7
Beispiele:
(1) In R haben wir den gewohnten Konvergenzbegriff.

(2) Auf X = C([0,1]) sei || |l die Supremumsnorm. Fiir f; € X (k € N), f € X bedeutet dann
klim fr = f (beziiglich der Supremumsnorm) gerade, dass die Funktionenfolge (fi) gleichmiiflig gegen
— 00

f konvergiert:

li = | : —
= e Yy 3 s LA - F] <o

k—o0

= SI[AO};;] |fk(x) = f(x)] ——0

= fr LELN f gleichméfiig

Bemerkung: Der Grenzwert (falls existent) ist eindeutig, d.h. aus py e, p und py LaiN q folgt p =gq.
Dies folgt leicht aus Lemma 1.2.2 (Ubung).
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Offene und abgeschlossene Mengen

Wir betrachten nun Teilmengen metrischer Rdume etwas genauer. In Analysis I war fiir manche Sitze, etwa
tiber stetige Funktionen, wichtig, ob sie auf offenen oder abgeschlossenen Intervallen definiert waren. Was
entspricht dem im R” bzw. einem abstrakten metrischen Raum? Was sind die Eigenschaften, die fiir offene
bzw. abgeschlossene Intervalle besonders charakteristisch sind?

Es gibt drei Eigenschaften, die eine Rolle spielen:

(a) abgeschlossene Intervalle enthalten ihre »Randpunkte«, offene nicht;
(b) abgeschlossene Intervalle [a, b]sind beschrankt;
(c) Intervalle sind »zusammenhingend, z. B. im Unterschied zu der Menge [0,1] U [2,3].

Der Begriff der abgeschlossenen Menge wird (a) entsprechen. Hierzu miissen wir zundchst den Begriff
Randpunkt untersuchen. (b) wird im Abschnitt 1.5 zum Begriff der beschrankten Menge fiihren; einen
Zusammenhangsbegriff in metrischen Rdumen, der (c) verallgemeinert, gibt es auch (er erlaubt eine Verall-

gemeinerung des Zwischenwertsatzes), wir werden ihn aber hier nicht betrachten.

1.2.4 Definition
Sei (X,d) metrischer Raum und M C X.

(i) M={peX: = I foe, r} Abschluss von M
(pg) in M
(i) M={peM: EIO : Ke(p) € M} Inneres von M
r>
(i) oM :=M\M Rand von M

Punkte in M heien auch innere Punkte von M. Falls p ein innerer Punkt von M ist, nennt man M auch
eine Umgebung von p.

Abbildung 1.8. p ist innerer Punkt von M
Beispiele:
(1) Seien X =R und M = (0,1], dann sind M = [0,1], M = (0,1) und oM = {0,1}.

(2) Seien X = R? und M = {(x1,0) : x; € R}, dann sind M = M, M = @ und 9M = M. Denn jede
noch so kleine Kugel (bzgl. des Raumes R?!) mit Mittelpunkt auf M erstreckt sich ein Stiick nach
oben und unten, liegt also nicht ganz in M.

Bemerkung: Das letzte Beispiel zeigt, dass es wesentlich ist, in welchem (X, d) wir uns gerade bewegen.
M ist eine Gerade. »Vergessen« wir, dass wir sie als Teilmenge von R? betrachten und betrachten sie etwa
als Teilmenge von M selbst, so ist M = M!
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Man kann sich X als »Universum« vorstellen, in dem alle Uberlegungen ablaufen. Stellen Sie sich etwa
R? als den Lebensraum zweidimensionaler Wesen vor, fiir die es keine dritte Dimension gibt. Fiir diese
Wesen wire dann das, was wir Kreisscheibe nennen, gerade analog zu unserer Kugel: Sie ist rund, man
kann um sie herum-, aber nicht hineingehen oder hineinsehen.

Literarisch wurde dies von E. A. Abbott in seinem Buch Flatland umgesetzt. Fiir Flichenwesen ist die
Gerade unendlich diinn; sie hat kein Inneres; fiir eindimensionale Geradenwesen aber schon!

Fiir alle Mengen M C X gilt M C M C M. Fiir die beiden Extremfille gibt es Namen:

1.2.5 Definition

Sei (X, d) metrischer Raum.

M C X heifit abgeschlossen, falls M = M, d.h.:
Fiir alle Folgen (py) in M, die gegen ein p € X konvergieren, ist schon p € M.

M C X heifit offen, falls M = M, d.h.:
Fiir alle p € M existiert ein r > 0 mit K,(p) C M.

Nach der Definition des Randes: M abgeschlossen < M enthilt alle seine Randpunkte.
M offen & M enthélt keinen seiner Randpunkte.

Beispiele:

(1) X =1R. [0,1] ist abgeschlossen, (0,1) ist offen.

A A B
(N7 ]/

Abbildung 1.9. Intervall [0, 1] mit innerem und duflerem Punkt

(2) X =RR. [0,00) ist abgeschlossen, denn sei (pi) eine Folge in[0,c0) mit klim pr = p € R, dann folgt
— 0
p € [0,00).

(3) X =RR. [0,1) ist weder offen noch abgeschlossen.
(4) Fiir jeden metrischen Raum (X, d) ist M = X sowohl offen als auch abgeschlossen. M = @ ebenso.

(5) X = [0,00) mit der von R induzierten Metrik, M = [0,1). Dann istM = [0,1) = M, also ist M
offen in X! Denn K;(0) = {x € X: [x—0] <1} =[0,1) C M, also ist 0 innerer Punkt von M. Im
»Universum« X existieren keine Punkte x < 0!

Beachte: M ist nicht offen als Teilmenge von R. Man sagt auch, [0,1) ist offen relativ zu [0, ).

) \ >
L/ /
0 1

Abbildung 1.10. Intervall [0,1) als Teilmenge von X = [0, o)

1.2.6 Lemma

In jedem metrischen Raum sind die Kugeln K, (p) offen.

Beweis: Sei g € K.(p), also d(q,p) < r.Setze s =r —d(q,p). Dann ist K;(q) C K;(p), denn
weKs(q) = dlw,q) <s=r—d(qg,p) = dw,p) <dw,qg)+d(qp) <r. O

Bei der Bestimmung des Randes einer Menge ist folgende Charakterisierung oft niitzlich:
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1.2.7 Satz

Sei (X, d) metrischer Raum und M C X. Dann gilt:
oM = {p € X : jede Kugel um p schneidet sowohl M als auch M°}
(M°€ ist das Komplement von M in X, also M = X\ M.)

Abbildung 1.11

Beweis: 1.>C« Sei p € M. Wir zeigen: p € <rechte Seite>.

Sei r > 0. Wir miissen zeigen: K,(p) "M # @ und K,(p) N M® # Q.

Wegen p € 9M = M \ M C M gibtes x, € M, n € N, mit ,}Lr%ox" = p. Also gibt es ng, so dass fiir n > ny
gilt: x, € K;(p) (Konvergenzdefinition mit e = r). Also x,, € K;(p) N M.

Beweis von K;(p) N M # @ : Indirekt.

Falls K,(p) N M® = @, dann K,(p) C M, also p € M, im Widerspruch zu p € 9M = M \ M.

Abbildung 1.12. p liegt nicht im Rand
2.>D¢ Sei p € <rechte Seite>. Zu zeigen: p € M, d.h. p € M und p ¢ M.

1. p € M: Fiir jedes n € N ist Ky,,(p) "M # @. Wihle einen Punkt x, in dieser Menge. Dann ist

lijn Xn = p wegen d(x,, p) < % — 0, und x, € M fiir alle n. Also folgt p € M.
n—oo

2. p ¢ M:Falls p € M wire, so gibe es ein > 0 mit K,(p) C M, also K,(p) N M® = @, im Widerspruch
zur Annahme. U

1.2.8 Korollar
oM = 9(M°).

Beweis: Dies folgt sofort aus Satz 1.2.7, da die Bedingung an p auf der rechten Seite symmetrisch beziiglich
M und MF ist. O

Im praktischen Umgang mit offenen und abgeschlossenen Mengen sind die beiden folgenden Sitze oft

ntitzlich.
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1.2.9 Satz

Sei (X, d) metrischer Raum und M C X. Dann gilt:
M ist offen <= M° ist abgeschlossen.

Beispiel: X =R, M = (0,1) ist offen, M® = (—00,0] U [1,00) ist abgeschlossen.

¥ Y
N L
0 1
Abbildung 1.13. M und M°
Beweis: M offen & MNOIM =0 < MNI(M ) =0 < M D I(M ) < M- abgeschlossen. O
1.2.10 Satz

(1) Die Vereinigung beliebig vieler (unendlich viele moglich) offener Mengen ist offen.

(2) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Bei abgeschlossenen Mengen verhilt es sich genau andersherum, es gilt namlich:

(1) Der Durchschnitt beliebig vieler (unendlich viele moglich) abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.

(2) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

In der jeweils zweiten Aussage ist es wesentlich, dass nur endlich viele Mengen zugelassen sind.
Beispiele:

(1) X=R, M, = (—l l), n € IN. Alle M,, sind offen, aber

n’n

N My,={p€eR:pe M, firalle n € N} = {0} ist nicht offen.
nelN
M, —————
Mz —
Mz ———————

Abbildung 1.14

(2) X=R, M, =[+,1- %], n € IN. Alle M,, sind abgeschlossen, aber

n’
U My={peR:pe M, firein n € N} = (0,1) ist nicht abgeschlossen.
nelN
Beweis:

(1) Seien M;, i € I (I beliebige Menge) offene Teilmengen von X.
M= |J M; = {p € X : p liegt in mindestens einem M;}
icl
Behauptung: M ist offen. Beweis: Sei p € M, d.h. es existiert iy € I mit p € M. Mi, offen, somit
3r > 0 mit K,(p) C M;,. Dann folgt K,(p) C M, weil M;; C M.

n
(2) Seien My,..., M, offenund M = (| M;.Sei p € M.

i=1
Dann gilt fiirjedes i = 1,...,n: p € M;, und da M; offen ist, gibt es r; > 0 mit K,i(p) C M;.
Setze r = min r;. Dannist r > 0 und K/(p) C Ky,(p) C M; fiir jedes i, also K,(p) C M.

i=1,.n

Damit ist gezeigt, dass M offen ist.
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Die Behauptungen tiber abgeschlossene Mengen erhélt man aus denen tiber offene Mengen mittels Komple-
mentbildung, mit Hilfe von Satz 1.2.9 und den De Morgan’schen Regeln (Schnitt und Vereinigung werden
bei Komplementbildung vertauscht). ]

Frage: An welcher Stelle funktioniert der Beweis von (2) nicht fiir unendlich viele Mengen? (Ubung!)
In Satz 1.2.10 (1) sind auch tiberabzdhlbar viele Mengen zugelassen. Als Beispiel dafiir, dass dies niitzlich
sein kann, beweisen wir folgende Charakterisierung relativ offener Mengen:

1.2.11 Satz
Sei (X, d) ein metrischer Raum, Y C X und d|y die induzierte Metrik. Sei M C Y.

Dann sind dquivalent:
(i) M ist offen relativ zu Y, das heifit im metrischen Raum (Y, d)y).

(ii) Es gibt eine in (X, d) offene Menge M’ C X mit M =Y NM'.

Beweis: Zur Verdeutlichung schreiben wir Kugeln in (X,d) als KX(p) und Kugeln in (Y, dpy) als KY(p).
Zunichst bemerken wir, dass fir p € Y,r > 0 gilt: KY (p) = Y N KX(p). Dies folgt direkt aus den Definitio-

nen von Kugel und induzierter Metrik.

;M offen
>

Beweis von (ii) = (i) p e M = p e M HOKff(p) C M'. Fiir dieses r ist dann KY(p) =
r>

YNKX(p) C YNM' = M. Also ist M offen relativ zu Y.

Beweis von (i) = (ii): Zu jedem x € M wihle ein ry > 0 mit K (x) C M. Setze M’ = |J KX (x). Als
xeM
Vereinigung offener Mengen ist M’ offen (in X). Aulerdem gilt:

YnM=yn U KE(x)= U (YnKE(x))= U K. (x) =M
xeM xeM xeM
Die letzte Gleichheit gilt, da jedes x € M in der Vereinigung links vorkommt und andererseits jede der
Kugeln links innerhalb von M liegt. ]

1.3 Vollstindigkeit. Der Banachsche Fixpunktsatz

Vollstandigkeit

Eine der wichtigsten Eigenschaften von R war die Vollstandigkeit. Ohne sie kénnten wir keine Wurzeln
ziehen, gilte der Zwischenwertsatz und der Satz vom Maximum und Minimum nicht, konnten wir keine
Reihen summieren und nicht integrieren.

Gibt es einen Vollstindigkeitsbegriff fiir R” oder allgemeinere metrische Riume (X, d)? Die Vollstandig-
keit von IR war definiert als Giiltigkeit des Supremumsaxiom. Dieses bezieht sich auf die Anordnung von
RR. Aber IR" ist nicht angeordnet, ganz zu schweigen von X. Was tun?

Unter den vielen Sitzen, die wir mittels der Vollstandigkeit bewiesen haben, waren einige, die sogar
dquivalent zur Vollstandigkeit sind, d. h. wenn man einen von diesen statt des Supremumsaxiom als Axiom
ndhme, so konnte man das Supremumsaxiom als Satz herleiten. Ein solcher Satz ist: Jede Cauchy-Folge
konvergiert. Dies 1aft sich auf metrische Rdume verallgemeinern, da die Begriffe Cauchy-Folge und Kon-
vergenz nur mit Hilfe des Punktabstands definiert sind!

1.3.1 Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,) eine Folge in X. (x,) heilt Cauchy-Folge :&
Fir alle € > 0 existiert ny € IN, so dass fiir alle n,m > ng gilt: d(xy, Xm) < €.
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Also wieder 100% analog zu Analysis 1.

1.3.2 Definition

(X, d) hei3t vollstindig :< Jede Cauchy-Folge in X konvergiert (gegen ein Element aus X).

Beispiele:

(1) X =R ist vollstandig.

(2) X = Q ist nicht vollstandig.

(3) [0,1] ist vollstindig.

(4) X =[0,1) ist nicht vollstandig: x, =1— 1.
In den beiden letzten beiden Beispielen wurde das Intervall als eigenstindiger metrischer Raum (mit der
induzierten Metrik, wie immer) betrachtet. Worauf es ankommt, ist, dass es einen Grenzwert in X gibt.

Bemerkung: Vollstindigkeit ist ein intrinsischer Begriff. Das heif3t: Sei (X, d) ein metrischer Raum, Y C X

und dy die induzierte Metrik auf Y. Ob (Y, d|y) vollstindig ist, hangt nur von Y und d|y ab, nicht von X.
Im Unterschied dazu sind Offenheit und Abgeschlossenheit extrinsische Begriffe, sie hdngen davon ab,

was der »umgebende Raum« X ist. Dies folgt sofort aus den Definitionen und den fritheren Beispielen.

Trotzdem &£t sich Vollstandigkeit von Teilmengen manchmal extrinsisch charakterisieren.

1.3.3 Satz
Sei (X, d) vollstandig. Sei Y C X, d|y die induzierte Metrik auf Y.

(Y,djy) ist vollstandig < Y ist abgeschlossen als Teilmenge von X

Zum Beispiel ist jedes abgeschlossene Intervall vollstandig.
Beweis: Ubung. 0

Bevor wir weitere Beispiele vollstindiger metrischer Rdume kennenlernen, behandeln wir einen der schons-
ten Satze dieser Vorlesung.

Der Banachsche Fixpunktsatz

Haben Sie schon einmal gelangweilt vor IThrem Taschenrechner gesessen und immer wieder dieselbe Taste
gedriickt? Wenn dies zum Beispiel die Kosinustaste war, haben Sie vielleicht bemerkt, dass sich der Wert in
der Anzeige immer mehr einer Zahl anndherte und schliefSlich (wegen der endlichen Rechengenauigkeit)
gleich blieb (0,73908..., oder 0,99984... falls Sie Winkel in Grad messen). Und noch erstaunlicher: Egal,
welche Zahl am Anfang im Display stand, der Grenzwert ist immer derselbe.
Wie kommt das? Welche Bedeutung hat der Grenzwert?

Die zweite Frage 1afsit sich leicht beantworten: Wenn eine Zahl x unter Anwendung von cos gleich bleibt,
erfiillt sie die Gleichung

COSX = X.
—

cos(1)

o
—

o)
@]
@

o)
@]
@

Abbildung 1.15. Mehrfache Anwendung von cos
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1.3.4 Definition
Sei X eine Menge und T : X — X eine Abbildung. p € X heift Fixpunkt von T, falls T(p) = p.

Nun zur ersten Frage. Sei xy die Zahl, die am Anfang im Display steht. Durch wiederholtes Driicken der
cos-Taste erhdlt man nacheineinder

X1 = CO8 Xy, Xp = cosx; = cos(cosxg), x3 = cosxy = cos(cos(cosxg)), ...

Hierfiir zunichst eine allgemeine Notation:

1.3.5 Definition
Sei X eine Menge und T : X — X eine Abbildung. Zu n € IN ist die n-te Iterierte von T die

Abbildung T"=To.. oT:X = X.
e —|
n-mal
Mit anderen Worten: Fiir x € X ist T"(x) induktiv definiert durch
T'(x) = T(x)

T (x) = T(T"(x))

Vorsicht! T"(x) ist nicht dasselbe wie T(x)", die n-te Potenz von T(x) (die nur fiir X = R oder C definiert
ist). Leider schreibt man zum Beispiel fiir (cos(x))? = cos(x) - cos(x) auch manchmal cos?(x). Dann muss
man aus dem Kontext erschliefen, ob hiermit die Iterierte, also cos(cos(x)), oder die Potenz gemeint ist.

Bemerkung: Die Theorie der dynamischen Systeme untersucht, wie sich Iterierte T" von Abbildungen
fiir n — oo verhalten. Hierbei treten viele faszinierende Phinomene auf, z. B. Chaos und Fraktale.

Wir betrachten hier nur dufSerst »zahme« Abbildungen, die Kontraktionen. Bei ihnen tritt kein Chaos auf.

1.3.6 Definition

Sei (X,d) metrischer Raum und T : X — X eine Abbildung. T heilt Kontraktion, falls es ein
0 < L <1 gibt, sodass Vx,y € X gilt: d(Tx,Ty) < L-d(x,y).

=

Ze

Abbildung 1.16. Kontraktion
Das heifst, T verkiirzt Abstinde mindestens um den Faktor L. Es ist wesentlich, dass dasselbe L < 1
fiir alle x,y funktioniert (dhnlich wie beim Wurzelkriterium fiir Reihen dasselbe g < 1 fiir alle {/|a,|
funktionieren, d. h. W < g erfiillen muss).
Der folgende Satz gibt eine einfache Methode, fiir Funktionen im Reellen die Kontraktionseigenschaft
nachzupriifen:
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1.3.7 Satz
Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar. Sei L € R. Dann sind dquivalent:

(i) Furalle x,y € I gilt: |f(x) — f(y)] < L|x—y|.

(ii) Firalle x € I gilt: |f'(x)| < L.

Beweis: Beweis von (ii) = (i): Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein ¢ zwischen x und y mit f(x) — f(y) =
(&) (x—y),also |f(x)— f(y)] = |f(&)|-|x —y|. Nach (ii) ist |f'(¢)| < L, und das gibt die Behauptung.
Beweis von (i) =>(ii): Indirekt. Wire |f'(xp)| > L ﬁir ein xg € I, so folgte aus der Definition der Ableitung

und Eigenschaften von Grenzwerten, dass ‘f ‘ > L fiir ein x € I nahe xp wire. Das hiefse aber

. xo
|f(x) — f(x0)] > L|x — x|, im Widerspruch zur Annahme (i). O

Beispiel: Fiir cos : R — R gilt |cosx — cosy| < |x —y| fiir alle x,y, da cos’ = —sin und | —sinx| <1 fiir

alle x ist. Aber cos ist keine Kontraktion, da man hier 1 nicht durch eine kleinere Zahl ersetzen kann.
Betrachten wir aber cos : I — [ mit [ = [—1,1], so ist dies eine Kontraktion: Da sin auf I monoton

wichst (wegen —% < —1 <1 < § und sin’ = cos > 0 auf (—%, %)), gilt sin(—1) < sinx < sinl und

damit |sinx| <sinl fur x € I, also kann man L = sin1 wihlen, das ist kleiner als eins.

(Als erstes muss man nattirlich priifen, dass das Bild von cos wirklich in I enthalten ist. Dies ist klar, da

|cosx| <1 fiir alle x ist.)

1.3.8 Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und T : X — X eine Kontraktion.
(1) T hat genau einen Fixpunkt p.

(2) Sei xp € X beliebig und die Folge (x,) definiert durch x, 1 = Txj, fiir alle n € N. Dann gilt

Iim x,, =
n—oo

Beweis: Eindeutigkeit des Fixpunktes:
Sei Tp =p, Tq=¢q.Dann d(p,q) =d(Tp,Tq) < Ld(p,q), L<1 = d(p,q) =0 = p=4q.

Nun zeigen wir: Konvergiert die in (2) definierte Folge (x,) gegen ein p, so ist p ein Fixpunkt.

T stetlg

Beweis: Tp = T( 1131 Xn) hm T(xy) = hm Xpty1 = P.
n—oo

Dass Kontraktionen stetig sind, werden wir im Abschnitt 1.4 zeigen.

Es bleibt nachzupriifen, dass die Folge (x,) konvergiert. Hierzu zeigen wir, dass (x,) eine Cauchy-Folge
ist.
X0

X] = Txo

Y _XZ
X3
Abbildung 1.17. Mehrfachanwendung einer Kontraktion
Firalle n € N gilt: d(x,11, %) = d(Txn, Txy—1) < Ld(xn, x,_1). Wiederholte Anwendung ergibt d(x,, 11, x,) <
Ld(xy, xy—1) < L2d(x,—1,%,-2) < ... < L"d(x1,x0).
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Fiir k € IN folgt aus der Dreiecksungleichung:
Ak xn) < d(Xnp Xpk1) T A k1, Xnpk—2) oo+ d(Xn11,X0)
< (LR 2 I (v, xg) , also
Ay xn) < LP(1+L4 L2+ ...+ LK) d(xy, x0) .

[ 1

1—
s2 =17
i=0

n
Wegen 0 < L < 1 ist (L") und damit <1L_—Ld(x1,x0)) eine Nullfolge, also existiert fiir jedes € > 0 ein ny

d(xq,x0) < e fir alle n > ng. Also folgt d(x, 1k, xn) < € fiir n > np und alle k € IN.

mit -1
Also ist (x,) Cauchy-Folge und damit wegen der Vollstandigkeit von X konvergent. ]
Beispiel: cos : [—1,1] — [—1,1]. Das Intervall [—1,1] ist nach Satz 1.3.3 vollstindig, und cos ist eine

Kontraktion, wie wir nach Satz 1.3.7 sahen. Dies erkldrt das Taschenrechnerphédnomen vom Beginn dieser
Sektion und zeigt auch, dass die Gleichung cosx = x im Intervall [—1,1] genau eine Losung x hat. Fiir
die Konvergenz x; 7% x muss der Startwert x nicht unbedingt in [—1,1] liegen, sondern kann eine
beliebige reelle Zahl sein. Denn x; = cos x liegt in [—1,1], dann greift der Satz.

Beispiel: Hat man zwei Landkarten verschiedenen Maf$stabs, die dasselbe Gebiet abbilden, und legt man
die kleinere so auf die grofiere, dass sie am Rand nirgends tibersteht, so gibt es genau einen Ort, dessen
Darstellungen in den beiden Karten genau iibereinanderliegen.

Man findet ihn so, dass man (z.B. fiir Europakarten) irgendwo, etwa in Rom, auf der grofien Karte
anfangt, nachsieht, welcher Ort auf der kleineren Karte direkt dartiber liegt (sagen wir Kleinkleckersdorf),
dann Kleinkleckersdorf auf der grofien Karte sucht, nachsieht, welcher Ort auf der kleinen Karte dartiber
liegt etc.

Hier ist X = die grofiere Karte, und T bildet einen Punkt auf der grofieren Karte auf den entsprechenden
Punkt der kleineren Karte ab. Da die kleinere ganz auf der grofieren liegt, kann man T als Abbildung
X — X auffassen. T ist eine Kontraktion wegen der verschiedenen Mafistidbe. Also hat T genau einen
Fixpunkt, und man findet ihn durch Iteration von T.

%4

Abbildung 1.18. Europa-Landkarte

Bemerkung: In diesem Beispiel kann der Fixpunkt sogar explizit berechnet werden, mit Mitteln der linea-
ren Algebra: Angenommen, der Koordinatennullpunkt ist die untere linke Ecke der grofien Karte, so dass
diese im ersten Quadranten liegt. Bezeichnet f < 1 das Verhltnis der Mafistibe, ¢ den Winkel, um den
die kleine Karte gegentiber der groSen verdreht ist sowie b € R? die Koordinate der linken unteren Ecke
C(.)S ¢ - sm(P) die Rotati-
sin ¢ cos ¢

onsmatrix ist. Die Gleichung Tx = x wird zu (I — A)x = b (I = Einheitsmatrix). [ — A ist invertierbar, da

der kleinen Karte, so ist Tx = Ax+ b, x € X C R%, wobei A = tR und R =

die Eigenwerte von R den Betrag eins, also die Eigenwerte von A = tR den Betrag t haben, also ungleich
eins sind. Das Inverse von I — A kann man mittels der geometrischen Reihe als
(I-A)T=T+A+ A2+ A3+
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schreiben. (Mehr zu Reihen von Matrizen spater bei Differentialgleichungen. Fiir die Konvergenz braucht
man ||A| < 1 mit der in der Ubung eingefiihrten Matrixnorm, dies ist hier erfiillt.) Also x = (I —
A)7b = b+ Ab+ A%b + A3b + - - -. Dies entspricht gerade der Bestimmung des Fixpunktes x durch
Iteration, denn fiir beliebiges xo € X ist Txg = Axp+ b, Txg = A(Axg+b)+b = A2xg+ Ab+b, ...,
T'xg = A"xg+ A" b+ A" 2b+ - -+ Ab + b. Der erste Term geht fiir n — co gegen null, der Rest sind
die Partialsummen der geometrischen Reihe oben, konvergieren also gegen x. So passt alles wunderbar
Zusammen.

Vollstindigkeit von R” und Funktionenrdumen

Wir werden den Fixpunktsatz im Laufe der Vorlesung zweimal an zentralen Stellen anwenden: Einmal im
Beweis des Satzes iiber die Umkehrfunktion (gegen Ende des Semesters), im Fall X = R", und einmal zum
Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungen, im Fall X = C([a,1]).
Daher priifen wir nun die Vollstandigkeit dieser Rdiume (mit geeigneten Metriken) nach.

1.3.9 Satz
R" ist vollstandig.

Wie immer, wenn nichts dazu gesagt wird, betrachten wir die euklidische Metrik auf R". Zum Beweis
verwenden wir das auch sonst duflerst niitzliche
1.3.10 Lemma
Sei (x1,x,x3,...) eine Folge in R" und x € R. Schreibe x und die x; in Koordinaten als
x=(xW,.. ., xM), x = (x,il),...,x,((")). Dann gilt:

(1) % = x (k> o0) — x,(ci)—>x(i) (k — o) fiirjedes i =1,...,n.

(2) (xx)ren Cauchy-Folge in R" <= (x,(ci))kE]N Cauchy-Folge in R fiirjedes i = 1,...,n.

Ausnahmsweise verwenden wir hier obere Indizes fiir die Komponenten, damit sich die Komponentenin-
dizes nicht mit den Folgenindizes ins Gehege kommen.
Beachten Sie, dass n hier die Dimension und kein Folgenindex ist!!

Beweis: Wir beweisen nur (1); (2) geht dhnlich. Fiir jedes ip € {1,...,n} und k € IN ist

Z(xl((i) —x()2 < \/n-max|x,(ci) — x(i)’2 = \/ﬁ~max|x,(<i) - x(i)‘

i=1

30 = x(0)] <

=[x —x]|

Die erste Ungleichung zeigt ||x; — x| < & = |x,((i0) —xl0)| < ¢, und damit >=>« mittels der Definition der
Folgenkonvergenz.

Gilt umgekehrt x]((i) — x) (k — oo) fiir jedes i = 1,...,1, so gibt es zu ¢ > 0 und zu jedem i =
1,...,n ein k; mit ‘x]((i) — x(i)’ < e fir k > k;. Setze kg = max{ky,..., k,}, dann ist fiir k > ko auch
m;ax|x,(:) — x(i)’ < g, also ka — xH < y/n-¢.Da n eine Konstante ist (die Dimension), folgt die Konvergenz
sz — x (k — o0). O

Beweis (Satz 1.3.9): Sei (x;) Cauchy-Folge in R”. Damit folgt mit (2) im Lemma: (x,(:)) Cauchy-Folge in
R fiir alle 7, somit existiert fiir jedes i x(0) = klim x]((z) , damit folgt mit (1) im Lemma: x; — x (k — 00). O
—00

Wir betrachten nun die Funktionenrdume, die nach Satz 1.1.6 eingefiihrt wurden.
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1.3.11 Satz
(1) B(M,R) mit der Supremumsnorm ist vollstdndig, fiir jede Menge M.
(2) C([a,b]) mit der Supremumsnorm ist vollstandig, fiir beliebige a,b € R, a < b.
Beweis:
(1) Sei (fx) Cauchy-Folge in B(M,R).
Sei xo € M. Fiir alle k,I € N ist |fi(x0) — fi(x0)| < sup |fi(x) — fi(x)| = || fk = fill -
xeM
= (fx(xp)) Cauchy-Folge in R = Der Grenzwert f(xo) := klim fr(xo) existiert.
—00
Dies definiert eine Funktion f : M — R. Zu priifen ist:
(@) fr — f gleichmidflig (d.h. fy — f bzgl. der Supremumsnorm).
(b) f ist beschrankt.
Zu (a): Zu & > 0 wihle kg mit ||fy — fi|| < € fur k,I > kg. Fir jedes x € M und k > ko ist
[filx) = f()] = Jim |fe(x) = fi(x)] < &, da [fix) = )] < |fi— fill < e fir I > ko gilt. Da e nicht
von x abhdngt, zeigt das die gleichmé&dflige Konvergenz.
Zu (b): Zu ¢ = 1 wahle k mit || fy — f|| < 1. Dann folgt fiir alle x € M |f(x)] < [f(x) — fr(%)]| +
[fe(x)| <1+ | fkll, also ist f beschrédnkt.

(2) C([a,b]) ist eine abgeschlossene Teilmenge von B([a,b]), denn aus f; € C([a,b]) fiir alle k, f €
B([a,b)]), fx — f (k — o0) (bzgl. der Supremumsnorm, also gleichmégig) folgt f € C([a,b]) (der
gleichmifiige Limes stetiger Funktionen ist stetig, Analysis I, Satz 10.4.2). Nach Satz 1.3.3 ist also
C([a, b]) vollstandig. o
Bemerkung: Auf C([a,b]) gibt es noch andere Normen, die in manchen Zusammenhéngen wichtig sind,

z.B. ||f]l1 = fab |f(x)] dx. Beziiglich || ||1 ist C([a,b]) aber nicht vollstandig!
0 fuir —1<x<0
Beispiel: Die Folge fx(x) = S kx fir 0<x< % ist eine Cauchy-Folge in (C([—1,1]),]| /1), hat aber
1 fir $<x<1
keinen Grenzwert.
0 fir —-1<x<0
(Intuitiv: Der Grenzwert »miisste« die Sprungfunktion f(x) = { sein, diese ist aber
1 fur 0<x<1
nicht stetig.)
1.4 Stetige Abbildungen

Definition und Charakterisierungen

1.4.1 Definition

(X,dx), (Y,dy) seien metrische Rdume, f: X — Y und p € X.

k—oo

f heiit stetig in p :< Fiir jede Folge (x) in X gilt: xx LGN p = f(xx) — f(p)

Dies ist wiederum vollig analog zum reellen Fall.
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1.4.2 Satz

(X,dx), (Y,dy) seien metrische Rdume, f: X — Y und p € X.

Dann gilt: f ist stetig in p

<~
Fiir alle € > 0 existiert 6 > 0, so dass fiir alle x € X gilt:
dx(x,p) <6 = dy(f(x), f(p)) <e
<~
Fiir jede Kugel K um f(p) gibt es eine Kugel K/ um p mit K’ C f~1(K)

Abbildung 1.19
Zur Erinnerung: f~1(K) = {x € X : f(x) € K} »Urbild von K unter f«.

Beweis: Aquivalenz der ersten beiden Aussagen: Genau wie in Analysis I (Satz 10.1.5).

Aquivalenz der zweiten und dritten Aussage: Mit K = K(f(p)),K’ = Ks(p) gelten die vertikalen Aquiva-
lenzen in

dx(x,p) <6 = dy(f(x),f(p)) <e
i i
x € Ks(p) =K f(x) € Ke(f(p)) =K

-~

xe fK)
also ist die obere horizontale Implikation dquivalent zur Implikation x € K’ = x € f~1(K), was gerade

K" C f~1(K) bedeutet. o

1.4.3 Korollar

(X,dx), (Y,dy) seien metrische Rdume, und f: X — Y.
Angenommen, es existiert ein L € R, so dass fiir alle x,y € X gilt:

dy(f(x), f(y)) < Ldx(x,y)

Dann ist f stetig. Insbesondere sind Kontraktionen stetig.

Abbildungen mit der beschriebenen Eigenschaft nennt man auch Lipschitz-stetig, und L wird eine Lipschitz-
Konstante fiir f genannt. Kontraktionen sind also gerade die Abbildungen mit Lipschitz-Konstante kleiner
als eins.

Beweis: Zu ¢ > 0 wihle § = % (falls L > 0. Falls L =0, so ist f konstant, also stetig.) m]

Folgende Charakterisierung der Stetigkeit geht iiber die Analysis I hinaus.
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1.4.4 Satz
(X,dx), (Y,dy) seien metrische Riume und f: X — Y.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f iststetig auf X (d.h. stetig in jedem p € X).
(2) f~1(O) ist offen fiir jedes offene O C Y.

(3) f1(A) ist abgeschlossen fiir jedes abgeschlossene A C Y.

Abbildung 1.20. Das Urbild einer offenen Menge ist offen

Beweis: (1)=>(2): Sei p € f~1(0), d.h. f(p) € O. O ist offen, also existiert eine Kugel K um f(p) mit
K C O und damit f~1(K) C f~1(0). Da f stetig in p ist, existiert nach Satz 1.4.2 eine Kugel K’ um p mit
K' c f~YK) c f~1(0). Also ist f~1(O) offen.

(2)= (1): Ahnlich.

(2)=-(3): A abgeschlossen = A° offen (:2>> F~1(A°) offen. Nun gilt f~1(A°) = (f1(A))° (Ubung), also
folgt (f~1(A))¢ offen = f~1(A) abgeschlossen.

(3) = (2): Ahnlich. O

Der etwas abstrakt wirkende Satz 1.4.4 hat grofSe praktische Bedeutung. Er erlaubt es, fiir viele konkrete
Mengen sehr einfach nachzupriifen, ob sie offen oder abgeschlossen sind.

Beispiele: (Die Stetigkeit der vorkommenden Funktionen wird unten gezeigt.)
(1) Die Sphire S = {x € R3: ||x|| = 1} ist abgeschlossen in X = IR3.
Zum Beweis sei f(x) = [|x||2=x2+x3 +x3, f: R> - R, dannist S = f~1({1}).
{1} C R abgeschlossen, f stetig, somit ist S abgeschlossen.

Bemerkung: Ist (V,| ||) ein beliebiger normierter Raum, so ist || || : V — R stetig, also ist die
Einheitssphire immer abgeschlossen. (Ubung)

X2

X1

(2) !
Abbildung 1.21. abgeschlossenes Rechteck
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M={xeR?>:0<x<1,0<x0<2}={xcR?2:0<x <1}N{xeR?>:0< x, <2}
=f~1([o1)) =¢~1([0,2])

mit f(x) = x, g(x) = x2, f,g: R> > R.

f, g stetig, [0,1], [0,2] C R abgeschlossen, Schnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen, somit
ist M abgeschlossen.

(3) M = {x € R?: cosxp + xp¢*1 > 0} ist offen, da M = f~1((0,0)), (0,00) C R offen und

fx)
f:R? = R stetig ist.

Allgemeines Prinzip

Mengen, die nur mittels strikter Ungleichungen zwischen stetigen Funktionen definiert sind, sind offen.
Mengen, die nur mittels =, <, > zwischen stetigen Funktionen definiert sind, sind abgeschlossen.

Ein Beispiel zur Vorsicht

Betrachte f: (0,1) — R, f(x) =1 fiir alle x. Also f~1({1}) = (0,1).
f ist konstant, also stetig, und {1} C R ist abgeschlossen. Also ist (0,1) abgeschlossen.

Wie passt das zusammen? Antwort: Hier ist X = (0,1), und in der Tat ist (0,1) als Teilmenge von X
abgeschlossen. (X ist als Teilmenge von X immer offen und abgeschlossen.)

Wollte man aber ein f auf ganz R definieren mit f~1({1}) = (0,1), so wére also f(x) = 1 fiir x € (0,1),
aber f(0) #1, f(1) # 1. Also wére f in 0 und 1 unstetig! Das illustriert den Satz sehr gut.

Stetige Funktionen und Abbildungen konkret

Wie sieht man einer konkreten Funktion an, ob sie stetig ist? Am einfachsten mittels der folgenden Kriterien.

1.4.5 Satz
Sei (X,d) metrischer Raum, f,g: X — R (oder C) stetig.

Dann sind f + ¢, f - ¢ stetig, und g ist stetig, falls g(x) # O fiir alle x.

Beweis: Genau wie in Analysis I (Satz 10.1.3). ad
Um wirklich konkret zu werden, brauchen wir im Fall X = R":

1.4.6 Satz
Die Koordinatenfunktionen f; : R” — R, f;(x) = x; sind stetig (i=1,...,n).

Beweis: Klar aus der Definition und Lemma 1.3.10. O
Beispiel: Die Funktionen f(x1,x2) = x1 - x2 oder f(x1,x2,x3) = x% + x3 4 x3 sind also stetig.

1.4.7 Korollar
Polynome auf R" sind stetig.

Hierbei ist ein Polynom auf R” eine Abbildung, die sich aus den Koordinatenfunktionen und Konstanten
mittels endlich vieler Additionen und Multiplikationen bilden ldsst, zum Beispiel

. X
f(x1,x2,x3) = 3x% — x5 + 7x3x3, aber nicht x—;
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1.4.8 Satz

Seien (X,dx), (Y,dy), (Z,dz) metrische Riume und f: X — Y, g:Y — Z stetig.
Dannist go f : X — Z stetig.

gof

Abbildung 1.22. Komposition stetiger Abbildungen

Beweis: Unmittelbar aus den Definitionen. Vergleiche Satz 10.1.4 in Analysis 1. ]

Beispiel: F(x1,x2) = cosx; +  xpe™l st stetig.
(cosofy)(x) (f2:(expofy))(x)

Fiir Abbildungen in einen R” ist Stetigkeit dquivalent zur Stetigkeit der Komponentenfunktionen, ge-

nauer:

1.4.9 Satz
Sei (X,d) metrischer Raum und seien fj, ..., f, : X — R Funktionen auf X. Definiere f : (X,d) —
R" durch f(x) = (f1(x),..., fu(x)) fir x € X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig;

(i) f1,...,fn sind stetig.

1.5 Kompakte Mengen

Frage: Gibt es eine Verallgemeinerung des Satzes

f :[a,b] = R stetig = f nimmt sein Maximum und sein Minimum an, d. h.

Im € [a,b], IM € [a,b] mit f(m) < f(x) < f(M) firalle x € [a,b]?

Abbildung 1.23. Maximum und Minimum einer auf einem geschlossenem Intervall definierten Funktion
Fiir welche Teilmengen X von RR", allgemeiner fiir welche metrischen Raume (X, d) gilt die analoge Aus-
sage mit [a,b] ersetzt durch X? Wir wissen, dass dies zum Beispiel fiir unbeschréinkte Mengen und fiir
offene Intervalle nicht zutrifft. (Beispiele in Analysis I.)
Um diese Frage zu beantworten, erinnern wir uns, dass beim Beweis des Satzes vom Maximum und
Minimum der Begriff des Haufungspunktes wesentlich war.
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1.5.1 Definition
Ein metrischer Raum (X, d) heilt kompakt, falls gilt: Jede Folge in X hat einen Haufungspunkt
(nattirlich in X).
Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X,d) heiffit kompakt, falls der metrische Raum
(M, d|p) kompakt ist, d.h. falls jede Folge in M einen Haufungspunkt in M hat.

Genau wie in R kann man >Jede Folge in X hat einen Haufungspunkt« dquivalent durch >Jede Folge in X

hat eine konvergente Teilfolge« ersetzen.

1.5.2 Satz
Jedes [a,b] C R (a < b reelle Zahlen) ist kompakt.

Beweis: Sei (x,) Folge in [a,b], dann ist (x,) beschrdnkt, somit hat (x,) einen Hiufungspunkt x € R
(nach Bolzano-Weierstraf}), also gibt es eine Teilfolge (xp;) mit xy, 0 x
[4,b] ist abgeschlossen, also x € [a,b]. O

Beispiele:
(1) (0,1) ist nicht kompakt: x, = 1 € (0,1) (n > 2), damit ist 1211 x, =0 ¢ (0,1), somit kann (x,)
n—oo
keinen Haufungspunkt in (0,1) haben.

(2) [0,00) ist nicht kompakt, denn x,, = n hat keinen Hiufungspunkt.
[ X6 X3 X5 X2 7
L X1 X4 ] >
Abbildung 1.24. Eine Folge auf dem Intervall [0, 1]

Diese Beispiele lassen sich verallgemeinern:

1.5.3 Satz
Ist M C X kompakt, dann ist M abgeschlossen und beschrankt.

Abbildung 1.25. Jeder Punkt der Menge M liegt in der Kugel K;(p)

Hierbei heift M C X beschrinkt, falls p € X und r > 0 existieren mit M C K,(p). (Dies ist 4quivalent
dazu, dass fiir jedes p € X ein r existiert mit M C K,(p) — Ubung! Damit ist dies dquivalent zum in
Analysis I fiir X = R eingefiihrten Begriff, wo p = 0 angenommen wurde.)

Beweis: Wir beweisen beide Aussagen indirekt:

1. Angenommen, M ist nicht abgeschlossen.
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= Es existiert eine konvergente Folge (x,) in M, so dass x = lim x, nicht in M liegt.
n—oo

= (x,) hat keinen Haufungspunkt in M. (Denn eine konvergente Folge hat nur einen Hiufungs-
punkt: Ihren Grenzwert.)

2. Angenommen, M ist unbeschrankt. Wahle p € X, x, €¢ M \ Ku(p) fiir n = 1,2,.... Existierte eine
konvergente Teilfolge xy, 22, 4, so wire d (xn;,q) <1 fiir i > iy mit geeignetem ip, also d(xn;, p) <

d(xn;,q) +d(q,p) <1+d(q,p) unabhingig von i, im Widerspruch zu d(x,,, p) > n; LIS o
Im R” gilt auch die Umkehrung. Dieser Satz ist duferst wichtig.

1.5.4 Satz
M C R" ist kompakt < M ist abgeschlossen und beschréankt.

Wichtig: Das gilt fiir Teilmengen des R" (mit der euklidischen Metrik). In anderen metrischen Rdumen
muss die Implikation > <= < nicht gelten, siehe die Bemerkung weiter unten.

Beweis: Wegen Satz 1.5.3 miissen wir nur ><=« zeigen. Sei also M C R" abgeschlossen und beschrankt

und auflerdem (xy) eine Folge in M. Wir miissen zeigen, dass (x;) einen Haufungspunkt in M hat.
Schreibe in Komponenten x; = (xlgl),...,xl((")). Da M beschrénkt ist, ist die Folge (xy); beschrankt,

also ist (xlgi)) beschrankt, i = 1,...,n. Nach Bolzano-Weierstraf§ hat (x(l))k eine konvergente Teilfolge,

sagen wir xl(c}) k—> x() . Wiederum nach Bolzano-Weierstraf hat die Teilfolge (x l(j)

I(j’) k—> x(2) . Beachte, dass immer noch xlg,,) k—> x(@ gilt.
Wir fahren so bis zur n-ten Komponente fort und erhalten schliefllich eine Teilfolge (x;) von (xi)

und Werte x(U, ..., x(") mit x,(c) k_)—oo> x, i =1,...,n. Aus Lemma 1.3.10 folgt, dass x; k_>—°°> X =

)i eine konvergente

(Teil-)Teilfolge, sagen wir x

(x(l), ... ,x(")), also hat (x;) den Hiufungspunkt x. Da M abgeschlossen ist, gilt x € M, was zu zeigen
war. O

Beispiele: Die folgenden Mengen sind kompakt. Die Abgeschlossenheit wurde nach Satz 1.4.4 gezeigt:
(1) M={x€R?:0<x; <1,0 < xp <2}.Beschrankt: M C K3(0), da (x1,x2) € M
= || <1, |0 <2 = ||(x1,x)| = /32 +x3 < V5 < 3.
(2) S={x € R": ||x|]| =1} ist kompakt. Beschrinkt: S C K,(0).

Bemerkung: In (C([0,1]),] - ||eo) ist die Menge S = {f € C([a,b]) : ||f]| = 1} abgeschlossen und be-

kx fuir0<x< %
schréankt, aber nicht kompakt. Zum Beispiel hat die Folge (f), fi(x) = keinen Hau-
1 fiurg<x<1

fungspunkt. (Beweis als Ubung)

Unser nichstes Ziel ist, den Satz vom Maximum und Minimum zu beweisen. Einen Schritt im Beweis
formulieren wir separat:

1.5.5 Satz

Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume, f : X — Y sei stetig.
Ist M C X kompakt, so ist f(M) kompakt.
(»Bilder kompakter Mengen unter stetigen Funktionen sind kompakt«)
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Bemerkung: Vergleiche: A C Y abgeschlossen = f~!(A) abgeschlossen.
Kompaktheit bleibt unter f erhalten, Abgeschlossenheit aber unter f~1!

Beweis: Sei (y,) Folge in f(M). Fiir jedes n wihle x, € M mit f(x,) = yx.
M ist kompakt, somit existiert eine Teilfolge Xp, Mit xp, —> x € M.
f ist stetig, also yn, = f(xu,) — f(x) € f(M). O

1.5.6 Satz

Sei (X,d) metrischer Raum, M C X kompakt, f : M — R stetig.
Dann nimmt f auf M sein (globales) Maximum und Minimum an.

Bemerkung: Da Kompaktheit ein intrinsischer Begriff ist, konnten wir diesen Satz genausogut nur fiir
eine Funktion f : X — R auf einem kompakten metrischen Raum (X, d) formulieren, ohne eine Teilmenge
M C X zu erwihnen. Ahnliches gilt fiir Satz 1.5.3 und Satz 1.5.5. Da wir aber hauptsichlich an Teilmengen
des R" interessiert sind, also an X = R"” denken, haben wir diese »relative« Formulierung gewahlt.

Zum Beweis brauchen wir:

1.5.7 Lemma

Sei A C R kompakt. Dann hat A ein Maximum und ein Minimum.

Beweis: Weil A beschrankt ist, existiert das Supremum S = sup A. Nach der Definition des Supremums
existieren y, € A (n € N) mit y, 2% 5. Da A abgeschlossen ist, folgt S € A, das heifst: S ist Maximum
von A. Die Existenz des Minimums zeigt man analog mittels des Infimums. a

Beweis (von Satz 1.5.6): M C X sei kompakt. Nach Satz 1.5.5 (angewendet auf ¥ = R und X ersetzt
durch M)ist f(M) C R kompakt. Nach dem Lemma hat die Menge f(M) ein Maximum. Daraus folgt der
Satz: S = max f(M) bedeutet: Jxp mit S = f(xp) und Vx € M: f(x) < S = f(xp). Das heift: f nimmt in
xp sein Maximum an. Analog folgt die Existenz des Minimums. a

Bemerkung: Der Satz vom Maximum und Minimum (und daher der Kompaktheitsbegriff) hat eine zentra-
le Bedeutung in der Mathematik. Viele Probleme kann man mittels der Idee des »Extremalprinzips« l6sen,
d. h. man betrachtet eine geeignete (je nach Problem einzufiihrende) Funktion, deren Maxima oder Minima
einem die Losung des Problems quasi schenken.

Ein Beispiel aus der linearen Algebra: Wie Sie wissen, hat jede symmetrische reelle n x n-Matrix A einen
Eigenvektor (sogar n Stiick; hat man erst mal einen, findet man die anderen mit Induktion). Dies ist nicht
leicht zu zeigen. Hier ist eine Beweisidee mit analytischen Mitteln:

(1) Betrachte die Funktion f : S — R, x — ((x, Ax)) auf der Einheitssphidre S = {x € R" : [|x|| = 1}.
Da S kompakt ist, gibt es einen Punkt xp € S, wo f maximal ist.

(2) Mit Mitteln der n-dimensionalen Differentialrechnung zeigt man nun leicht, dass ein A € R existieren
muss mit Axyg = Axg, d.h. x¢ ist Eigenvektor fiir A.

Man braucht hier den Satz tiber >Extrema mit Nebenbedingungen« (kommt spater in der Vorlesung),
eine Verallgemeinerung der Aussage, dass die Ableitung einer differenzierbaren Funktion ¢ : R — R
bei einem Maximum verschwindet.






2 Kurven und Vektorfelder: Differentialgleichungen als
geometrisches Problem

Die Hauptakteure der mehrdimensionalen Analysis sind Abbildungen
f:U—R", UCR".
Was wollen wir tiber diese lernen?
& Was wir uns unter f vorstellen: Fiir m = n = 1 haben wir uns f mittels seines Graphen vorgestellt.

Ahnliches geht, solange m 4 n < 3 ist, sonst nicht, da wir uns von mehr als 3 Dimensionen kein Bild
machen konnen;

> wie man die mathematischen Begriffe, die wir in Analysis I als wichtig erkannt haben, vom Fall
m = n = 1 auf beliebige Dimensionen verallgemeinert (Stetigkeit, Ableitung, Integral etc.), und wie
man sie anwendet;

> in welchen Zusammenhangen sie auftreten.

Hier ein kurzer Uberblick iiber verschiedene Vorstellungen bzw. Bedeutungen von Abbildungen f (mehr
dazu nach Satz 7.1.6):

1. n = 1: Eine Kurve im R™ (siehe unten).

2. m = 1: Zum Beispiel eine Temperaturverteilung im Raum (falls n = 3). Oder: Der Graph von f
beschreibt eine Fliche im Raum (n = 2).

3. m = n: Ein Vektorfeld (siehe unten). Oder: Eine Transformation: x € U wird in f(x) transformiert;
z.B. ist eine Drehung der Ebene um den Winkel ¢ durch die Abbildung (x1,x2) +— (x1ycos ¢ +
xpsin @, —x1sin @ + xp cos ¢) gegeben. Oder: Ein Koordinatenwechsel (wird in Analysis III behan-
delt).

Stetigkeit haben wir in Kapitel 1.4 ausfiihrlich diskutiert, fiir beliebige m,n.
In diesem Kapitel werden wir Kurven und Vektorfelder diskutieren und sehen, wie eine einfache Frage-
stellung tiber sie zu Differentialgleichungen fiihrt.

2.1 Kurven im R”

2.1.1 Definition

Sei I C R ein Intervall.

Eine stetige Funktion 7 : I — IR" heifst (parametrisierte) Kurve in IR".
Das Bild y(I) = {7(¢) : t € I} C R" heifit (unparametrisierte) Kurve in R".
y(I) heilt auch Orbit von 7.

Beispiele: (Immer I =R, n = 2).

(1) y(t) = (1), teR.

29
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(2) 7= (#3,t3), t € R. 4 hat denselben Orbit wie <, aber eine andere Parametrisierung.
(3) v(f) = (cost,sint), t € R ein Kreis, unendlich oft durchlaufen.

(4) 7(t) = (£3,2), t € R, die Neilsche Parabel.

Abbildung 2.1. Neilsche Parabel

Wie zeichnet man den Orbit von v? Eine Methode: Setze x(t) = 3, y(t) = 2.
2
Finde eine Relation zwischen x(f) und y(t), in der ¢ nicht vorkommt: y(t) = x(¢)3

(jedenfalls fir x(t) > 0, d.h. + > 0). Das heifit, dass der Orbit Teil des Graphen der Funktion f(x) = x5
ist. Daran sieht man zum Beispiel, dass der Orbit sich fiir { — 0 von »oben« dem Nullpunkt ndhert, denn
fl(x) = %x_% EmANg (Tangente wird vertikal).

Fiir £ < 0: y(t) = |x(t)|3, denn |x(£)] = |#] = |2 = |x(t)|3 = |t]2 = 2 = y(t). (Die Extra-Betrachtung
von ¢t < 0 ist notwendig, da wir Potenzen mit nicht-ganzem Exponenten nur fiir positive Basis definiert
haben.)

Man sieht leicht, dass der Orbit von 7 genau der Graph von f(x) = |x]| 3 , fR—=Rist

Vorstellung: Man betrachtet ¢t € I als Zeitpunkte. v : I — R" beschreibt den Weg eines Objekts (Teilchen,
Bus) im Zeitintervall I, inklusive Fahrplan (d.h. wann ist der Bus wo?)! Der Orbit von < ist nur der Weg,
ohne Fahrplan.

Bemerkung: Der Begriff >Kurve« kann eine parametrisierte oder eine unparametrisierte Kurve bezeichnen.
Im ersten Fall also eine Abbildung, im zweiten eine Menge. Was gemeint ist, muss man dem Kontext
entnehmen. Statt unparametrisierter Kurve sagen manche auch Weg, Trajektorie, Spur, ... Im Rahmen dieser
Vorlesung bezeichnet >Kurve« stets eine parametrisierte Kurve, wenn nicht explizit anders angegeben.

Der Fall n = 1: Der Orbit einer Funktion o : I — R ist ein Intervall und enthélt damit herzlich wenig
Infomation tiber ¢ (nur das Supremum und Infimum von < iiber I). Daher stellt man, wie Sie wissen,
Funktionen v : I — R meistens mittels ihrer Graphen {(t,y(t)) : t € I} C R? dar.

Entsprechend in hoheren Dimensionen: Fiir eine Kurve 7 : I — R” ist der Graph von y die Menge

{(t,y(): te T} Cc R,
Dies ist wiederum der Orbit einer Kurve:
I =Rt (89(1)
Genau wie der Graph einer Funktion die Funktion vollstdndig beschreibt, so legt auch der Orbit von 7 die

(parametrisierte) Kurve 7 eindeutig fest.

Schreibweise: y(t) = (x1(t),...,xu()), falls v: I — R", I C R Intervall.
Fur n =2 auch: y(t) = (x(t),y(t)).

Die folgende Definition ist physikalisch motiviert. Bewegt sich ein Objekt vom Ort x¢ nach x; in der Zeit
Deplatzierung  x1 — X

s, so nennt man den Quotienten seine mittlere Geschwindigkeit.

Zeitintervall
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2.1.2 Definition (Ableitung einer Kurve)
Sei v : I — R" Kurve. Fiir ty, t; € I, ty # £1 heifst
v(t1) —v(t)
ti —to
die mittlere Geschwindigkeit zwischen ¢y und t;. Falls der Grenzwert
,)/l(to) — lim ’Y(tl) — 'Y(tO)
t1—tg t1 —to
existiert, so heifit 7/(t)) Momentangeschwindigkeit(-svektor) oder Ableitung von y zum Zeit-

punkt fp, und -y differenzierbar in f.

Im Fall n =1 ist das offensichtlich die alte Definition der Ableitung, und in hheren Dimensionen verhalt

sich die Ableitung so, wie man es sich erhoffen wiirde:

2.1.3 Satz
Sei y: I — R", y(t) = (x1(t),...,xn(t)).
v ist differenzierbar in ¢ € I genau dann, wenn jedes x; : I — R in ¢ differenzierbarist (i =1,...,n),

und in diesem Fall ist ’)//(t) — (x'l(t), . .,x;(t))

Beweis: Nach Definition ist
() — (@) (), xa(tr)) — (xa(t), -, xa(t))
t; —t t —t

_ (xl(tl)—m(t) - xn(f1)—xn(t)>

daher folgt der Satz direkt aus Lemma 1.3.10 und der Definition der Ableitung fiir Funktionen I — R. O

Beispiele:
(1) v(t) = (cost,sint)
7' (0) = (—sin0,cos0)
= (O/ 1)
t=0
Abbildung 2.2

(2) y(t) = (#3,#) ist differenzierbar fiir alle t € R. Trotzdem hat der Orbit von  im Nullpunkt, 7(0) =
(0,0), eine »Spitze«. Passt das zusammen?
Berechne 7/ (t) = (3t%,2t), also 4/(0) = (0,0). Also bleibt y zum Zeitpunkt t = 0 fiir einen Moment
stehen. Danach l4uft es in entgegengesetzer Richtung weiter.
Die Spitze dufiert sich in Nicht-Differenzierbarkeit, wenn man die Kurve mittels der x-Koordinate

2
parametrisiert: y(t) = (¢, |#|3) hat denselben Orbit wie v und ist in £ = 0 nicht differenzierbar.
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Wir untersuchen nun dieses Phdnomen etwas genauer.

Welche Kurven in R? sind Funktionsgraphen?
Beim Zeichnen der Neilschen Parabel war es niitzlich, den Orbit von v : I — R? als Graphen einer Funktion
f:] =R, ] CR Intervall, darzustellen:
Orbit von v = Graph von f, also
) {r(@®):tel} ={(xf(x)): xc]}

Fiir welche Kurven geht das, und wie findet man f?
In dieser Form ist die Frage leicht zu beantworten, das lernt man schon in der Schule:

2.1.4 Lemma
Der Orbit von v ist genau dann als Funktionsgraph darstellbar, wenn auf dem Orbit jeder x-Wert
nur hochstens einmal vorkommt. In diesem Fall gilt (*) mit
J=x(1), f=yox
wobei v(t) = (x(t),y(t)) und x~ : ] — I die Umkehrfunktion von x : [ — ] ist.

Beweis: Die Bedingung ist notwendig, da bei einem Funktionsgraphen jeder x-Wert hochstens einmal
vorkommt.
Kommt umgekehrt auf dem Orbit von < jeder x-Wert hochstens einmal vor, so setzt man einfach

J = die vorkommenden x-Werte und
f(x0) = der y-Wert des eindeutigen Kurvenpunktes mit x-Wert xo,

was genau die behauptete Formel ist. Denn da x nach Annahme injektiv, also bijektiv auf sein Bild ist,
existiert die Umkehrfunktion x~1; und fiir xg € J ist tg = x~(xg) der Zeitpunkt, wann 7y den x-Wert xg
hat, und der zugehorige y-Wert ist y(tg) = y(x~!(x0)), daher f(xo) = y(x~1(x0)). O

Wann ist der Orbit einer differenzierbaren Kurve der Graph einer differenzierbaren Funktion?

v =(x,y)

x'(t) =0

i

Abbildung 2.3
Bei der Neilschen Parabel war dies nicht der Fall, und wir sahen, dass 7 im Problempunkt t = 0
stehenblieb. Das Problem besteht in Wirklichkeit darin, dass die x-Komponente von < stehenbleibt:

2.1.5 Satz

Sei 7 : I — R? eine stetig differenzierbare Kurve, y(t) = (x(t),y(t)). Angenommen,
x'(t) #0 firalle t € I.

Dann ist der Orbit von 7 der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion f. Weiterhin gilt fiir
to €I, xg = x(fp): (k)

f(xo) = x'(to)
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Die Annahme bedeutet: x,y : [ — R sind differenzierbar und x’,' : I — R sind stetig. Die Formel fiir die
Ableitung von f kann man sich am einfachsten so merken:

dy _ dy/dt

dx — dx/dt

Beweis: x’ kann auf I das Vorzeichen nicht wechseln. Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz, da I ein
Intervall ist, x'(t) # 0 fiir alle t € I und x’ stetig ist.

Daher ist x streng monoton auf I und damit injektiv. Nach Lemma 2.1.4 ist der Orbit von 7 gleich dem
Graphen der Funktion f =yox1: ] — I, ] = x(I).

Sei tg € I. Wegen x/(tg) # 0 folgt aus dem Satz tiber die Ableitung der Umkehrfunktion, dass x~! bei
xo = x(to) differenzierbar ist mit Ableitung 1/x’((). Die Kettenregel ergibt nun die Formel fiir f'. Da x/,
v und x~! stetig sind, ist damit auch f’ stetig. o

Beispiele:

(1) y(f) = (cost,sint), t € [0, 7t].

x(t) = cost ist auf [0, 7] streng monoton fallend, mit Bildmenge [—1,1]. Nach Lemma 2.2.5 ist der
Orbit von 7 Graph einer Funktion f : [-1,1] — R. Berechnung von f: Die Umkehrfunktion von
cos : [0, 1] — [—1,1] heifit arccos. Fiir xy € [—1,1], xo = costy ist

f(x0) = sin fo

= sin (arccos xg)

\/1 — [cos (arccos xg)]?

_ _ 2
= 1—xj

Hierbei ist die Wurzel positiv zu nehmen, da sinty; > 0 fiir ty € [0, 1] ist. Die Ableitung x'(t) =
—sint # 0 fiir alle ¢ € (0, 1), verschwindet aber bei t = 0, 7. Dem entspricht die vertikale Tangente

an den Graph von f in den Punkten x = +1: f/(x) = 1x 5
— X

(2) Die Zykloide: Markiere einen Punkt auf einem Fahrradreifen. Welche Kurve beschreibt der Punkt,
wenn das Fahrrad in einer geraden Linie fahrt?

Der Einfachheit halber seien Radius des Rades und Geschwindigkeit gleich 1. Das Rad rolle entlang
der x-Achse nach rechts, zum Zeitpunkt t = 0 beriihre es die x-Achse im Nullpunkt, und der
markierte Punkt sei bei ¢ = 0 gleich dem Bertihrpunkt.

Der Mittelpunkt des Rades beschreibt die Kurve m(t) = (t,1), da er konstante Hohe 1 hat und
sich mit Geschwindigkeit 1 nach rechts bewegt. Bis zur Zeit t > 0 hat sich der Kreisbogen vom
markierten zum momentanen Berithrpunkt auf das Intervall [0,¢] der x-Achse abgerollt, also ist
seine Lange gleich ¢. Nach Definition des Bogenmafles folgt fiir den Ort des markierten Punktes zur
Zeit t:

y(t) = m(t) — (sint,cost) = (f —sint, 1 — cost)

Also x(t) = t —sin(t), und wegen x'(t) = 1 —cost > 0 fir t ¢ 2nZ := {2tk : k € Z} (einer
diskreten Menge) ist x auf ganz R streng monoton wachsend. Offenbar ist x() LmEsN Fo0, also ist
die Zykloide Graph einer Funktion f : R — R, die auf R \ 271Z stetig differenzierbar ist. Eine Formel
fiir f lasst sich nicht angeben, da man zur Bestimmung von x~! die Gleichung (* —sint) = x nach t
auflosen miisste. Dafiir existiert keine geschlossene Formel. Es ist

h .
, __Y(to) _ sintp
fixo) = x'(tg) 1—costy’

falls X0 = x(to),
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dies ist aber auch nur eine »unvollstindige« Formel fiir f’, da ja ty nicht explizit aus xy bestimmt

werden kann.

Trotzdem ist diese Formel niitzlich, zum Beispiel zeigt sie, auf welchen (Zeit-)Intervallen f monoton
wiéchst oder fillt.

2.2 Vektorfelder und ihre Integralkurven

2.2.1 Definition

Sei U C R". Eine Abbildung V : U — R" heifit Vektorfeld auf U.

Bemerkung: Man kann sich Vektorfelder wie folgt vorstellen:

An jedem Punkt p € U ist ein Vektor (Pfeil) V(p) angeklebt.
Vektorfelder treten auch bei der Beschreibung von stromenden Fliissigkeiten oder Gasen auf: V(p) ist der
Geschwindigkeitsvektor des Teilchens am Ort p. Hierbei ist an eine Momentaufnahme gedacht, d. h. man
sieht sich alle Orte p zum selben Zeitpunkt an. Hangt das resultierende Vektorfeld nicht vom Zeitpunkt
ab, so spricht man von einer stationdren Stromung.

Andert es sich mit der Zeit, dann spricht man von einem zeitabhingigen Vektorfeld, das mathematisch
durch eine Abbildung I x U — R" mit I C R (Zeit), U C R" (Ort) zu beschreiben ist.

Beispiele: (n = 2, schreibe p = (x,y)).
(1) Konstante Vektorfelder, z.B. V(x,y) = (1,2).
(2) Radiales Vektorfeld V(x,y) = (x,y).

(3) V(x,y) = (—y,x); Bemerkung: Das Skalarprodukt (x,y) - (—y,x) = x(—y) +yx = 0, das heifit
V(x,y) steht senkrecht auf (x,y).

Eine naheliegende Frage: Gegeben ein Vektorfeld V, gibt es Kurven, die in jedem ihrer Punkte gerade
V(von diesem Punkt) als Geschwindigkeitsvektor haben? Solche Kurven heifien Integralkurven von V.

Ist V das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Stromung, so bewegen sich die Fliissigkeitsteilchen auf
Integralkurven.

2.2.2 Definition

Eine Kurve 7 : I — R” heifst Integralkurve des Vektorfeldes V : U — R", falls
() € U und

fir alle t € I gilt.

Bemerkung: Das Bestimmen der Integralkurven von (explizit gegebenen) Vektorfeldern ist eines der grund-
legenden Probleme der Physik. Will man zum Beispiel den Lauf der Planeten oder die komplizierte Bewe-
gung eines Kreisels oder den Flug einer Kanonenkugel (alles historisch wichtige Beispiele) beschreiben,
oder auch das Wetter vorhersagen, so muss man im Wesentlichen Integralkurven von Vektorfeldern be-
stimmen.

Wie findet man Integralkurven? Zum Beispiel durch Raten (Bild scharf anschauen):
Beispiele:

(1) V(x,y) = (1,2) hat die Integralkurven 7(t) = po + t(1,2) fiir beliebiges py € R>.
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(2) V(xy) = (=yx).
Behauptung: Sei r > 0. Die Kurve 7(t) = (r- cost,r - sint) ist Integralkurve von V (diese beschreibt
einen Kreis vom Radius r, der mit konstanter Absolutgeschwindigkeit r durchlaufen wird). Denn

7' (t) = (—r-sint,r-cost) und

Viy(t)) = V(r-cost,r-sint)

(—r-sint,r-cost)

= 7(t)  furalle t e I.

Bemerkung: Es gibt im Allgemeinen unendlich viele Integralkurven, durch jeden Anfangspunkt eine (im

Beispiel fiir jedes r > 0 eine, und man kénnte diese noch umparametrisieren, indem man ¢ durch ¢ + a fiir
beliebiges a € R ersetzt). Dies werden wir spéter unter gewissen Bedingungen an V beweisen , siehe Satz

5.4.2.
Von Vektorfeldern zu Differentialgleichungen

Wie bestimmt man die Integralkurven eines Vektorfeldes systematisch? Schreibe

r(t) = (x(8), -, xu(t))
V(x) = (Vi(x),..., Valx)),

dann ist 9/(t) = V((t)) dquivalent zu (x}(t),...,x,(t)) = (Vi(x),..., Vu(x)), also zu
xi(t) = Vi(xq(t),..., xa(t)) Autonomes System von
Differentialgleichungen
xn(t) = Vu(x1(b),...,xn(t)) erster Ordnung

Erste Ordnung bedeutet: Es kommen nur erste Ableitungen im Gleichungssystem vor.
Autonom bedeutet: Die Variable + kommt nur innerhalb der x; vor. (Mit anderen Worten: Die V; hangen
nicht von t ab). Also haben wir:
Die Integralkurven eines n-dimensionalen Vektorfeldes bestimmen
<~

Ein autonomes System von n Differentialgleichungen erster Ordnung 16sen

Naturgemafs ist dies um so komplizierter, je grofier n ist. Auf den einfachsten Fall n = 1 gehen wir spéter

ein. Fiir den Moment betrachten wir einen speziellen zweidimensionalen Fall:

2.2.3 Satz

Sei UCR?, F:U — R und V:U — R? das Vektorfeld V(x,y) = (1, F(x,y)).
Die Orbits der Integralkurven von V' sind genau die Graphen von Funktionen f : I — R, die die

Differentialgleichung f/(x) _ F(x,f(x)) fur alle x e I
losen. Genauer: Die Integralkurven haben die Form (t) = (t+ C, f(t + C)) mit C € R.

Also:
Die Integralkurven eines 2-dimensionalen Vektorfeldes mit erster Komponente 1 bestimmen
—

Eine nicht-autonome Differentialgleichung erster Ordnung l6sen
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Beweis: Zunidchst gilt: v: I — R, (t) = (x(¢),y(t)), ist Integralkurve von V(x,y) = (1,F(x,y)) <
X(t)=1 wund y'(t) = F(x(t),y(t)) fiiralle t €l

Ist nun f : I — R eine Losung von f’(x) = F(x, f(x)), so erfiillen offenbar x(t) = t, y(t) = f(t) diese
Bedingungen, also ist y(t) = (t, f(¢)) eine Integralkurve von V.

Ist umgekehrt v : [ — R, v = (x,y) eine Integralkurve, so folgt aus x'(t) = 1 fiir alle ¢, dass x(t) = t+C
fiir ein C € R gilt. Dann folgt aus y'(t) = F(x(t),y(t)) = F(t+ C,y(t)), dass mit f(x) = y(x — C) gilt:
f'(x)=1-y'(x—C) =F(x,y(x — C)) = F(x, f(x)), was zu zeigen war. O

Beispiele: Wir schauen uns nun ein paar Beispiele zu Satz 2.2.3 an.
Sei V ein Verktorfeld mit V(x,y) = (1, F(x,y)).

(1) Sei F(x,y) =a (a € R), so folgt aus dem Satz, dass genau diejenige Funktion f eine Integralkurve
ist, die die Bedingung f’(x) = F(x, f(x)) erfiillt.

In diesem Fall ist f'(x) = a und somit f(x) =a-x+ C, (C € R). Damit ist also y(t) = (t,a-t+ C)
allgemeine Losung.

(2) Sei F(x,y) = y. In diesem Fall ist also f’(x) = f(x). Wir kennen schon Funktionen, die diese Dif-
ferentialgleichung erfiillen: f(x) = C-e* (C € R). Wir werden bald sehen, dass es keine weiteren
Losungen gibt. Damit ergibt sich als Losung: y(t) = (t,C - ef)

Bemerkung: Satz 2.2.3 kann leicht auf hohere Dimensionen verallgemeinert werden: Ein nicht-autonomes
System von n Differentialgleichungen erster Ordnung zu losen ist dquivalent dazu, die Integralkurven
eines Vektorfeldes in Dimension (n + 1) (dessen erste Komponente gleich eins ist) zu bestimmen. Mit
anderen Worten, ein nicht-autonomes System erster Ordnung lédsst sich auf ein autonomes System erster
Ordnung zuriickfiihren, dieses hat aber eine Gleichung mehr.

Spédter werden wir sehen, dass man Differentialgleichungssysteme beliebiger Ordnung auf solche erster
Ordnung zuriickfiihren kann.

Damit ist gezeigt: Jedes System von Differentialgleichungen kann als das Problem umformuliert werden,
die Integralkurven eines Vektorfeldes zu bestimmen.



3 Differentialgleichungen erster Ordnung

Wir befassen uns nun mit Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen. Von Anfang an sei gesagt, dass
viele Differentialgleichungen nicht explizit l6sbar sind: Man weify zwar, dass — unter recht schwachen Vor-
aussetzungen — eine Losung existiert (dazu lernen wir spéter einen Satz kennen), aber es gibt oft keine
explizite Formel fiir die Losung. Sie kennen das schon von Integralen: Fiir manche Integrale gibt es keine
geschlossene Formel. Die Verfahren, die wir kennenlernen, funktionieren daher nur fiir spezielle Klassen
von Gleichungen.

Wir befassen uns in dieser Vorlesung nur mit gew6hnlichen Differentialgleichungen. Das heifst, dass die
gesuchte Funktion nur von einer Variablen abhingt. Hangt die gesuchte Funktion von mehreren Variablen
ab und kommen daher in der Gleichung ihre partiellen Ableitungen vor (diese lernen wir spéter kennen),
so spricht man von partiellen Differentialgleichungen.

Wir beginnen mit Differentialgleichungen erster Ordnung. Das sind Gleichungen, in denen eine un-
bekannte Funktion (meist mit y bezeichnet), ihre erste Ableitung i’ und die Variable, von der y abhingt
(meist mit x bezeichnet), vorkommen. Also zum Beispiel y =y’ oder siny +siny’ = x oder ' + e = x+ Y.
Wir nehmen der Einfachheit zundchst immer an, dass die Gleichung so gegeben ist, dass ' nur auf der
linken Seite vorkommt und dort allein steht; also Gleichungen der Form

y =F(xy),

wobei F(x,y) ein gegebener Ausdruck (d.h. eine Funktion) in x und y ist. Genau genommen ist dies eine
Kurzschreibweise. Sie bedeutet, dass man eine Funktion I — R, x — y(x) sucht (I C R ein Intervall), die
die Gleichung ,

y(x) = F(x,y(x))
fur alle x im Definitionsbereich I von y erfiillt. Genauer gesagt werden wir zwei Typen von Problemen
begegnen:
Problem 1: Bestimmung der allgemeinen Losung der Differentialgleichung. Das heifst: Bestimme alle Funk-
tionen y : I — R mit y’(x) = F(x,y(x)) fiir alle x € I. Dabei sollen auch die maximalen Definitionsbereiche
bestimmt werden.
Problem 2: Das Anfangswertproblem (AWP): Gegeben ist ein Punkt (xg,1p), zu bestimmen sind alle
Losungen y der Differentialgleichung, die zusétzlich die Anfangsbedingung (AB) y(xg) = yo erfiillen.
(Meistens wird es genau eine solche Losung geben.)

Interpretiert man die Losungen der Differentialgleichungen als Integralkurven des Vektorfeldes V(x,y) =
(1,F(x,y)), siehe Satz 2.2.3, so entspricht Problem 1 dem Bestimmen aller Integralkurven von V und Pro-
blem 2 dem Bestimmen aller Integralkurven, die durch den Punkt (xg,yo) laufen. (Meistens gibt es davon

nur eine.)

3.1 Der einfachste Fall: y’ = F(x)

Beispiel: Sei folgende Differentialgleichung gegeben: i’ = x?. Es folgt:
]/, — y2

= y:/xzdx:%x‘q’—l—c (CeR)

37
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Also ist yc(x) = %x3 + C die allgemeine Losung. Das heifit, es gibt unendlich viele Losungen, fiir jedes
C € R eine.
Behandeln wir nun das AWP mit der Anfangsbedingung y(0) = 2. Dazu gibt es zwei Moglichkeiten:
1
(1) Einsetzen in die allgemeine Losung;: yc(0) = 503 +C=2
= C=2
= ) = 320 +2
X
(2) Ohne die allgemeine Losung: y(x) =yo+ / t2dt
X0

X
= y(x):2+/ t2dt
0

= y(x) :2+§x3= %x3+2

3.1.1 Satz

Sei F: I — R stetig, I C R ein Intervall.
Das Anfangswertproblem y’ = F(x), y(xo) = yo hat eine eindeutige Losung y : I — R gegeben

durch x
v =vo+ [ F)s
g

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass die Formel eine Losung des Anfangswertproblems gibt: Aus dem Haupt-
satsz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass y’(x) = 0+ F(x) fiir alle x gilt. Weiterhin ist
y(x0) =yo+ f;;o F(t)dt = yp, also ist y eine Losung.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit der Losung. Falls z irgendeine Losung ist, so muss gelten:

(y—z) =y -2 =F(x)—F(x) =0 firalle x = y—z= const
Also konnen sich die Losungen nur um eine Konstante unterscheiden. Mit der Anfangsbedingung folgt:
y(xo) =vo, z(x0) =vo (¥ —2)(x0) =yo— Yo =0

Also kann der Unterschied zwischen beiden Losungen nur konstant 0 sein, also y = z. ]

Beispiel: Sei folgende Differentialgleichung zu l6sen: iy’ = %, x € (0,00), mit AB y(2) = 5.

wm:m+/3mw

*0

Wir gehen folgendermafien vor:

!
= y(x):5+/ ?dt
2
= y(x) =5+logx —log2

Fazit: Das Losen der einfachsten Art von Differentialgleichung, y' = F(x), ist 4quivalent zum Integrieren
von F.

3.2 Separation der Variablen

Beispiel: Gegeben sei die Differentialgleichung y' = x - y. Wie wird diese Gleichung gelost? Dazu ein
Beispiel in 6 Schritten.
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1. Schreibe y' = Z—Z und forme dann (formal) um:

dy_ .. dy _
PR A y—xdx (y #0)

Man separiert also die Variablen auf jeweils eine Seite.

2. Bilde das Integral: dy
[ =]

Bestimme dann die Stammfunktionen auf beiden Seiten separat und schreibe die Integrationskon-
stante nur auf eine Seite (gtinstig ist die rechte Seite).

/dy—y:/xdx = log|y|:%x2+C

3. Lose nun nach y auf! (wenn moglich)

1.2

1.2
— e2¥ +C N |y‘ _ ec-efx

1
logly| = ;x> +C < |y

Es ist ¢€ > 0, schreibe e€ = C - 1.2
ly| = C-ex”

Nun untersuche, welche Losungen es gibt:
~ 1 -~
lyj=C-e2*, C>0

~ 1y ~ 12

= y=C-e2 oder y=—-C-e2

4. Suche nach vergessenen /verlorenen Losungen: In Schritt 1 mussten wir annehmen, dass y # 0 ist. Also
ist zu tiberpriifen, ob es Losungen gibt, die den Wert y = 0 annehmen. Dies ist der Fall: Die Funktion
y, die konstant gleich Null ist, erfiillt y'(x) = 0 = x - y(x) fiir alle x.

5. Bilde die Allgemeine Losung: Unsere in 3. und 4. gefundenen Losungen lassen sich zusammenfassen.

1.2
y=C"-e2", C*eR,

ist die allgemeine Losung; y = 0 ist als Losung enthalten (C* = 0).

6. Fiihre die Gegenprobe durch: 1

y=C'x-e2" =x-y

Bemerkung: In Schritt 4 stellt sich noch die Frage, ob es eine Losung geben kann, die fiir gewisse x
verschwindet, fiir andere aber nicht. Die Antwort ist Nein. Dies folgt aus der Eindeutigkeitsaussage am
Ende von Satz 3.2.1 unten; denn wenn eine Losung y bei xy verschwindet, erfiillt sie die AB y(xy) = 0.
Gleichzeitig erfiillt die Funktion 7 = 0 auch die Differentialgleichung und die AB 7(xp) = 0. Wegen der
Eindeutigkeit ist also y = ¥, d-h. y(x) = 0 fiir alle x. Der Zusatz ist anwendbar, da hier b(y) = y, welches
eine stetig differenzierbare Funktion von y ist.

Es stellt sich nun die Frage: Wann und warum funktioniert dieses Verfahren der Variablen-Separation? Das
ist nicht selbstverstiandlich, denn die zwischendurch verwendeten formalen Ausdriicke %y und x dx haben
fiir sich keinen Sinn.
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3.2.1 Satz (Separation der Variablen)

Sei eine Differentialgleichung folgender Struktur gegeben:

y = a(x)-b(y)
a,b seien stetige Funktionen, a: I - R, b: ] — R, I,] C R Intervalle. Sei b(y) # 0 fiiralle y € J,
sei B(y) eine Stammfunktion von b(l? und A(x) eine Stammfunktion von a(x). Dann ist

A(x)—B(y)=C, CeR
implizite Losung der Differentialgleichung, das heifst:
Falls y : I' C I — R eine differenzierbare Funktion ist mit A(x) — B(y(x)) = C fiir alle x € I’ und
falls y(x) € J fiir alle x € I’ gilt, so ist y eine Losung von i’ = a(x) - b(y).
Falls b(yp) = 0 fiir ein yq ist, so ist y(x) =y fiir alle x € I eine Losung,.
Falls b stetig differenzierbar ist, so hat das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung.

Beachte, dass der Satz genau das oben durchgefiihrte Verfahren widerspiegelt.

Bemerkung: Man kann keine allgemeine Aussage dariiber machen, ob das Intervall I’ das ganze Intervall I
ist oder nicht. Falls b nicht stetig differenzierbar ist, erhédlt man mit dem Satz eventuell nicht alle Lésungen.
Siehe die Beispiele unten.

Beweis: Der Beweis des Satzes ist ausnahmsweise sehr kurz.
Leite A(x) — B(y(x)) = C nach x ab, dann folgt:

=y =a(x)-b(y)

(Ableiten ist erlaubt, denn A, B sind differenzierbar nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-

rechnung, da a,% stetig sind.) Die Eindeutigkeitsaussage am Ende des Satzes werden wir spater beweisen

(Lemma 5.2.13). O

Beispiel: Sei folgende Differentialgleichung gegeben: y' =a-y, a € R.

y=ay

U
&
I
AN
<

P 4 ¢
I SRR
©QQ
gl
|
AN
)
_l_
@

= y:=C-¢"* (CeR)

wobei die Punkte dieselben Uberlegungen wie oben in Schritt 3 und 4 bedeuten. Dies ist die allgemeine
Losung.

Die folgenden Beispiele zeigen, was alles passieren kann beim Losen einer Differentialgleichung.

> Beispiel: Die Losung ist nicht tiberall dort definiert, wo die Gleichung sinnvoll ist. Ein Beispiel dazu:
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Yy =17
dy _ 2
= Ir y
= d—g:dx
y
1
= —-=x+4C
y
1
- Ye="i3¢

Hier war [ = | = R, aber die Losung ist nur auf dem Intervall (—oo, —C) oder (—C, c0) definiert!

Damit haben wir folgende Losungen: Die Null-Funktion y = 0 sowie fiir jedes C € R die zwei

Funktionen 1

Cx+C
Dass man diese beiden als separate Losungen betrachten muss, sieht man, wenn man ihre Graphen
zeichnet: Es sind zwei disjunkte Integralkurven des Vektorfeldes (1,4?).

auf (—oo, —C), yc =

Yye=-17¢ auf (—C, o)

Welches das Definitionsintervall ist und was C ist, hdngt von der Anfangsbedingung ab.

Beispiel: Anfangsbedingung y(2) = 1.
Einsetzen in die Formel fiir y ergibt 1 = —1/(2+ C), also C = —3. Da die Anfangsbedingung bei
x =2 € (—o00,3) gegeben war, ist die Losung

y(x) = 51, x€(~,3).

> Beispiel: Die Gleichung A(x) = B(y) ldsst sich nicht explizit nach y auflésen. Ein Beispiel dazu wire

folgendes: . X
Y= ytsiny)
dy x
= i v+ sin(y)
= /(y—l—sin(y))dy: /xdx
2 2
y _ -
= o cos(y) = 7 +C

Diese implizite Losung konnen wir nicht nach y auflosen. Im Beispiel ldsst sich jedoch zuféllig nach

x auflosen:
2
- (Y _
x—j:\/2 (2 cos(y) C)

d.h. immerhin kénnen wir die Umkehrfunktion der Losungen explizit angeben. Fiir eine vollstandige
Losung wére bei konkreter Anfangsbedingung noch C sowie das Existenzintervall zu bestimmen.

Bemerkung: Wir werden spéter Kriterien kennenlernen, wann sich eine implizite Losung, also ein Aus-
druck der Form G(x,y) = 0, nach y auflosen ldsst (Satz tiber implizite Funktionen, Satz 7.3.3).

Bemerkung: Woher kommen Differentialgleichungen? Meistens steht die Beobachtung von gewissen Na-
turgesetzen am Anfang. Oft lassen sich diese Gesetze in Formeln fassen, das heifst mathematisch model-
lieren. Diese Formeln sind h&ufig Differentialgleichungen oder lassen sich zumindest durch Differential-
gleichungen anndhern. Um konkrete, sowohl qualitative als auch quantitative, Voraussagen tiber die so
modellierten Prozesse machen zu kénnen, miissen wir Losungen fiir die gefundenen Gleichungen finden.



42 Differentialgleichungen erster Ordnung

Beispiel: Ein einfaches Beispiel ist eine idealisierte Population in einer idealisierten Umgebung, d.h. kein
Lebewesen stirbt jemals und jedes Lebewesen bekommt pro Zeiteinheit eine konstante Anzahl von Nach-
kommen. Formal:

y(t) = Anzahl der Individuen zum Zeitpunkt ¢

a = Vermehrungsrate = Anzahl der Nachkommen pro Individuum pro Zeiteinheit (1)

Falls nur zu den Zeitpunkten ¢t € Z Nachkommen produziert werden, folgt

y(t+1) =y(t) +a-y(t)
Das heifit, zum Zeitpunkt t + 1 gibt es soviele Individuen wie vorher (y(t)) plus die Anzahl der Nachkom-
men, die jedes Individuum bekommen hat (a - y(t)). Die folgende Schreibweise wird uns gleich niitzlicher
sein:

y(t+1) —y(t) =a-y(t)
Realistischer ist es jedoch, anzunehmen, dass zu beliebigen Zeiten ¢ € R (nicht blofs t € Z) Nachkommen
produziert werden, und zwar in etwa gleichmafliig verteilt. Also werden es z.B. in einem Zeitintervall der
Léange % nur halb so viele Nachkommen geben wie in einem Zeitintervall der Lénge 1. Allgemeiner fiir
Kleine I y(t+h)—y(t)=h-a-y(t) also: w =a-y(t)
Zumindest fiir grofie Populationen ist dies auch fiir sehr kleine h sinnvoll, daher nihern wir diese Glei-

chung durch ihren Grenzfall fiir # — 0 an und erhalten die Differentialgleichung
y'(H) =a-y(t)

(Man merkt hier schon, dass allerhand Fragen auftauchen, z.B. ob dieses Modell, d.h. im Wesentlichen die-
ser Grenziibergang, gerechtfertigt ist. Dies ist Thema der Kunst der >Modellierung<. Das Modell beschreibt
jedoch viele Populationen in gewissen Grenzen erstaunlich gut.)

Beispiel: Ein etwas komplizierteres Beispiel ist das Ausfliefen von Fliissigkeiten aus einem Behailter. Hier
— wie in den meisten physikalischen Prozessen — ergibt sich direkt eine Differentialgleichung, ohne weitere
Approximationen. Wir idealisieren die Situation wieder und nehmen an, es handele sich um eine perfekt
homogene Fliissigkeit, bei der auch keine Wirbel beim Ausflieffen aus dem Loch entstehen.

Gesucht ist die Wasserstandshohe h(t) als Funktion von der Zeit f. Das sogenannte Gesetz von Torricelli
besagt, dass die Ausflussgeschwindigkeit immer proportional zur Wurzel von h ist. AufSerdem ist sie
proportional zur Abnahmegeschwindigkeit der Hohe des Fliissigkeitsspiegels (wir nehmen an, dass der
Behalter zylindrisch ist). Zusammengefasst, mit v als die Ausflussgeschwindigkeit ergibt sich:

v Vh

vl

Damit folgt: W ovVh dasheilt: H = —a-vh mita > 0 konstant

Wir wahlen —a als Proportionalitatsfaktor, weil bei positiver Ausflussgeschwindigkeit der Fliissigkeitsspie-
gel absinkt. Die Gréfle a kann dabei aus dem Behélterquerschnitt, dem Lochquerschnitt und der Erdbe-
schleunigung bestimmt werden.

Wir vereinfachen die Gleichung etwas und betrachten stattdessen die Differentialgleichung

’
vy =y

Die Gleichung fiir h ldsst sich einfach auf diese zurtickfithren: Wie das gehen sollte, sehen wir am besten,

indem wir b’ = % schreiben. Teilen wir die Gleichung % = —avh durch —a und ziehen die Konstante

—a formal in das df, ergibt sich d(”lhut) = V/h. Dies zeigt, dass wir die neue Variable x = —at einfithren

und y(x) = h(t) = h(—2) setzen sollten. Damit ergibt sich dann tatsichlich

a
1 X 1 X

V() = =W (=2) = () [h(-2) = )

a a a a
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Wir betrachten also die Gleichung y' = ,/y. Hierbei ist nur y > 0 zugelassen. Diese Gleichung konnen

wir nun 16sen:
> Die konstante Nullfunktion y = 0 ist offensichtlich eine Losung.
> Separation der Variablen:
gy:Vyégz:¢“$/3%W:/dxiz%ﬁ”%C,CERﬁy:
dx N NG

Probe: /
y =

1
VY =3lx+C
Das heifst: y = % - (x + C)? ist nur fiir x + C > 0 eine Losung!

(x+C)?

N

-2-(x+C):%-(x+C)

N

Die Frage ist, ob sich die Funktion y, die nur fiir x > —C eine Losung ist, zu einer Losung auf ganz R
fortsetzen lésst.

Aus der Gleichung y’ =y konnen wir ablesen, dass y’ > 0 ist, das heifit jede Losung y ist monoton
wachsend. Da y(—C) = 0 ist und immer y > 0 sein muss, wire also (wenn iiberhaupt) die einzige
Moglichkeit, y nach links (fiir x < —C) zu einer Losung fortzusetzen, durch
- {i (x+C)? fallsx> —C

0 falls x < —C

gegeben. Wir stellen fest, dass yc bei x = —C differenzierbar ist und y(—C) = 0 = \/yc(—C) gilt, also
ist yc wirklich eine Losung.

ye(x

Es ergeben sich somit die folgenden Losungen:
> y=0.
> yc, CeR.

Als Losung fiir unser urspriingliches Problem ldsst sich nun also angeben:
1 2 C
7 (—a-t+C fallst < =
h(t)=14"* ( ) —
0 falls t > &
Anschaulich ist diese Art der Losung auch klar: Zu einem gewissen Zeitpunkt hat der Fliissigkeitsspiegel

das untere Ende des Lochs erreicht und es kann nichts mehr herausflieflen. Dann ist die Ausflussgeschwin-
digkeit gleich Null. Wenn der Spiegel immer unter dem Loch war, ergibt sich die konstante Null-Losung.

Bemerkung: Das Anfangswertproblem y’ = ,/y, y(0) = 0 hat unendlich viele Losungen, namlich jedes
yc mit C < 0.

Bisher hatten wir nur Differentialgleichungen, fiir die das Anfangswertproblem eindeutig l6sbar war.
Wie sich spiter zeigen wird, liegt hier eine besondere Situation vor, weil ,/y bei 0 nicht differenzierbar ist.

3.3 Die lineare Gleichung erster Ordnung

Beispiel: Wenn wir die Gleichung ;
I ay
Yy =y—x bzw. oy =YX
betrachten, so stellen wir fest, dass wir hier die Variablen nicht separieren kénnen: Man kann die Gleichung
nicht so umformen, dass links nur Ausdriicke in y und rechts nur Ausdriicke in x stehen (dennin y’ = Z—Z
steckt auch das x drin!)
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Die Gleichung y' = y — x hat aber eine andere besondere Eigenschaft, die eine Losung erlaubt: Sie ist
linear. Um das zu sehen, schreiben wir sie um in die Form

P(y) =b
wobei P(y) = y' — y und die Funktion b durch b(x) = —x gegeben ist. P ist eine lineare Abbildung P :
CY(R) — C°(R), wobei C!(R) der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen auf R und C%(R)
der Vektorraum der stetigen Funktionen auf R ist (oft auch mit C(R) bezeichnet). Linearitit bedeutet, dass
fiir alle y1,y2 € C'(R) und alle ¢ € R gilt:

P(y1 +y2) = P(y1) + P(y2)
P(c-y) =c-P(y)

(nachrechnen!) Lineare Gleichungen der Form P(y) = b kennen wir aus der linearen Algebra. Von dort ist
der folgende Satz bekannt, der auch hier sehr niitzlich ist.

3.3.1 Satz
Seien V, W Vektorrdume, P : V — W eine lineare Abbildung und b € W. Auflerdem sei v;,;, € V
so, dass P(v;,,) = b. Dann gilt:

{v: P(0) = b} = {vyuy + vy : P(vy) = 0}

Man sagt:
Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung P(v) = b
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
+
allgemeine Losung der zugeordneten homogenen Gleichung P(v) = 0
Beispiel (Fortsetzung des Beispiels): Unser anfingliches Problem, die Differentialgleichung v/ —y = —x

zu losen, hat sich nun auf zwei einfacher zu losende Probleme reduziert:
(1) Finde die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ' —y = 0.
(2) Finde eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung y' —y = —x.
Diese beiden Aufgaben losen wir:
(1) ¥y, —yn=0 = yu(x) =C-e*, C € R (haben wir schon mit Separation der Variablen gemacht).

(2) Die spezielle Losung finden wir mit Hilfe eines Ansatzes, der sich Variation der Konstanten nennt:
Wir versuchen, eine Losung in folgender Form zu finden: y;,,(x) = c(x) - e*. Wir setzen in die
Gleichung ein und bestimmen daraus c(x):

Yinh = Yimn = (e(x) - €)' —e(x) - = ' (x) -+ o(x) - —c(x) - = (x) - e
Gleichzeitig soll v/, , — yiu, = —x sein. Hieraus folgt:
dx)=-x-e¥ = c¢(x)= —/x~e*xdx: o= (x+1)-e"
Unsere inhomogene Losung ergibt sich also zu y;,,, = (x +1) -e™* - ¢* = x + 1. Insgesamt folgt:
y(x)=C-e*+x+1, CeR

Dieses Verfahren lasst sich wie folgt verallgemeinern:
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3.3.2 Satz

Seien a,b : I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I C R. Man findet die allgemeine Losung
von 1/ (x) = a(x) - y(x) + b(x) wie folgt:

(1) Lose die homogene Gleichung, zum Beispiel mit Hilfe der Variablentrennung.
Man erhilt y;,(x) = C-eA¥), wobei A(x) = [ a(x)dx eine beliebige Stammfunktion von a ist.

(2) Mache den Ansatz Yinn (X ) c( )eA(®) | Einsetzen in die Differentialgleichung und Integrieren
ergibt dann c(x) = [b(x)e 4™ dx, und es folgt: y;,;, = eA%) - [b(x)e~ A1) dx.

Damit erhdlt man die allgemeine Losung:
C+/b A@dx-M@,CeR

Alle diese Losungen sind auf ganz I definiert, und das Anfangswertproblem y(xp) = yo hat eine
eindeutige Losung fiir alle xg € I, yg € R.

Beachte: In einer konkret gegebenen Differentialgleichung muss das Definitionsintervall I manchmal erst
gefunden werden; siehe das zweite Beispiel weiter unten.

Beweis: Wir zeigen den Satz, indem wir die Anweisungen der einzelnen Schritte befolgen.

(1) Wir betrachten die homogene Gleichung:

y'(x) —a(x) - y(x) =0
- T o
1 j—
= /y(—x)dy—/a(x)dx
= logly(x)| = A(x)+C" C'eR
= y=C-eA% CeR

(wie vorher mit Fallunterscheidungen).

Hier ist ein hiibscher Trick, wie man die homogene Gleichung auch anders l6sen kann. Nattirlich mit
demselben Ergebnis — aber man vermeidet die formale Umformung und die Fallunterscheidungen
der Variablentrennung: Sei A eine Stammfunktion zu a. Dann

y'(x) —a(x) -y(x) =0
& ey (x) —a(x) e AW L y(x) =0
/
& {e‘A(") -y(x)} =0
& e 40 .y(x) ist konstant = C
& yu(x) =C- et
Dies zeigt auch, dass es keine weiteren Losungen geben kann. Das hatten wir bisher nicht bewiesen

(vgl. die letzte Aussage in Satz 3.2.1).

(2) Zum Beweis, dass y;,;, eine Losung der inhomogenen Gleichung ist, brauchten wir die gegebene
Formel nur einzusetzen und nachzurechnen, dass die Gleichung erfiillt ist. Es ist aber instruktiver
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(und leichter zu merken), die Herleitung zu kennen.
Wir machen den Ansatz v;,;, = c(x) - e4(¥) und setzen ein:

s d(x) Alx) 4 c(x) - a(x) LAl a(x) - c(x) AN g

< ¢ (x) = b(x)eAW®

= c(x) = | b(x)e ¥ dx
Damit erhalten wir: Yinh = A / b(x e~ A g

Die inhomogene und homogene Losung addiert ergibt dann die allgemeine Losung;:

() = () + g () = € -4 A0 [ bx)e A0 = [+ [px)e 40 ax] A

Beispiel: Lose die Differentialgleichung

y'(x) = 2x -y(x)+ x wunddas AWP y(1) =0.
=a(x) b(x)

Wir wenden den obigen Satz an:

(1) A(x) = 22, also y;,(x) = C- e

(2) Yipn(x) =c(x) ¥ mit c(x) = [xe” . —%E’XZ, und es folgt y;,; = —%.
Insgesamt erhalten wir die allgemeine Losung:

2
y(x) = —%+C~ex
Beachten Sie, dass man hier bei den unbestimmten Integralen die Integrationskonstanten weglassen kann,
da sie alle blofs zu der Konstanten C beitragen wiirden.

Wir bestimmen nun C so, dass y(1) = + C-e =0. Es folgt direkt C = % also 10st

wm=—§+;eﬁ:§6w_q):§@w%_g

das gestellte Anfangswertproblem.

Beispiel: (Wie man mit den listigen Betragszeichen umgeht)

Lose die Differentialgleichung y' = £.

Hier ist a(x) = 1, also A(x) = log|x| und eA) = |x|.

Konnen wir also folgern, dass die allgemeine Losung y = C|x| ist?

Nein! Das kann schon deshalb nicht stimmen, weil die Funktion |x| bei x = 0 nicht differenzierbar ist, also
die Differentialgleichung nicht erfiillen kann. Was haben wir falsch gemacht?

Die Gleichung ist nur fiir x # 0 definiert. Das ist die Vereinigung der Intervalle (—o0,0) und (0, c0). Fiir
jedes dieser beiden Intervalle separat konnen wir Satz 3.3.2 anwenden. Auf (0,c0), also fir x > 0, ist
y = C|x| = Cx, und auf (—0c0,0), also fiir x < 0, ist y = C|x| = —Cx. Da mit C auch —C eine beliebige
Konstante ist, konnen wir statt —C auch C schreiben. Wir erhalten also als Losungen:

y=Cx, CeER auf (0,00)

y=Cx, CER auf (—c0,0)
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Nochmal deutlich: Die Konstante der Losungen auf (0,00) hat mit der Konstante Losungen auf (—oo,0)
nichts zu tun.
Wollte man wirklich die allgemeine Losung auf R\ {0} = [—c0,0) U (0, 00) hinschreiben, so wire diese

Cix fallsx >0
y(x) =
Cox fallsx <0

Meistens ist es jedoch sinnvoller, nur auf Intervallen definierte Lésungen zu betrachten, und so wird es

fur zwei beliebige Konstanten Cy,C;.

in dieser Vorlesung auch weiterhin gehandhabt.






4 Lineare Differentialgleichungen

Im letzten Kapitel haben wir unter anderem lineare Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet.
Nun wenden wir uns den allgemeineren linearen Gleichungen n-ter Ordnung zu:
Kann man eine Gleichung in die Form

an (x)y " (x) + a1 ()Y "V () - (0)y (x) + ag (x)y (x) = b(x)
bringen, wobei a, nicht konstant gleich Null ist, so spricht man von einer linearen Gleichung n-ter Ord-
nung.

Es seien I C R ein Intervall und ay,...,a, : I — R Funktionen. Dann ist P : C*(I) — C%(I),
P(y) = any™ + - + a1y’ + apy eine lineare Abbildung! Hierbei ist C"(I) die Menge der n mal stetig
differenzierbaren Funktionen.

Wie wir aus Satz 3.3.1 wissen, hat die Losungsmenge der Gleichung

P(y) =0
daher die Form {v;,;, + v;, : P(vy) = 0}, wobei v;,;, eine Losung der Gleichung P(v;,;,) = b ist. Das heifit,
die allgemeine Losung von P(y) = b lasst sich als >spezielle Losung der inhomogenen Gleichung«+ »all-
gemeine Losung der homogenen Gleichung P(y) = 0« bestimmen.

4.1 Der Vektorraum der Funktionen

Sei M eine Menge und K = R oder C.

Wir wiederholen nun einige Grundbegriffe der Linearen Algebra im Kontext des Vektorraums V =
F(M,K), der Menge der Funktionen von M nach K. Analog bezeichnet C"(I,K) den Vektorraum der
n-mal stetig differenzierbaren Funktionen I — K, fiir ein Intervall I C R. Statt C"(I,R) schreiben wir
auch oft C"(I).

Neben den reellwertigen (K = R) betrachten wir auch komplexwertige Funktionen (KK = C), vor allem
aus folgendem Grund: Obwohl die meisten Differentialgleichungen reell sind (d.h. nur reelle Zahlen in
ihnen vorkommen) und wir hauptsédchlich an ihren reellwertigen Losungen interessiert sind, ist es oft
einfacher, zunichst die komplexwertigen Losungen zu bestimmen und dann aus diesen die reellwertigen.
Siehe Satz 4.3.2.

Allerdings wird der Definitionsbereich der Funktionen immer eine Teilmenge von R sein.

4.1.1 Definition
Seien fi,..., fn : M — K Funktionen. Eine K-Linearkombination von fi, ..., fx ist eine Funktion
der Form a;f; 4 - - - + anfy mit a,...,an € K.
{f1,..., fn} heilit K-linear unabhingig, wenn gilt: Gilt fiir eine Linearkombination
a1 f1(x) + - +anfn(x) =0 fiir alle x, so folgt &g = --- = any = 0.
Eine beliebige Menge S von Funktionen M — KK heifit K-linear unabhangig, wenn jede endliche
Teilmenge von S K-linear unabhéngig ist.

Falls unwichtig oder aus dem Kontext klar ist, was K ist, sagt man auch einfach Linearkombination statt
K-Linearkombination etc.

49
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Bemerkung: Aquivalent zur linearen Unabhingigkeit von f,..., fy ist:

Keine der Funktionen f; 146t sich als Linearkombination der #ibrigen Funktionen f; schreiben, d.h. fiir
jedes i gilt: Es gibt keine B1,...,pn € K (mit B; = 0, wegen des Worts »librigen«) mit f; = B1f1 +--- +
BNN-

Beispiele:
(1) Schauen wir uns die Funktionen sin, cos auf R an. Sie sind C-linear unabhingig, denn:
Seien a1,ap € C so, dass fiir alle x € R gilt:
aq sin(x) + ap cos(x) =0

Es folgt fiir x =0 : a7 -0+ a2 -1 =0, also ap = 0. Andererseits folgt fiir x = % a1 14a-0=0,
also w; = 0.
Damit folgt insgesamt: &1 = ap = 0.

(2) Betrachten wir fy,...,fny : R = R mit fi(x) = x! fir i = 0,...,N. Auch diese Funktionen sind
linear unabhingig. Dies folgt direkt aus dem Identitédtssatz fiir Polynome: Hat ein Polynom ag +
ayx +...anxN fir alle x € R den Wert Null, so folgt ag = ... =an =0.

(3) Sind die Funktionen f1, f5, f3 : R — R mit fi(x) = sin(x), fo(x) = cos(x), f3(x) = sin(x + ¢) linear
unabhéngig?
Nein, denn nach einem der Additionstheoreme fiir den Sinus gilt:
sin(x + ¢) = sin(x) - cos(¢) + cos(x) - sin(¢)
Also lasst sich sin(x + ¢) als Linearkombination von sin(x) und cos(x) schreiben. Mit obiger Alter-
nativcharakterisierung der linearen (Un-)Abhéngigkeit folgt also die Behauptung.
(4) Die Funktionen fi, fo, f3 : R — C mit f;(x) = sin(x), fo(x) = cos(x), f3(x) = ¢ sind R-linear
unabhédngig, aber C-linear abhiingig!
Die C-lineare Abhingigkeit folgt aus der Eulerschen Identitat:
e’ =1-cos(x) +i-sin(x)
Fiir reelle Koeffizienten sind fi, f2, f3 aber linear unabhéngig, denn:
Seien a1, 19,03 € R so, dass fiir alle x € R gilt:
aq sin(x) + ap cos(x) 4 aze™ = 0
Fur x = 0 folgt ap + a3 = 0. Fir x = g folgt w1 +inz = 0. Da ay, a3 reell sind, folgt daraus
«1 = a3 = 0 und damit auch ay = 0.

4.1.2 Definition

Sei U ein Untervektorraum von F (M, K). Dann ist
dim U = dimg U := max{n € N : vy,...,v, € U sind K-linear unabhéngig}

die (K-)Dimension von U.
Falls es unendlich viele (K-)linear unabhéngige Elemente aus U gibt, so sei

dim U =
Beispiel: Es sei N € IN. Die Menge {f : f istein Polynom auf R mit degf < N} hat die Dimension

N + 1, denn die Funktionen 1,zx,...,xN
Menge lassen sich bereits als Linearkombinationen davon darstellen.

sind linear unabhéngig und alle weiteren Polynome in dieser

Die Menge aller Polynome auf R (von beliebigem Grad) hat Dimension unendlich. Damit ist auch
dim F(R,K) = co.
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4.1.3 Definition
Es sei U ein Untervektorraum von F(M,K) mit dimU < oo. Eine Basis von U ist eine dim U-
elementige Menge von linear unabhéngigen Elementen aus U.

Bemerkung: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
> {f1,..., f4} ist eine Basis von U.

> f1,..., fg sind linear unabhéngig und d ist maximal, d.h. es gibt kein f;,1, so dass f1,..., f;41 linear
unabhéngig sind.

> {f1,...,f1} ist ein Erzeugendensystem von U und d ist minimal, d.h. lisst man eines der f; weg,
bilden die tibrigen kein Erzeugendensystem mehr.

> Jeder Vektor aus U ldsst sich eindeutig als Linearkombination der f; schreiben:
d
‘v’veuﬂl(ocl,...,rxd) S le W= Zocifi
i=1
Fiir den Beweis von Satz 4.3.2, das zentrale Ergebnis dieses Kapitels, brauchen wir folgende Aussage:

4.1.4 Satz

Es seien Ay,..., Ay € K paarweise verschieden. dann ist die Menge der Funktionen f;; : R — K,
fl-j(x) = xleMi* fiiri=1,...,k und j=0,...,N linear unabhingig.

Zum Beweis brauchen wir:

4.1.5 Lemma

Sei p ein Polynom mit degp =n und u € C\ {0}, dann ist

d ~
=5 (P(x)e!™) = p(x)e!™,
wobei p ein Polynom ist und deg f = degp.

Beweis: Unter obigen Voraussetzungen gilt:

di (p(x)e"™) = p'(x)e! + pp(x)e!™ = (up(x) + p'(x) )"
X R —
p(x)
Dabei ist degp’ =n—1, und da p # 0 ist, gilt n = deg(up + p') = deg p. O

Beweis (von Satz 4.1.4): Fasst man in einer Linearkombination der f,-]- immer die Terme mit demselben i
zusammen, so erhilt man eine Funktion der Form pq(x)eM* + - - - 4 pi(x)e’*, wobei py, ..., px Polynome
sind.

Es ist also zu zeigen: Falls py, ..., py Polynome sind und
(*) Pl(x)eAlx‘f‘"'-i-Pk(X)e/\kx =0 firallex € R
gilt, so folgt, dass p1 =pp =--- = px =0.
Beweis dieser Aussage: Multiplizieren von () mit e~ ¥ liefert
() p1(x)ef1* + -+ pp_q(x)e! 1" + pr(x) =0 fiirallex € R,

wobei y; = A; — Ag. Hierbei sind py,..., ux_1 paarweise verschieden und ungleich Null, da Aq,..., A
paarweise verschieden sind.
Wir zeigen nun die Behauptung mit Induktion iiber k:
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Induktionsanfang ( k = 1 ): Nach (xx*) ist p1(x) = 0 fiir alle x € R, was zu zeigen war.
Induktionsschritt (k — 1 ~~ k): Es sei d = deg py. Leite Gleichung (x*) (d + 1)-mal ab: Man erhilt
Pp(x)ef1* + .- 4+ P_q(x)ef—1* =0 firallex € R

wobei P; aus p; durch (d 4 1)-maliges Anwenden von Lemma 4.1.5 entsteht, fiir jedes i € {1,...,k —1}.
Nach dem Lemma gilt also deg P; = deg p; fiir alle i.
Nach Induktionsvoraussetzung folgt nun P; = 0 und damit p; = 0 (wegen degP; = degp;) fir alle
ie{l,...,k—1}.
Mit Gleichung (**) folgt dann py = 0, was zu zeigen war.

Bemerkung: Wofiir war die Aussage deg = degp wichtig? Wére degp < degp moglich, so konnte
man aus P; = 0 nicht p; = 0 folgern! ]

Bemerkung zur Notation: p = 0 bedeutet, dass p(x) = 0 fiir alle x. Man sagt: p verschwindet identisch.
Stattdessen kann man auch einfach p = 0 schreiben (in Worten: p ist gleich der Nullfunktion). Man findet
auch in manchen Biichern die Schreibweise p(x) = 0 fiir denselben Sachverhalt.

Bemerkung zu Polynomen: In der Algebra unterscheidet man zwischen Polynomen und den durch sie
definierten Funktionen. Das ist vor allem im Zusammenhang mit endlichen Kérpern wichtig, da dort ein
Polynom, dessen Koeffizienten nicht alle Null sind, trotzdem die Nullfunktion ergeben kann. In der Analy-
sis ist man fast ausschliefllich an Funktionen auf R (oder R") oder deren offenen Teilmengen interessiert.
Hier gilt der Identitdtssatz fiir Polynome, also ist hier diese Unterscheidung unnotig.

4.2 Die homogene lineare Gleichung n-ter Ordnung

Nun werden wir die gewonnenen Erkenntnisse aus dem vorherigen Kapitel anwenden.

Betrachte die Gleichung Y +y=0
Beispiellosungen (geraten):
ix

0, sin(x), cos(x), e* ~» waysin(x)+azcos(x) (a1, ap € C) allgemeine Losung?

Erinnerung:
> y =a(x)y ~ allg. Losung: ceA™) mit c € R, A(x) = [a(x)dx.

> Die Menge der Losungen {ceA(x) : ¢ € R} ist ein eindimenensionaler Vektorraum; die Basis dieser
Menge ist {eA(x)} und diese hat genau ein Element.

> Die Vorgabe eines Anfangswertes wahlt eindeutig eine Losung aus.

Idee: Der Losungsraum der obigen Gleichung ist ein 2-dimensionaler Vektorraum und zwei Anfangswerte
bestimmen eine Losung eindeutig. Allgemein gilt:

4.2.1 Satz
Es sei I C R ein Intervall und a,,_1,...,ap : I = K stetige Funktionen. Wir betrachten die folgende
Gleichung:
(%) ¥y +a, 1)y 4 ag(x)y +ap(x)y =0
Dann gilt:

(1) Sei xp € I. Zu beliebigen vy, ...,y,—1 € K gibt es genau eine Losung y € C"(I,K) von (x),
so dass y(x0) = yo, ¥'(x0) = y1,..., "V (x0) = yu_1.
(2) Die Menge £ der Losungen von () ist ein n-dimensionaler Untervektorraum von C"(I,K),

und die Abbildung £ — K", y — (y(x0),...,y" (xp)) ist ein [somorphismus fiir jedes
Xg € I.
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Wichtig: Der Koeffizient von y(") im Satz ist Eins. Ist die Gleichung allgemeiner wie am Anfang des
Kapitels gegeben, muss man erst durch a,(x) teilen. Falls a, Nullstellen hat, macht das einen wichtigen
Unterschied: Satz 4.2.1 muss dann separat auf jedes Intervall, auf dem a, # 0 ist, angewendet werden!

Beweis:
(1) Dies wird spater allgemeiner gezeigt. Siehe Satz 5.5.3 und die Bemerkung nach Definition 5.5.1.

(2) Mit y und 7 erfiillen offenbar auch y + 77 sowie cy (fiir ¢ € K) die homogene Gleichung (Einsetzen!).
Also ist £ ein Untervektorraum. Die Bijektivitit ist gerade die Aussage von (1): Surjektivitat bedeutet
die Existenz der Losung in (1), Injektivitdt bedeutet die Eindeutigkeit. O

Beispiel: y"+y=0 = L = spanc{sin,cos}

4.2.2 Definition

Ein Fundamentalsystem (FS) einer Differentialgleichung P(y) = 0 ist eine Basis des Losungsraumes
dieser Gleichung.

Satz 4.2.1 sagt also, dass eine lineare Gleichung rn-ter Ordnung ein Fundamentalsystem besitzt, das aus n
Funktionen besteht.

Beispiele: Wie in obigem Beispiel erkenntlich, ist {sin,cos} ein (C-)Fundamentalsystem der Gleichung
¥’ +y = 0. Aber auch {fi, fo} mit fi(x) = ¢* und fo(x) = e~ ist ein Fundamentalsystem, denn es gilt

eixiefix . .
sinx = ——-— e = cosx +isinx
1
eix_‘_efix . .
osx = ———— ¢ X = cosx —isinx,

und fiir jeden Vektorraum U gilt: Ist M C U, so ist auch span(M) C U. Hier gilt nun aber:
> {sinx,cosx} C spanc{e™,e ¥}, also auch spanc{sinx,cosx} C spanc{e™,e ¥}
> {ei", e’ix} C spanc{sinx, cos x}, also auch spang {eix, e’ix} C spang{sinx, cosx}

Insgesamt folgt also spanc{sinx, cos x} = spanc {ei" , e’ix} .

4.3 Lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten: Homogene
Gleichungen

Fur n > 1 gibt es kein allgemeines Losungsverfahren fiir lineare Gleichungen. Im Spezialfall konstanter
Koeffizienten aber schon. Wir betrachten hier zunéchst die homogene Gleichung.
Frage: Wie findet man die allgemeine Losung, oder dquivalent ein Fundamentalsystem, fiir die Gleichung

vy a4 ey 4agy =0 (agay,...,a,.1€C)2 (9
Anstatt die Losung direkt zu prasentieren, werden wir uns Schritt fiir Schritt heranarbeiten.
Erinnerung: Die Losung von i’ = ay ist y(x) = Ce™.
Idee: Fiir (*) mache den Ansatz: y(x) = e**, wobei A € C zu bestimmen ist. Leite n-mal ab:

y(x) = M
= Y@ = Aet
= y//(x) _ A- )Le)\x — /\26/\x

= y(”)(x) = A"M  firallen € Ny
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Daraus folgt:
vy g,y 4 ey +agy

A L AP 4 g AN - ggel
= (A" +a, A" b L b aA Fag)e™
=0
Also: y(x) = eM ist Losung genau dann, wenn A" +a, (A" 1 ... +aA+ag=0.
| =r(h) |
p(A) = A" +a, (A"1+ ... +a1A +ag heiBt charakteristisches Polynom der Gleichung (*).

Beispiele:

> Lose y” +y = 0. Das charakteristische Polynom ist A2 4+ 1 = 0, somit sind die Nullstellen A; = i,

— 18 . oix ,—ix
Ay = —i. Losungen: e'*, e™**.

> Lose y” —y = 0. Das charakteristische Polynom ist A2 — 1 = 0, somit sind die Nullstellen A; = 1,

Ay = —1. Losungen: e¥, e™*.

Beachte, dass alle Linearkombinationen dieser beiden Losungen wieder Losungen sind. Im ersten Beispiel

erhélt man so zum Beispiel sin x und cos x.

Seien nun A4, ..., Ax € C die verschiedenen Nullstellen von p. Wegen degp = n ist k < n.

Der einfache Fall: k = n

Das heifst, das charakteristische Polynom habe n verschiedene, einfache Nullstellen. Wir haben die Losun-
gen eM7, ..., eM* Nach Satz 4.1.4 sind diese linear unabhéngig, sie bilden somit ein Fundamentalsystem;
d.h., jede Losung ist von der Form

y(x) = aeME 4 e mit g, € C.

Frage: Was passiert fiir k < n?

Das heifst, das charakteristische Polynom hat mindestens eine mehrfache Nullstelle.
Beispiele:

(1) Lose: ¥’ = 0. Dies ist das einfachste Beispiel. Das charakteristische Polynom ist p(A) = A2, die
einzige Nullstelle A = 0. Das ist eine doppelte Nullstelle.

Allgemeine Losung: ax + b mit a,b € C. Denn (y')’ = 0, also y’ konstant gleich a, somit y =
ax + Konstante. Damit ist {1, x} ein Fundamentalsystem der Gleichung y" = 0.

(2) Lose y”’ — 2y’ +y = 0. Dies ist komplizierter. Kann man das Vorgehen bei y” = 0 imitieren? Das
charakteristische Polynom ist p(A) = A2 —2A +1 = (A — 1)?, die einzige Nullstelle A = 1.
Eine Losung ist e*.

Frage: Wie sehen weitere Losungen aus? Bei y” = 0 haben wir die Gleichung zweiter Ordnung auf zwei
Gleichungen erster Ordnung zuriickgefiihrt. Geht das auch fiir die Gleichung y” — 2y’ + y = 0? Die Ant-
wort ist ja, und das sieht man am besten mit Hilfe der Operatorschreibweise.
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Operatorschreibweise

Schreibe zur Abkiirzung D = % Wir betrachten D als Operator, d. h. als Abbildung von Funktionen nach

Funktionen. Statt D(y) schreiben wir auch kiirzer Dy.

Also y' = %y =Dy und v = (v') = D(y') = D(Dy) = D?y, wobei D?> = Do D.

Ubertragen auf unser Beispiel: v =2y +y 0
& D?y-2Dy+y = 0
& (D2-2D+1)y = 0
& (D—1)%y =0
Warum konnten wir so umformen? Priifen wir es nach:
(D-1)? = (D-1)o(D-1)
= DoD—-1oD—-Dol+101 <:>(D—1)((D—1)y):0
= D2-D-D+1 —z
D?-2D +1

Hierbei steht 1 fiir Multiplikation mit 1, also den Identitdtsoperator, der y in y tiberfiihrt.
Dies kénnen wir in ein System von zwei Gleichungen erster Ordnung umschreiben, die wir nacheinander

1osen konnen:

(1) (D-1)z=0 (d.h. Z/—z=0)
(2) (D-1)y=z (dhy -y=2z)
Losung von (1): z=Cqe"
Losung von (2): y —y=Cie"
y = c(x)e*

= (x)e" = Cye*

= Jdx)=CG

= c(x) =Cix+Cy
Wir haben erhalten: Die allgemeine Losung der Gleichung v’ — 2y’ +y = 0 ist y = Cyxe* + Cpe*. Ein
Fundamentalsystem ist demnach {e*, xe*}. Dass diese Funktionen linear unabhéngig sind, zeigt Satz 4.1.4.
Diese Idee wollen wir nun verallgemeinern. Zunéchst betrachten wir statt (D — 1)? allgemeiner (D —a)".
Folgendes Lemma erleichtert dabei die Rechnung:

4.3.1 Lemma
Seia € C,f : R — C n-mal differenzierbar. Dann ist (D — a)"(f(x)e™) = (D" f)(x)e™ .

NCR

Beweis: Fiir n = 1 ergibtsich: (D —a)(fe™) = (fe)" —afe™

= f1e™ 4 fae™ — qfe™

= fle™
Wende dies n-mal an, z.B. n = 2:

(D —a)*(fe™) = (D —a)[(D — a)(fe™)]
= (D~ a)(f'e™)
= (f)er = frens .
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Beispiel: Wir betrachten den Fall mit einer Nullstelle (k = 1, n beliebig).

Das charakteristische Polynom ist p(A) = (A —a)". Die Gleichung lautet: (D —a)"y = 0.

Wir suchen nun eine Losung der Form y = f(x)e™. Nach dem Lemma ist (D — a)"(fe®®) = f("e"*. Dies
ist=0 & fW=0¢e fx)=ag+arx+apx®+ - +a,_1x" 1

Damit erhalten wir die Losungen e, xe®, .. ., xt—lenx

Da dies n linear unabhédngige Funktionen sind, bilden sie ein Fundamentalsystem, d. h. wir haben (bis auf

Linearkombinationen) alle Lésungen gefunden.

4.3.2 Satz
Das Polynom p(A) = A" +a, (A" !+ .- +a;A+ag habe die verschiedenen komplexen Nullstellen
A1, ..., A, mit den Vielfachheiten m, ..., my.
Dann hat die Gleichung y™ +a, 1y"~Y + ... 4+ a1y’ + agy = 0 das Fundamentalsystem
eM¥, xeM¥, ., x™~1eMX gy Stiick

my + - - -+ m = n Stiick

eMx xeMX, ., xmk’.1 e My étiick
Schreibweise:
Fiir ein Polynom p(A) = A" a, A" 4 aAtag
schreiben wir p(D) = D" +a, D" '+ ... +aD +a
Also ist p(D)y =y +a, 1y 4 4y + agy
Beweis:

(1) Die angegebenen Funktionen sind Losungen:
Nach Voraussetzung und Standard-Algebra konnen wir faktorisieren:
p(A) = (A —=A7)"™ -+ (A — Ay)™. Daraus folgt
p(D) = (D —Aq)™ --- (D — Ag)™, wobei die Reihenfolge der Faktoren bei p(A) und daher auch bei
p(D) beliebig vertauscht werden kann.
Betrachte zunéchst y = x/e* mit j < my — 1. Nach dem vorangehenden Beispiel ist (D — A;)"y = 0
und damit auch
v+ auay" - ay' +agy = p(D)y
= (D= A1) (D = Ag) ey =0
das heifit, y ist eine Losung. Fiir die anderen Funktionen, d.h. y = x/eti* fiir j < m; — 1, verfahrt
man analog, bringt aber zunichst in der Faktorisierung den Faktor (D — A;)™i nach hinten.

(2) Diese Funktionen sind linear unabhéngig. Das folgt aus Satz 4.1.4.

(3) Damit haben wir mj + - - - +my = n linear unabhdngige Losungen. Da n die Ordnung der Gleichung
ist, miissen diese ein Fundamentalsystem bilden. ]

Beispiel: Lose y"' + 4y” + 4y’ = 0. Das charakteristische Polynom ist:
p(A) =A% +4A% 142
=A(A% +4)A +4)
=A(A +2)?

Somit ist {1,e72*,xe~2*} ein Fundamentalsystem.



Konstante Koeffizienten, spezielle Inhomogenitidten 57

Der reelle Fall

Seien ay, ... ,a,_1 € R. Aus dem allgemeinen Satz 4.2.1 folgt, dass es ein Fundamentalsystem reellwertiger
Losungen gibt. Aber p konnte trotzdem Nullstellen A ¢ R haben, und dann ist e** nicht reell. Wie findet
man reelle Losungen?

Beobachtung: Sei p(A) reelles Polynom und Ag eine m-fache Nullstelle, Ay ¢ R. Dann ist auch Ao (das
komplex konjugierte von Ag) eine m-fache Nullstelle. Schreibe dann

Ag=p+iv

A=p—iv
mit y,v € R. Aus dem Satz erhélt man Losungen:

Fi(x) = xleM0¥ = plehHY — ypieivy

gj(x) — oMY — gl phx—ivx _ \johx —ivx
fur j =0,...,m — 1. Daraus erhélt man Losungen:
% = x/eM cos(vx)
sz;lg] = xje”xsin(vx), j=0,...,mp—1

Da die fj, g; linear unabhéngig sind, sind es auch diese neuen Funktionen. Damit ergibt sich sofort folgen-
der Satz.
4.3.3 Satz
Das Polynom p(A) = A" + a, A"+ ... 4+ a1A 4 ap habe reelle Koeffizienten a,_1, - - - , 9. Es seien

A1, -+, Ay die verschiedenen reellen Nullstellen von p, mit Vielfachheiten my, ..., m,, sowie yj £
!/

ivy, - -+, Ue £ iV, die verschiedenen nicht-reellen Nullstellen von p, mit Vielfachheiten m’l, cee Mg
Dann hat die Gleichung y™ +a,,_1y"~Y + - + a1y’ + agy = 0 das Fundamentalsystem
xf eM?*, j=0,...,m —1

xl errx j=0,...,m —1

x/ e!1* cos vy x, x1 eM1¥ sinvyx j=0,.. .,m’1 -1

xl ete* cosvex, xl etc*sinvex  j=0,...,m,—1

Beispiel: Lose y(*) +2y” +y = 0. Das charakteristische Polynom ist
p(A) = At +2A2 41
= (A2 +1)?
=[(A+D)(A =D
= (A41)2(A—1)?

Wegen i = 0+ 1i erhélt man das Fundamentalsystem {cos x,sin x, x cos x, x sinx}.

4.4 Konstante Koeffizienten, spezielle Inhomogenititen

Wie bestimmt man eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

y(”) + an_ly(nil) + 4 gly/ -+ goy = f ?
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Die Methode der Variation der Konstanten ldsst sich von linearen Gleichungen 1. Ordnung auf lineare
Gleichungen n-ter Ordnung verallgemeinern (hierfiir ist es unwichtig, ob die Koeffizienten konstant sind —
solange man ein Fundmentalsystem der homogenen Gleichung kennt). Siehe Kapitel 4.6 fiir den Fall n = 2
sowie Satz 5.5.17 fiir lineare Systeme erster Ordnung — jede lineare Gleichung 7-ter Ordnung kann auf ein
solches System reduziert werden.

Fiir spezielle Inhomogenitédten f ldsst sich aber eine Losung sehr einfach angeben. Wir betrachten hier nur
den Fall f(x) = e!* fiirein y € C.
Wir betrachten also die Gleichung

) p(D)y = e

mit p(A) = A" +a, (A" 4 tag.

Idee: Wir erinnern uns an die Rechnung zu Beginn des Kapitels 4.3. In unserer Kurzschreibweise ergab
diese:

P(D)e!™ = p(u)e™ |
Beachte, dass rechts die Funktion ¢/* einfach mit der Zahl p(y) multipliziert wird. Um (*) zu lésen, versu-
chen wir den Ansatz y = bet*, b € C. Wegen p(D)(be!*) = bp(D)(eM*) = bp(u)e'* miissen wir dann b so
wihlen, dass bp(u) =1 gilt. Wir haben zwei Fille:

(1) Nicht-Resonanz-Fall: p(yt) # 0. Wir erhalten die Losung y = ﬁeﬂx.

(2) Resonanz-Fall: p(u) = 0.

(Der Begriff Resonanz-Fall ist durch physikalische Schwingungen motiviert und wird spéter erklart.)

Offenbar kann kein b gefunden werden, d. h. es gibt keine Losung der angenommenen Form. Wie finden
wir einen besseren Ansatz?

Idee: Schreibe p(A) = g(A)(A — u)™, wobei g ein Polynom mit q(u) # 0 ist. Die vorige Idee l4sst sich
dann fiir 4 anwenden. Es bleibt das Problem, eine Losung z der Gleichung (D — u)"z = e"* zu finden.
Lemma 4.3.1 legt nahe, hierzu z(x) = f(x)e** zu schreiben — dann muss f so bestimmt werden, dass
fUm = 1. Das ist einfach: f(x) = x™/m!

Setzt man alles zusammen, erhilt man:

4.4.1 Satz
Sei u € C eine m-fache (m > 0) Nullstelle von p.
Dann hat die Gleichung p(D)y = e* die spezielle Losung y = bx™el* mit b = ( } W
P (p

Beweis: Schreibe p(A) = q(A)(A — u)™, wobei g ein Polynom mit q(u) # 0 ist. Nach Lemma 4.3.1 ist

(D — )™ (x™et¥) = (D™x™)el* = mlet. Weiterhin gilt p("™) () = m!q(u), wie man leicht nachrechnet

(oder so begriindet: Die Taylorentwicklung von p um den Punkt u hat als ersten nicht-verschindenden

Term q(p)(A — )™, und dies muss nach der Taylor-Formel gleich %(A — u)™ sein). Damit folgt
p(D)(x"et) = g(D)(D — )" (x"e!*) = q(D)mle!™ = mig(D)e™ = mlg(p)e™ = p™ ()el™

und dividieren durch p(™)(u) gibt das Ergebnis. o

Bemerkung: Auf &hnliche Weise lasst sich auch die Gleichung p(D)y = xKe#* losen — man muss aber
etwas aufpassen: Selbst im Nicht-Resonanzfall p(u) # 0 hat die Losung nicht einfach die Form y = bxket*,
sondern man muss auch Terme mit niedrigerer x-Potenz zulassen, also y = (byx™ + by, _1x™ 1+ -+ +
bg)et*. Um die b; berechnen, setzt man dies am einfachsten in die Gleichung ein, teilt durch ¢** und
macht dann Koeffizientenvergleich.



Schwingungen 59

Losung durch Komplexifizierung

Ahnlich wie bei der Integration von Ausdriicken wie sinxe* ist es auch bei Differentialgleichungen oft
niitzlich, sin und cos als Imaginér- bzw. Realteil von ¢'* aufzufassen.

Beispiel: Lose y' —y = cos x.
1. Schreibe cos x = Re(e’¥). Lose 2/ — z = ¢*.
2. Setze y = Re(z). Dies gibt eine Losung, weil Re(z)’ = (Rez)’, also
v —y = Re(z' — z) = Re(e’*) = cosx, somit:
y —y=cosx
Z—z=¢* (p=1i)

Das charakteristische Polynom ist p(A) = A — 1. Wegen p(u) # 0 ergibt sich die Losung

1 1 i+1 i
z= el = "= _ —e'*
() i—1 (+1)(-1)
i+1 .. 1. . ..
=-— (cosx—l—zsmx):—E[zcosx—&-cosx—51nx+151nx]
somit y = Re(z) = —%[cosx — sinx]

Den Hauptgrund, warum dies funktioniert, formulieren wir noch einmal allgemein:

4.4.2 Lemma

Sei p(A) ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Ist f eine komplex-wertige Funktion und z eine
komplex-wertige Losung der Gleichung p(D)z = f, so gilt

p(D)(Rez) =Ref, p(D)(Imz) = Im f

Beweis: Man nehme Real- und Imaginérteil der Gleichung p(D)z = 2 4, 12D 4 gz dag=f
und beachte, dass man die Zahlen a; aus Re bzw. Im herausziehen kann, da sie reell sind. ]

4.5 Schwingungen

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung treten bei der Beschreibung von Schwingungen auf. Mit
den Methoden, die wir gelernt haben, kann man viele Phdnomene, die man bei Schwingungen beobachten
kann, quantitativ verstehen.

Wir betrachten ein Gewicht, das an einer Feder hingt, und wollen beschreiben, wie es schwingt, wenn
wir an der Feder ziehen und loslassen. Das heif}t, wir wollen die Funktion ¢ — y(t) finden, wobei  die Zeit
und y(f) die vertikale Auslenkung der Feder bezeichnet. y = 0 bezeichne die Gleichgewichtslage (wenn
die Feder in Ruhe bleibt).

Vorgehensweise: Wir werden zunéchst aus physikalischen Gesetzen eine Gleichung fiir y herleiten und

diese dann l6sen. Zunéchst ist y'(t) = Geschwindigkeit zur Zeit t
y"(t) = Beschleunigung zur Zeit ¢

Wir verwenden nun drei physikalische Gesetze: Die von Newton, Stokes und Hooke.
Newton: Masse - Beschleunigung = Kraft (auf den Korper).

m: }/H = FFeder + FReibung + FExtern (m = Masse des KérPerS)
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Hierbei ist Fpeqer die Kraft, die die Feder aufgrund ihrer Elastizitit auf das Gewicht austibt, Freibung
der Einfluss der Reibung (z.B. innere Reibung der Feder oder Gleitreibung, wenn das Gewicht auf einer
schragen Unterlage gleitet) sowie Feyiern €ine dufiere, auf das Gewicht einwirkende Kraft (z. B. durch ein
»Anstoflen« bewirkt). Die Gravitationskraft taucht hier nicht auf, da wir annehmen, dass die Aufhangung
der Feder sie ausgleicht.

Hooke: Die Riickstellkraft der Feder ist proportional zur Auslenkung und wirkt ihr entgegen

Freder = —H -y (H > O)
H = Federkonstante
Stokes: Die Reibung ist proportional zur Geschwindigkeit
FReibung = *k'y/ (k > 0)
(Dies ist oft, aber nicht immer realistisch. Bei hohen Geschwindigkeiten wird zum Beispiel der Luftwider-

stand dominant, er ist proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit.)
Wir erhalten aus den drei Gesetzen:

m-y" +k-y +H-y= Fgern, also

Y rrey oty = f (r:%,w: Ef:FEx%)

m’

Wir betrachten nun verschiedene interessante Spezialfélle, vom einfachsten zu komplizierten.

Freie Schwingung: f =0
Ungedimpft (r = 0)
Das charakteristische Polynom ist A? + w?, mit Nullstellen +iw. Die allgemeine Losung ist daher
y(t) = ¢q cos(wt) + ¢p sin(wt)
oder dquivalent: y(t) = Ccos(wt — ¢)

Man nennt dies eine harmonische Schwingung. w heifst die Eigenfrequenz (oder charakteristische Fre-
quenz) des schwingenden Systems.

Hierbei sind ¢y, c2 bzw. C, ¢ beliebige reelle Zahlen.

Ubung (eigentlich zur Analysis I): Seien c1,c; reelle Zahlen, nicht beide gleich Null. Dann gibt es genau
ein C > 0 und ein ¢ € R, das bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmt ist, so dass fiir alle
t gilt ¢1 cos(wt) + cp sin(wt) = Ccos(wt — ¢).

Gediampft (r > 0)

y" +ry’ + w?y = 0. Das charakteristische Polynom A% + rA + w? hat die Nullstellen
Ma=-5+4/(5)" -2

Kleine Reibung: % < w. Setze w; = 1/ w? — 5, dann

y(t) = e 2! (c1 cos(wyt) + ¢ sin(wyt))
=C-cos(wrt—¢)

Dies ist eine geddmpfte Schwingung: Oszillationen, die mit der Zeit exponentiell kleiner werden. Beachte:
> Nur die Amplitude wird mit der Zeit kleiner, die Frequenz ist konstant.

> w; < w, d.h. die Reibung macht die Schwingung langsamer.
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Grofse Reibung;: % > w.
A =—

Ay = —

y(t) = creM! + cpet2!

Dies ist eine aperiodische Schwingung: Es findet gar keine Oszillation statt, weil die Reibung zu grofs ist.
Wegen A, < 0 ndhert sich die Feder der Gleichgewichtslage exponentiell. Dieser Fall wiirde z.B. auftreten,
wenn sich das Gewicht in einer sehr zdhen Fliissigkeit bewegt.

Der Fall L = w.
2 —Ly — Lt
y(t) = cre 2" +cpte” 2

Dies ist auch eine aperiodische Schwingung, die ebenfalls exponentiell abklingt.

Erzwungene (angeregte) Schwingung: f # 0

Wir betrachten nur eine periodische Anregung: f(x) = cos(at), a > 0. Zum Beispiel: Nimm die Federauf-
hingung in die Hand und schwinge sie auf und ab.

Ungedimpft (r = 0)

¥’ + w?y = cos(at)

P + wzz — eiﬂét
(Komplexifizierung.) Charakteristisches Polynom: p(A) = A% + w?.
Nicht-Resonanz-Fall: p(in) # 0, d.h. « # w.

1 1 1 i
Zinh(t) — - it it

1
= yinh‘,spez. = a2 'COS@‘t)

[
grof3, falls & nahe w

1 .
Yinh,ally. = 73 cos(at) 4 ¢1 cos(wt) + ¢o sin(wt)

> Die Schwingung ist eine Uberlagerung von zwei Schwingungen verschiederer Frequenz: Der anre-

genden Frequenz « und der federeigenen Frequenz w.

> Je ndher die anregende Frequenz « an der Eigenfrequenz w des Systems liegt, desto dominanter ist
bei der Uberlagerung die Schwingung mit der Frequenz «.

Resonanz-Fall: &« = w. 1 int 1, int
Zinh.,spez. — te™ =

—te
1. int 1. "
= ——tie'™ = —ﬂt(zcos(zxt) —sin(at))

1 .
Yinh., spez. = Re(z inh.,spez.) = ﬂtSIn(“t)

Yinh., spez. 18t unbeschréankt! Die Schwingungen werden mit der Zeit immer grofser, bis die Feder kaputtgeht!

Realistisch ist natiirlich immer Reibung da:
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Gediampft (r > 0)
v + 1y 4+ w’y = cos(at)

Wie oben sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

2 2
Diese haben Realteil # 0, sind also # ix, d. h. es tritt keine Resonanz auf.

2
Mp=—L+ (f) W

Mit etwas Rechnung erhélt man die spezielle Losung

yinh.,spez‘(t) = ACOS(‘U - gp)

mit Amplitude A = 1/+/(w? — a2)2 + r2a2 und Phasenverschiebung ¢ = arctan - “

r .
——— (genauer: ¢ ist
—

das Argument der komplexen Zahl (w? — a?) + ira).
Die allgemeine homogene Losung hat Frequenz w, klingt aber exponentiell ab (siehe oben unter freie
Schwingung), d. h.:

> Nach einiger Zeit ist nur noch ynh, spez. zut beobachten,
> dann schwingt die Feder in derselben Frequenz wie die dufsere Anregung,
> jedoch mit einer Phasenverschiebung.

Die Phasenverschiebung bedeutet, dass die Federschwingung der anregenden Schwingung hinterherhinkt

— das kann man gut beobachten!

4.6 Die inhomogene lineare Gleichung 2. Ordnung. Die Greensche
Funktion

Wie funktioniert das Verfahren der Variation der Konstanten bei linearen Gleichungen héherer Ordnung?
Wir werden das im Fall der Ordnung 2 zeigen. Betrachte also

Y +p(x)y +q(x)y = f(x)
Ply]

mit p,q, f : I = R stetig auf dem Intervall I.

Wir lassen hier auch variable Koeffizienten p, g zu, da das Verfahren fiir diese genauso funktioniert wie
fiir konstante Koeffizienten.

Nach Satz 4.2.1 hat die homogene Gleichung P(y) = 0 einen 2-dimensionalen Losungsraum, es gibt also
ein Fundamentalsystem {y;,y,}. Die allgemeine Losung des homogenen Systems ist yhom = c1Y1 + C2V/2,
c1,¢2 € R. Wir ersetzen nun beide Konstanten c;,c, durch Funktionen:

Ansatz:  y(x) = c1(x) - y1(x) + c2(x) - y2(x)
Dann folgt y'(x) = ¢} (x) - y1(x) + 1 (%) - ¥4 (%) + (%) - y2(x) + ca(x) - Y2 (x)
Leiten wir dies noch einmal ab, erscheinen (unter anderem) zweite Ableitungen von cj, ¢p. Dies méchten
wir vermeiden. Daher machen wir eine zweite Annahme als Teil des Ansatzes:
Ansatz, zweiter Teil: et (X)y1(x) + 5 (x)y2(x) =0
Dann folgt

1(0)y1 (%) + c2(2)ya(x)
also y"(x) = c1(x) - y3 (%) +e1(x) - ¥ (x) + (%) - yo (%) + €2(x) - y3 ()
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Setzt man nun y,y’ und y” in die Gleichung y" + py’ + qy = f ein, so erhilt man

Y'Y+ a = yr+ eyl + payy +qayn + caya + ey + peaya + 4y
= ey o1 (V] + pyi +ay1) +eaya + 2 (¥3 + pya + qy2)
b -
Also ist y = c1y1 + c2y2 genau dann Losung der Gleichung y” + py’ +y = f, wenn gilt:
ciy1+eay2 =0
iy + ey = f
(Bemerkung: Im Beispiel auf Seite 96 werden wir dieses System noch einmal auf andere Weise herleiten —
fiir den Fall, dass Thnen die Methode hier zu unmotiviert erschien.)
Hierbei sind y1, 2, f bekannte Funktionen, und cj, ¢, sind gesucht. Dies ist ein lineares Gleichungssys-

tem fiir ¢},c5. Man kann dies z. B. mittels der Cramerschen Regel 16sen. Dabei tritt die Determinante der
i

/

Koeffizientenmatrix <
/
Vi Y

> auf. Diese hat einen Namen:

4.6.1 Definition

W = Wiy, y2] = det ( Y /1 Y 3 ) =1 - Y5 — ¥} - 2 heilt Wronski-Determinante von y;,y,.
1 Y2

W ist eine Funktion von x, da y1,y> es sind.

Mit der Cramerschen Regel folgt dann ¢} = —%, ch = %

Der Nenner ist niemals Null:

4.6.2 Lemma

Seien 11, y» zwei Losungen von P(y) = 0. Es gilt dann:

y1, Y2 sind linear unabhédngig <= (Wlyy,y2])(x) #0 Vxel

Beweis: Erinnerung: Nach Satz 4.2.1 gilt fiir alle x:

{Losungen y von P(y) = 0} — R?, y (

(
Also 1,y linear unabhidngig <= < 1 (x) ), ( yzgxi ) linear unabhéngig.

yi(x) Yo (x
Dies wiederum ist dquivalent zu W(x) = det ( yll(x) y/z(x) > #0. O
yi(x) ya(x)

Aus den Formeln fiir c’1 und c’2 sowie dem Ansatz erhalten wir als Resultat:

2 1
Yinh = —Y1- %4#2'/%
Dies ist die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung, wenn man die unbestimmte Integrale jeweils
mit einer unbestimmten Konstante auswertet.

Wir betrachten nun das Anfangswertproblem, der Einfachheit halber mit den Anfangswerten y(xg) =
y'(xg) =0, fiir ein xo € I. Es hat folgende Losung.
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4.6.3 Satz
Sei y1,1> ein Fundamentalsystem fiir den linearen Differentialoperator P (der variable Koeffizienten
haben darf). Dann hat das Anfangswertproblem

P(y) =f,y(xo) =y (x0) =0

genau eine Losung, und diese ist gegeben durch

—y1(®)y2(t) +y1(t)ya(x)
0]

wobei G(x,t) =

G(x, t) heiit Greensche Funktion fiir das Anfangswertproblem von P.

Beweis: . )
/xo ya( )Jz(é\)/(‘:)l/l(t)h( ) (bt
“n- [ it syt / gy

erfiillt P(y) = f nach der Herleitung oben. y(xo) = 0 ist klar, y'(xy) = 0 rechnet man leicht nach. Damit
ist das angegebene y eine Losung. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sind y,7 zwei Losungen des
Anfangswertproblems, so erfiillt deren Differenz z = y — 7 die homogene Gleichung Pz = Py — Pj =
f — f = 0 mit Anfangswerten z(xg) = y(xo) — 7(x0) = 0, z'(x9) = v/'(x0) — 7' (x9) = 0. Nach Satz 4.2.1
muss z = 0 sein, also y = 7. O

Hier ist uns zum ersten Mal ein zentrales Konzept der Analysis begegnet.

4.6.4 Definition
Sei I C R Intervall, K : I x I — R. Eine Abbildung Q : C%(I) — C°(I) der Form

(Qf)(x) = /1 K(x, 1) f(£)dt

heifst Integraloperator. Die Funktion K heifst der Integralkern des Operators Q.

G(x,t) fallsxpg<t<ux
Hier: K(x,t) = ¢ —G(x,t) falls x <t < xg
0 sonst
Wir betrachten die Aussage von Satz 4.6.3 nun unter einem anderen Blickwinkel:
Sei V.= {yeC*(I):y(xo) =0,y (xg) =0} und W = C%I). Dann sind V, W Vektorrdume, und P: V —
W ist linear.
Satz 4.6.3 sagt dann: P : V — W ist bijektiv, und sein Inverses P~' : W — V ist der Integraloperator,
dessen Integralkern durch die Greensche Funktion wie oben beschrieben gegeben ist.
Dies ist ein allgemeines Phanomen:

Das Inverse eines linearen Differentialoperators (falls es existiert) ist ein Integraloperator.

Dies ist eine grobe Kurzfassung; wie oben beschrieben muss man Anfangsbedingungen stellen, damit man
tiberhaupt von einem Inversen reden kann.

Sie kennen dies tibrigens in einem Spezialfall schon: Das Inverse der Differentiation ist die Integration.
Das ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
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Bemerkung: Integraloperatoren sind offensichtlich lineare Abbildungen auf dem unendlich-dimensionalen
Vektorraum der stetigen Funktionen (jedenfalls fiir stetiges K), und ihre definierende Formel verallgemei-
nert in natiirlicher Weise die Darstellung einer linearen Abbildung auf IR” mittels Matrizen:

n
(Av); = Aijo;
j=1

Die Summe wird durch ein Integral ersetzt und die Indizes i,j durch x,t.






5 Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Bisher haben wir immer eine einzelne Differentialgleichung betrachtet, und es war eine (reell- oder komplex-
wertige) Funktion gesucht. In vielen Situationen hat man mehrere Differentialgleichungen gegeben, und es
sollen mehrere Funktionen gefunden werden, die diese Gleichungen simultan erfiillen. Zum Beispiel ist
das Finden von Integralkurven von Vektorfeldern ein solches Problem.

Wir werden in 5.1 sehen, dass eine Gleichung n-ter Ordnung dquivalent ist zu einem System von n Glei-
chungen erster Ordnung (mit n unbekannten Funktionen). Analog kann man in einem System mehrerer
Gleichungen hoherer Ordnung jede Gleichung durch mehrere Gleichungen erster Ordnung ersetzen.

Also bilden die Systeme erster Ordnung die allgemeinste Form der Differentialgleichungsprobleme. In
den Sektionen 5.2 und 5.3 werden allgemeine Sétze zur Existenz, Eindeutigkeit und Parameterabhangigkeit
von Losungen solcher Systeme bewiesen. Danach werden wir einige Methoden kennenlernen, wie man fiir
autonome Systeme zumindest die Form der Orbits untersuchen kann. Dann werden wir lineare Systeme
betrachten und fiir den Fall konstanter Koeffizienten explizite Losungsmethoden kennenlernen.

5.1 Reduktion beliebiger Differentialgleichungen auf Systeme 1.
Ordnung

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung (n € IN) lasst sich immer in folgender Form schreiben:

y(”) = G(t,y,y',...,y(”’l)) (%)

(In diesem Kapitel verwenden wir durchgehend die Notation ¢ fiir die unabhéangige Variable, wegen der oft
naheliegenden Interpretation als Zeit.) Hierbei ist G eine gegebene Funktion, also ein Ausdruck in seinen
t+y
v+ ety
Voraussetzungen an F eindeutig bestimmt, wenn fiir ein fy die n Zahlen

Argumenten, z.B. G(t,y,y’) = . Wie wir sehen werden, ist eine Losung von () unter gewissen

y(to),y' (to), ...,y V(ty) gegeben (Anfangsbedingung, AB)

sind.

Bemerkung: (x) ist nicht die allgemeinste Form der Differentialgleichung n-ter Ordnung: Die Gleichung
kénnte z.B. ¥’ +siny’ = y lauten, das lasst sich nicht explizit nach y’ auflosen. Da die Funktion h :
z +— z + sinz aber streng monoton wachsend ist und damit eine Umkehrfunktion g hat (mit geeignetem
Definitionsbereich, z.B. auf R), ist die Gleichung h(y') = y &quivalent zu ¥’ = ¢(y), und dies hat die
Form ().

Einen Satz, der fiir beliebige Ausdriicke in mehreren Variablen die Auflosbarkeit nach einer der Variablen
garantiert (unter gewissen Bedingungen), werden wir spater kennenlernen (Satz iiber implizite Funktio-
nen).

Setze

21=Y, 22 :y/r"'rzn = y(’k”

67
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und betrachte das System von Differentialgleichungen:
i =12
zh =123
(+)
/
n—

1= Zn
/!
2, =G(t,z1,22,...,2n)

zusammen mit einer gegebenen (AB) z1(fy), z2(to), - .-, zn(to)-

z

5.1.1 Satz

Die Differentialgleichung n-ter Ordnung (x) ist &quivalent zu dem System (%) von n Gleichungen
erster Ordnung, genauer:

> y ist eine Losung von (%) =z = (z1,...,2,) (wie oben definiert) 16st ().
> z=(z1,...,2y) Iost (%) = y=2z st (x) undzp =1/, ..., 2, =y D,
Dies gilt jeweils inklusive der Anfangsbedingungen.
Beweis: Scharf hinsehen! O

Bemerkung: Umgekehrt ist aber nicht jedes System 1.Ordnung mit n Gleichungen dquivalent zu einer
Gleichung n-ter Ordnung.

Beispiel: Die Differentialgleichung y” + y = 0 l4sst sich in folgendes System tibersetzen:
/

2 = -2

5.2 Losung von Differentialgleichungssystemen mittels Iteration

Bisher bestand unsere einzige Moglichkeit, die Losbarkeit einer Differentialgleichung zu beweisen, darin,
eine Losung hinzuschreiben. Doch dies ist oft nicht moglich, selbst fiir so einfache Gleichungen wie iy’ = ty
! Diese Gleichung hat eine Losung, nur gibt es fiir diese keine geschlossene Formel.

Wie kann man beweisen, dass eine Differentialgleichung eine Losung besitzt, ohne die Losung hinzu-
schreiben? Die Grundidee ist die der Approximation: Wie zeigt man, dass eine Funktion f mit gewissen
Eigenschaften existiert, die also zum Beispiel eine gegebene Differentialgleichung 16st? Man versucht,
Funktionen f, zu finden, die diese Eigenschaften nicht genau erfiillen, sondern ungeféhr, immer besser
fir n — oo, und versucht dann zu zeigen, dass die Folge (f,), konvergiert, und dass der Grenzwert
die gewtinschten Eigenschaften hat. Hierbei werden uns die Begrifflichkeiten der metrischen Raume und
vor allem der Banachsche Fixpunktsatz von grofSem Nutzen sein. Die »Punkte« der Rdume, die uns hier
interessieren, sind natiirlich Funktionen!

Bei dieser Gelegenheit werden wir zum ersten Mal Bekanntschaft mit Methoden der »hohen Mathematik«
machen. Im Unterschied zur »héheren Mathematik«, wo im Wesentlichen Grenzwerte von Zahlenfolgen
eine Rolle spielen, geht es hier um Grenzwerte von Funktionenfolgen.

Bemerkung: Eine dhnliche Situation kennen wir bereits von Integralen: Jede stetige Funktion f hat ei-
ne Stammfunktion, jedoch gibt es fiir diese oft keine geschlossene Formel. Wir haben dies auch mittels
Approximation bewiesen, indem wir f durch Treppenfunktionen t, approximierten.

Zunéchst prézisieren wir, wovon wir reden. Es ist niitzlich (vor allem, um den Uberblick zu behalten),

eine kompakte Notation einzufiihren.
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5.2.1 Definition
Sei n € N.Sei QO c R""! und F: Q — R" eine stetige Abbildung.

y =Fty) (%)
heifst System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. Eine differenzierbare Kurve
y:I—-R" (IC R Intervall)

heifst Losung des Systems, falls fiir alle ¢ € I gilt:
(Ly(H) € und  y'(t) = F(ty(t))

Das Anfangswertproblem fiir (x) besteht darin, zu gegebenen (t,19) € Q) eine Losung mit

y(to) = Yo

zu finden. (*) heif}t autonom, falls F nicht von ¢ abhingt.

(*) ist tatsdchlich ein System: Als Abbildung nach R" hat F Komponentenfunktionen,
F(t,y) = (F1(t,y),..., Fu(t,y)). Schreibt man noch y = (y1,...,yx), so sagt (x) gerade

]//1 = Fl(tlyl/ . -/]/n)

Y = Fa(t,y1,- .., Yn)
Zum Beispiel ist das System in Satz 5.1.1 durch die Abbildung F(f,z1,...,z4) = (22,...,20, G(t,21,...,21))
gegeben.

Bemerkung: Fiir ein autonomes System kann F als Abbildung U — R", U C R" (statt R"*!) aufgefasst
werden, also als Vektorfeld. Die Losungen der Gleichung sind dann die Integralkurven von F.

(Fur die, die’s formal etwas genauer mogen: > F unabhéngig von f< bedeutet, dass erstens (2 = R x U fiir
eine Teilmenge U C IR ist, und zweitens, dass ein F : U — R" existiert mit F(t,y) = F(y) fir alle € R,
y € U. Aus Faulheit, und um die Notation nicht zu tiberladen, schreibt man statt E oft einfach wieder F.)

5.2.2 Definition
Eine Abbildung F : 3 — R" heifst Lipschitz-stetig bzgl. y, falls ein L € R existiert, so dass V¢,
Yy,z mit (t,y) € Q, (t,z) € Q gilt:
IE(t,y) — E(t,2)[| < Llly —z||

Wir verwenden hier und im Folgenden auf R” immer die euklidische Norm |v| = /0% + ...+ v%. Man
sieht leicht, dass aus der Lipschitz-Stetigkeit bzgl. y die Stetigkeit bzgl. y folgt. Beachten Sie, dass die
Stetigkeit von F beziiglich aller Variablen in Definition 5.2.1 angenommen wurde.

Hier kommt die erste Version des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes:

5.2.3 Satz (Picard-Lindelof, globale Version)

Sei I C R ein Intervall und F : I x R" — IR" sei stetig und Lipschitz-stetig bzgl. y. Sei tg € I,
Yo € R". Dann gibt es genau eine Losung v : I — R" des Anfangswertproblems

vy =F(ty), ylto) =yo (%)

»Global« heifit: F ist Lipschitz-stetig bzgl. y auf dem ganzen Definitionsbereich I x R"”, und die Losung
existiert auf ganz I.
Beweisidee:
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> Formuliere (*) als Fixpunktproblem.
> Versuche, den Fixpunktsatz anzuwenden.

Der erste Schritt wird durch folgendes Lemma erledigt.

5.2.4 Lemma ;

y ist Lésung von (%) < y:I— R" iststetig, und Vt € I: y(t) = yo +/ F(s,y(s))ds.
to
Beweis: Wir benutzen den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

t
»<=« Die Abbildung t — [ F(s,y(s))ds ist differenzierbar, weil s — F(s,y(s)) stetig ist. Also ist y diffe-
fo

fo
renzierbar, y'(t) = 0+ F(t,y(t)) fiir alle t und y(to) = yo +/ F(s,y(s))ds = yo.
fo

> = /F(s,y(S))dS: y'(s)ds = y(t) —y(to) = y(t) — vo- -

to to

Bei genauem Hinsehen bemerkt man, dass wir in Lemma 5.2.4 folgende (eigentlich selbstverstdandliche)
Definition benutzt haben.

5.2.5 Definition
Essei I C R einIntervall, a,b € I und v : I — R", v = (x9,...,%,) stetig.

/:’Y(s) ds = (/ﬂbxl(s) ds,...,/ﬂhxn(s)ds)

Im Folgenden brauchen wir eine kontinuierliche Version der Dreiecksungleichung;:

[ < [ Ineas

Beweis: Idee: Approximiere 7y durch Treppenfunktionen (mittels Approximation von jedem x; durch Trep-
penfunktionen). Dann wird | ub v(s)ds durch endliche Summen approximiert. Wendet man auf jede dieser
Summen die Dreiecksungleichung an und geht zum Limes tiber, folgt die Behauptung. Siehe z.B. Konigs-

5.2.6 Lemma

Mit I, a, b, v wie oben gilt: ‘

berger, Analysis I, das Lemma nach Satz 2 in Kapitel 12.2, sowie Kapitel 11.3. O

Beweis (Satz von Picard-Lindeldf, globale Version): Wir nehmen zunéchst an, dass I kompakt ist. Es sei
X = (C(LR"),[ [lsup) mit C(I,R"):={y:I—R":y stetig }

mit der Norm ||y|[sup = sup,c; [ly(t)]|. AuBlerdem sei T : X — X die Abbildung mit (Ty)(t) = yo +
/; tg F(s,y(s)) ds. Um die Anzahl der Klammern zu reduzieren, schreiben wir Ty statt T(y).
Nach Lemma 5.2.4 gilt:

Losen der Differentialgleichung () <  Finden eines y € X mit Ty =y

1. Schritt: Verwende den Fixpunktsatz direkt! X ist vollstandig. Dies ist eine Verallgemeinerung von Satz
1.3.11, die man genau wie diesen Satz beweist (hierbei wird wesentlich verwendet, dass R" vollstandig ist).
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Falls wir zeigen konnen, dass T eine Kontraktion ist, sind wir fertig. Wir miissen also zeigen, dass es ein
M € R mit M < 1 gibt, fiir das gilt:

Vy,z€ X [Ty — Tzllsup < M|y — z||sup
Was heifit das? Seien also y,z € X, das heif$t, es sind Abbildungen v,z : I — R”, und dann ist
ITy = Tzllsup = sup | (Ty) () — (T2)(1)]|  (Norm in R") und
tel

t t t

Fls,2(9)ds) = [ [F(s,9(5)) = F(s, ()] ds,

to

(Ty)(t) — (T2)(t) = (yo + /

to

E(s,y(s)) ds) — (o + /

fo
also folgt mit Lemma 5.2.6

I1y)6) = =)0 = | [ #ts 60  Fls o))

t
< t [[F(s,y(s)) = F(s,z(s)) |l ds < |t = to[ - L - |y = 2[[sup
O < Lfly(s)=z(s)|| < L-lly—zllsup

Daraus folgt nun

Ty — Tzllsup < sup |t —to|L-[ly —zllsup < (Lénge vonI)- L[|y —z[|sup
tel e E—
=M
Notation: Statt Lénge des Intervalls I schreiben wir kurz: |I|. Der Fixpunktsatz ist anwendbar, falls M =
[I|L <1 ist.

Also: Falls |I] < %, dann sind wir fertig.

2. Schritt: Wie zeigt man den Satz, falls |I| > % ist?

Am einfachsten so: Sei I = [4,b]. Um die Losung rechts von f, also in [tg,b], zu konstruieren, wihle
(fo<)hi <t <tz3<...<ty=bsodassfirallei=1,... Ngilt t;—t; 1 < % Wir erhalten nun y auf
[to, b] wie folgt:

1. Wir 16sen iy’ = F(t,y) auf [to, t1] mit der AB y(ty) = yo (nach dem gerade Bewiesenen) und erhalten
yor = y(h).
2. Wir 16sen y' = F(t,y) auf [t,t;] mit der AB y(t1) = yo1 und erhalten yo, == y(t2).

3. Wir fahren so fort, bis wir bei ty = b ankommen.

y ist an den Stellen t; differenzierbar, da es links- und rechtsseitig differenzierbar ist und beide Ableitungen
gleich F(t;,yo;) sind. Daher ist es eine Losung der Differentialgleichung auf [fo, D] .
Analog konstruiert man die Losung links von fy.

Mit diesem Verfahren folgt auch die Eindeutigkeit der Losung auf ganz I, da nach dem Fixpunktsatz
die Losung zundchst auf [fo, t1] eindeutig bestimmt ist, dann der Wert bei #; wiederum mittels des Fix-
punktsatzes die Losung auf [t, f;] eindeutig bestimmt etc.

3. Schritt: Es bleibt noch der Fall eines nicht-kompakten Intervalls I zu untersuchen. Dies geht mit
folgendem Standardtrick (Ausschopfung durch kompakte Teilmengen): Wir wéhlen kompakte Intervalle
hHchc...clmitl=Ug Lkundtye; (z.B. Iy = [-kKk] fir I = R und ) = 0) und wenden
das schon Bewiesene auf jedes I an. Wir erhalten Losungen vy, definiert auf I, fur k = 1,2,.... Fir
t € I setzen wir nun y(t) = yi(t), wobei k so gewdhlt ist, dass t € I;. Obwohl man fiir k hier viele
Moglichkeiten hat, ist dies konsistent definiert, denn fiir k < k’ ist I C I; und daher miissen yy, v auf I
iibereinstimmen, wegen der Eindeutigkeit auf ;. Die Eindeutigkeit auf I folgt genauso. O
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Verfahren: Der Beweis des Satzes liefert auch ein Verfahren, wie man die Losung »findet«, d.h. mit belie-

biger Genauigkeit berechnen kann, zumindest unter der Bedingung |I| < %:

1. Wiahle y; € X beliebig.
2. Berechne y, = Ty .

3. Berechne y3 = Tys.

Fiir n — oo konvergiert dann die Folge der y, gleichméafig gegen y! Dies folgt aus dem ersten Teil des
Beweises und dem Fixpunktsatz.

Bemerkung: Hier sind zwei alternative Zuginge zum Fall |I| > %:

(1) Man zeigt durch wiederholtes Abschitzen der Integrale (Ubung!), dass fiir N € N gilt:

I|L)N
Vy,Z € X: ||TNy - TNZHsup < ( I|\]') Hy - ZHSUP

wobei TN die N-te Verkettung von T bezeichnet, also T2=ToT,T>=ToToT etc. Aus %j I\H—w>

0 fiir alle C folgt, dass TV fiir geniigend grofe N eine Kontraktion ist. Damit folgt die Behauptung
aus der Erweiterung des Fixpunktsatzes, die besagt, dass letzteres schon als Bedingung an T gentigt
(Ubung).

Dieser Beweis funktioniert nur fiir endliche Intervalle.

(2) (Ein sehr hiibscher Trick.) Statt der Supremumsnorm auf C(I,IR") verwendet man eine sogenannte
gewichtete Supremumsnorm. Das heifit, fiir eine (spéter zu wihlende) Funktion h : I — (0, o)
definiert man y : I —+ R durch

Iyl = sup k() |y ()|
tel

Man sieht dann leicht (analog zur {iblichen Supremumsnorm), dass dies eine Norm auf dem Raum
X, ={y:I—=R": yiststetig und ||y||, < oo}

ist. Die Vollstandigkeit von X} zeigt man dhnlich wie bei Satz 1.3.11. Analog zur Rechnung im

gegebenen Beweis, aber nun mittels h(s)||y(s) — z(s)|| < |ly — z||p, also |ly(s) —z(s)|| < M,

h(s)
erhélt man: -
1Ty — Tzlly, < uy—zuthuph(f)(/ Ll
tel ty 11(s)

Das Erstaunliche ist nun, dass man die Gewichtsfunktion & so wihlen kann, dass
t
1
L su h(t)'/ —ds’ <1
ier Ly G)
ist. Man kann zum Beispiel h(t) = e 2Ll wihlen.

Dieser Beweis gibt zusatzliche Informationen (falls I unbeschrankt ist): Zum einen konvergiert die
Iterationsmethode gleichmassig auf ganz I (allerdings nicht beziiglich der Supremumsnorm, son-

dern beziiglich der Norm || ||, diese Aussage ist schwécher, da h(t) Iote, 0); auBerdem wéchst die

Losung y fiir |¢| — co hochstens wie Ce?H!, da sie ja in X;, liegt — dieses liefe sich noch leicht zu

Cge(L'*'E)“ ‘ , € > 0 beliebig, verbessern.

Eine Feinheit: Damit tiberhaupt T : X;;, — X gilt, braucht man eine Bedingung an F (als Ersatz
fiir die Kompaktheit von I). Zum Beispiel reicht (fiir das angegebene ) folgende Bedingung aus:
t— F(t,10) ist beschrankt auf I.

Frage: Was bedeutet die Lipschitz-Bedingung? Wie priift man sie nach? Ist sie in den wichtigsten Beispielen
erftllt?
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Nachpriifen ldsst sich die Lipschitz-Bedingung meist am einfachsten mit dem folgenden Lemma.

5.2.7 Lemma

Sei n =1. Sei F(t,y) differenzierbar in y fiir jedes t. Sei L € R. Dann gilt:

F ist Lipschitz-stetig bzgl. y mit Lipschitz-Konstante L <= V& y: g—i(t, y)‘ <L

Hierbei bedeutet 3—5 die Ableitung von F, bei festem t als Funktion von y betrachtet. Man nennt dies
auch »partielle Ableitung« von F nach y. Fiir n > 1 werden wir in Lemma 7.2.5 eine dhnliche Bedingung
kennenlernen.

Beweis: Dies ist gerade Satz 1.3.7. O

Betrachten wir nun einige unserer einfachsten Beispiele von Differentialgleichungen.
Beispiele: Sei n = 1.
M)y =y
Also F(t,y) =y und g—ly: = 1, somit Lipschitz-stetig beztiglich y fir t € R.
Losung: y(t) = Ce' (definiert fiir alle t € R, wie nach Satz 5.2.3 zu erwarten).
@y =y

Also F(t,y) = y* und 3—5 = 2y, somit nicht Lipschitz-stetig, da unbeschrédnkt fiir y € R (egal auf

welchem t-Intervall)!

Losung: y(t) = % (existiert nicht fiir alle t!).

B Y=y (y=0)

oF 1 y—=0 o . . .
Also F(t,y) = und — = — 00, somit nicht Lipschitz-stetig!
(by) = Vyund 5o =57 p 8
Ht—c)? firt>c
Losungen: y =0 und y, = (fur alle c € R).
fur t<c

Nicht eindeutig: Das AWP y(0) = 0 hat die Losungen y = 0 und y., ¢ > 0.

Fazit: Die Lipschitz-Bedingung ist fiir wichtige Beispiele nicht erfiillt, und die Aussage des globalen Satzes
von Picard-Lindelof trifft nicht auf diese Beispiele zu.

Wir befassen uns nun eingehend mit dem Phanomen des Beispiels i’ = y?. Das ist zwar nicht Lipschitz-
stetig fiir y € R, aber fiir beschrénkte y schon. Das fiihrt auf eine wichtige neue Idee:

Die Idee der Lokalitit: Oft sind wichtige Eigenschaften von Gleichungen, Funktionen etc. nur
»lokal«, d.h. in geeigneten Umgebungen beliebiger Punkte, erfiillt. Das fiihrt dann zu lokalen
Schlussfolgerungen.

In einem zweiten Schritt (oft mit Hilfe von Kompaktheitsargumenten) kann man manchmal aus
den lokalen Ergebnissen auf globale schliefsen.
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5.2.8 Definition
Sei Q CRXxR" und F: Q — R", (t,y) — F(t,y) stetig.
F heifit lokal Lipschitz-stetig bzgl. y, falls es zu jedem p € Q) eine Umgebung U gibt, so dass
Fluna Lipschitz-stetig bzgl. y ist.

Hierbei heit U C R"*! Umgebung von p, wenn ein r > 0 mit K,(p) C U existiert.
Diese Bedingung ist »meist« erfiillt:

5.2.9 Lemma
Sei n = 1 und ) offen. Angenommen, 3—5 existiert auf () und ist dort stetig. Dann ist F lokal

Lipschitz-stetig beziiglich y.

Eine analoge Aussage gilt fiir n > 1 (wenn wir erst einmal Ableitungen in hoheren Dimensionen definiert
haben ...)

Beweis: Zu p € ) wihle r > 0 mit K,(p) C Q. Sei K die abgeschlossene Kugel um p vom Radius .

Dann ist K kompakt und in () enthalten. Also hat 3—5 auf K ein Maximum L, und nach Satz 1.3.7 ist F auf
K Lipschitz-stetig (mit Lipschitz-Konstante L). O

Beispiel: F(y) = y* (auf Q@ = R x R) und F(y) = /7 (auf Q = R x (0,00)) sind lokal Lipschitz-stetig
beztiglich y.

5.2.10 Satz (Picard-Lindelof, lokale Version)

Sei O C R"! offen und F : QO — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Dann gibt es zu
jedem (tg,y0) € Q ein 6 > 0, so dass das AWP

Y =E(ty) ylto) =y
eine eindeutige auf (fy — J, ty + J) definierte Lésung hat.
Beweis: Sei nun also (fo,y9) € Q, r > 0 und L > 0, so dass K (g, y0) C Q und F auf K,(fy,yo) Lipschitz-
stetig bzgl. y mit der Lipschitz-Konstanten L ist. Wahlt man ein p > 0 mit Q := [ty — p, to + p] x K,(yo) C

Ky (to,yo) — dies ist nach Pythagoras sicherlich fir /o2 4 p% = V2p < r erfiillt -, so gilt fiir alle t €
[to — p,to + p] und alle v € K, (yo):

IE(ty) = F(t,2)| < Ly —z|

Sei M = (m)ax |E(t,y)|. Das Maximum existiert, da Q kompakt und F stetig ist.
ty)eQ

Wiéhle nun § > 0 mit 6 < p, § < % und § < % Die erste Bedingung stellt sicher, dass F(t,y) fiir
t € [to—6,to+ 6] definiert ist, die zweite, dass (siehe unten) T den Raum X in sich abbildet und die dritte,
dass T eine Kontraktion ist.

Wir verfahren nun dhnlich wie im Beweis des globalen Satzes von Picard-Lindel6f: Sei

X:={y:[to—0,tg+0] = R": yiststetig, y(t) € Ky(yo) fur alle ¢},
versehen mit der Supremums-Norm. Die Einschrankung an die Werte von y brauchen wir, da wir nur fiir
diese Werte eine Information iiber F(t,y(¢)) haben.
X ist vollstandig. Dies zeigt man wieder wie in Satz 1.3.11. Wesentlich hierbei ist, dass K,(yo) abge-
schlossen und damit vollstandig ist. Wir wollen nun wieder

T:X—=X, (Ty)(t) = y0+/tF(s,y(s))ds
to
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betrachten. Finden wir einen Fixpunkt von T, sind wir fertig.
Doch halt: Zunéachst ist zu kldren, warum T tiberhaupt den Raum X in sich abbildet, d.h. warum aus
y € X auch Ty € X, also (Ty)(t) € Ko(yo) fiir alle t € [ty — 6, ty + 4] folgt! Dies sieht man so:

10 ol = | [ Fevenas] < [ 1Byl < -l < om < p
to to

weil wir § < £ gewihlt hatten. Schliefllich rechnet man wie im Beweis des globalen Satzes von Picard-

Lindelof, dass
||Ty—TZHsup < HV_Z”sup sup |t —to|L < ||]/_ZHsup5L/
te[tofé,toﬂi]

und wegen 6L < 1 ist T eine Kontraktion. Also ist der Fixpunktsatz anwendbar und gibt die Behauptung.O

Nattirlich ist es etwas unbefriedigend, dass die Losung nur lokal existiert. Im Allgemeinen kann man nicht
viel tiber das 4 in Satz 5.2.10 sagen. Man kann das Definitionsintervall aber »so grof$ wie moglich« machen.
Was heifit das genau?

5.2.11 Definition
y: I — R" heiflit maximale Lésung von y’ = F(t,y), falls gilt:
Wenn | O I und z: ] — R" Losung ist mit z; =y, dann folgt | = I.

Mit anderen Worten: Der Definitionsbereich einer maximalen Losung kann nicht vergrofert werden, wenn

sie weiter Losung bleiben soll.

5.2.12 Satz
Sei O C R"*! offen und F: Q) — R” stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y.
Dann gibt es durch jedes (to, o) € () genau eine maximale Losung von y' = F(t,y).
Ihr Definitionsbereich ist ein offenes Intervall.

Zum Beweis brauchen wir eine etwas stiarkere Form der Eindeutigkeit als im lokalen Satz von Picard-

Lindelof gegeben:

5.2.13 Lemma (Globale Eindeutigkeit)

Sei O C R™! offen und F : QO — R” stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Sind y, zwei auf
einem Intervall I definierte Lésungen von y' = F(t,y) und gilt y(ty) = 7(to) fiir ein tp € I, so
folgt y = 7 auf I.

Beweis: Sei t1 = sup{t € I : y(t) = 7(t)}. Wir zeigen zunidchst, dass #; entweder der rechte Rand-
punkt von [ ist oder nicht in I liegt. Das analoge Argument mit den Werten links von t( ergibt dann die
Behauptung.

Angenommen, t; € I, aber #; ist nicht der rechte Randpunkt von I. Dann folgt aus der Stetigkeit von
Y, 7, dass y(t1) = #(#1), und dann aus Satz 5.2.10, dass ein § > 0 existiert mit [ty — J,#; + 6] C I und
y(t) = §(t) auf [t; — 6, t; + 4]. Dies steht im Widerspruch zur Definition von #;. o

Beweis (von Satz 5.2.12): Sei I = [J{I' : I’ offenes Intervall und es gibt eine Lésung y,; auf I’ }. Diese
Notation ist gerechtfertigt, da es nach Lemma 5.2.13 auf jedem Intervall I’, das t; enthélt, hochstens eine
Losung durch (fo,yo) gibt. Fiir t € I setze y(t) = yp(t), wobei I’ so gewdhlt ist, dass t € I'.

Wir miissen zundchst zeigen, dass dies eine konsistente Definition ist (man sagt auch, dass y »wohldefi-
niert« ist), das heift: Falls t € I’ und t € I”, so y(t) =y (t).
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Beweis hiervon: ty € I’ und ty € I”, somit [ty,t] C I’ N 1", da beides Intervalle sind. Aus der Eindeutigkeit
auf [to, t] (Lemma 5.2.13) folgt dann y, (t) =y (¢).

Also ist y : I — R"” wohldefiniert. y ist eine Losung, da jedes y;; eine Losung ist. I ist als Vereinigung
offener Mengen offen.

y ist eindeutig, da jede maximale Losung unter den y;; vorkommen muss, also durch y fortgesetzt wird,

also wegen der Maximalitét gleich y sein muss. ]

Zusammenfassung

Der globale Satz von Picard-Lindelof liefert die Existenz und Eindeutigkeit der Losung eines Anfangswert-

roblems
P v =F(ty), ylt)=yo

unter der Annahme, dass F (global) Lipschitz-stetig bzgl. y und fiir alle y € R" definiert ist.

Diese Bedingung ist in Einzelféllen erfiillt, jedoch fiir viele interessante Gleichung ist sie nicht erfiillt.
Der lokale Satz von Picard-Lindelof liefert Existenz und Eindeutigkeit unter der wesentlich schwacheren
Bedingung, dass F nur lokal Lipschitz-stetig bzgl. v ist. Hierfiir geniigt es schon, dass F bzgl. y stetig
differenzierbar ist. Diese Bedingung ist fiir die meisten Differentialgleichungen von Interesse erfiillt.

Der Preis fiir diese groiere Allgemeinheit ist, dass die Losungen im Allgemeinen nur lokal existieren, d. h.
nicht auf demselben Intervall von ¢-Werten, fiir die F definiert ist (dies kennen wir schon vom Beispiel
V=9

Der globale Satz lasst sich durch Umformulierung der Differentialgleichung in ein Fixpunktproblem
mittels des Fixpunktsatzes beweisen. Der lokale Satz ebenfalls, aber die technischen Details sind dabei
etwas komplizierter.

5.3 Stetige Abhidngigkeit von Anfangswerten und Parametern

Fiir die Anwendungen (und auch innerhalb der Mathematik) ist es wichtig, zu wissen, wie sich die Losung
einer Differentialgleichung dndert, wenn man den Anfangswert oder die Gleichung selbst kontinuiertlich

andert.

Beispiel (Abhingigkeit vom Anfangswert): Wir betrachten das Anfangswertproblem iy’ = y, y(0) = yo
fiir ein yp € R. Die Lésung kennen wir bereits: y(t) = yge'.
Die Abhéngigkeit der Lésung vom Anfangswert yo: Sei § = foe'. Dann §(t) — y(t) = (o — yo)e'.

Fiir grof8e Zeiten laufen zwar die Losungen weit auseinander, aber auf jedem beschrankten Zeitintervall
gilt 7 — vy (gleichmafig) fiir jo — yo.

Beispiel (Abhingigkeit von Parametern): Wir betrachten das Anfangswertproblem y' = ay, y(0) = 1 fiir
ein a € R. Die Losung ist bereits bekannt: y(t) = .

Die Abhédngigkeit der Losung vom Parameter a: Wieder laufen die Losungen fiir verschiedene Werte von
a auseinander, wenn { — co oder f — —oco, hdngen aber wie im vorigen Beispiel fiir beschrankte t in
gleichméfiiger Weise stetig von a ab.

Bemerkung: Das Verhalten von Losungen von Differentialgleichungen fiir + — oo und die Abhédngigkeit
dieses Verhaltens von den Anfangswerten wird in der Theorie der dynamischen Systeme untersucht.
Von jetzt an betrachten wir nur autonome Systeme. Da diese als Vektorfelder verstanden werden konnen,
schreiben wir V(y) statt F(y).
Dies ist keine Einschrankung der Allgemeinheit, denn dhnlich zu Satz 2.2.3 kann man leicht zeigen,
dass jedes nicht-autonome System in n Dimensionen dquivalent ist zu einem autonomen System in n + 1
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Dimensionen. (Allerdings ist diese Reduktion nicht immer sinnvoll, zum Beispiel bei linearen Systemen mit
variablen Koeffizienten. Diese sollte man nicht als autonome Systeme in einer Dimension mehr betrachten,
da sie dort nicht-linear sind - ein Verlust an Information.)

Im folgenden sei stets U C R” offen und V : U — R" lokal Lipschitz-stetig. Wir erinnern uns, dass
Integralkurven von V gerade Losungen von y' = V(y) sind.

Eine grundlegende Eigenschaft autonomer Systeme ist:

5.3.1 Lemma (Zeitverschiebung)
Sei y : I — U eine maximale Integralkurve des Vektorfeldes V : U — R".

(1) Fiir jedes ¢ € R" ist y.(t) := y(t —c), definiert auf {t: t —c € I}, auch maximale Integralkur-

ve.

(2) Ist z : ] — U eine weitere maximale Integralkurve und gibt es r,s € R mit y(r) = z(s), so
folgt z =ys—,also Vi: z(t) =y(t —s+r)und J={t: t —s+rel}.

Die Orbits von y, z in (2) sind gleich, nur der »Fahrplan« ist um s — r verschoben.
Konsequenz: Kennt man fiir ein autonomes System die Losungen mit bei ty = 0 gegebenem Anfangswert,
so kennt man auch die Losungen fiir beliebiges ty. Daher werden wir meist nur ty = 0 betrachten.

Beweis:

(1) Eine kleine Rechnung;:
y()=Fy®t) = y(t)= %(W =) =1y (t—c) =F(y(t—c)) = F(yc(t))

(2) Die maximalen Losungen z und ys—, haben bei t = s denselben Wert z(s) = y(s — (s — 1)) = y(r),
sind also gleich. ]

Bemerkung: (1) oder (2) im Lemma gilt & Das DGL-System ist autonom.

Um die Abhédngigkeit der Losungen von Anfangswerten und Parametern zu untersuchen, brauchen wir
eine parameterabhiangige Version des Banachschen Fixpunktsatzes.

Frage: Sei X vollstindiger metrischer Raum und T : X — X eine Kontraktion. Wie dndert sich der Fix-
punkt von T, wenn man T &ndert?
Zunichst: Wie beschreibt man mathematisch eine Anderung von T? ~ Durch Einfiihren eines »Parame-

terraumes« Y.

5.3.2 Satz (Fixpunktsatz mit Parametern)
Seien X,Y metrische Rdume und X vollstindig. Zudem sei T: X X Y — X, und zu y € Y schreibe
Ty : X — X mit Ty(x) = T(x,y).
Angenommen es gilt:

(1) Esexistiertein L <1,sodass V.V : dx(T,x, Tyx') < Ldx(x,x').
yeY xx'eX

(2) Fiirjedes x € X ist T(x, -) : Y — X stetig.

Fiir jedes y € Y sei py, der eindeutige Fixpunkt von Tj,.
Dann ist die Abbildung Y — X, y — p, stetig.
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Bedingung (1) sagt, dass jedes Ty eine Kontraktion ist, gleichméafSig beziiglich y; das heifst: die Kontrakti-
onskonstante kann unabhéangig von y gewahlt werden.
Bedingung (2) ist eine (recht schwache) Art, auszudriicken, dass T, stetig von y abhéngt.

Beweis: Esseien y,z €Y, p:=py, q:= pz,also p = Typ und g = T.q. Dann folgt

d(p,q) = d(Typ, Tzq) < d(Typ, Top) +d(Tep, Tzq) < d(Typ, Tzp) + Ld(p,q)

und daher L<l 1
d(p.q) =L-d(p,q) < d(Typ,Tzp) == d(p,q) < 7—7d(Typ, Tzp)

Sind nun z, — y in Y, so folgt (mit p = p,) wegen Bedingung (2):
1 o
d(Py/ Pzn) < ﬁd(TyP/ Tz, p) =20
also p, =, Py- O

Wir erinnern an die Annahmen fiir das Folgende:
U C R" offen
V : U — R" lokal Lipschitz-stetig

(Zur Erinnerung: Dann hat ' = V(y) eine lokale Losung fiir jedes gegebene y(0) = yo, wobei mit lokal
gemeint ist, dass y auf einem Intervall (=6, ) fiir ein 6 > 0 definiert ist.)

5.3.3 Definition (Fluss eines Vektorfeldes)
Zu yo € U sei vy, : I, — R" die maximale Lésung des Anfangswertproblems y' = V(y), y(0) =
Yo- Der Fluss von V ist die Abbildung
@ (t,y0) == vy, (t), definiert auf QO = {(t,y0) : t € Ly,, yo € U} C R,
also ®: ) — U C R".
Im (hédufigen) Idealfall, wo alle Losungen fiir alle Zeiten definiert sind, ist also ® : R x U — U.
Ist V das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Stromung, so beschreibt ® wirklich das Flieflverhalten

der Stromung: Ist etwa K C U ein Farbtropfen, den man zur Zeit t = 0 ins Wasser fallen ldsst, so zeigt
PO(t,K) == {P(t,y) : y € K} die Form des Tropfens nach der Zeit ¢ an.

5.3.4 Satz (iiber die stetige Abhingigkeit von Anfangswerten)
Mit () und & wie oben gilt:
(1) Die Menge () ist offen.

(2) Die Abbildung ® ist stetig.

Beweis: 1. Schritt: Behauptung: Sei p € U. Dann gibtes § > 0 und r > 0, so dass fiir jedes yy € K,(p) die
Losung 7y, auf dem Zeitintervall (—d,0) existiert, und @ : (—9,9) x K;(p) — U ist stetig.

Beweis: Wir erinnern uns daran, welche Form y(t) hat, wenn es Losung mit Anfangswert y, ist: Man
konnte y als Fixpunkt einer Kontraktion T darstellen:

y(t) = yo + /0 V (y(s)) ds = (T(y,y0))(¢)

Statt wie vorher (Ty)(t) zu schreiben und yy zu fixieren, wollen wir nun vy, als Parameter von T auf-
fassen. Wir schreiben also (T(y,yo)) (t) oder (Ty,y)(t). Wir wollen den Fixpunktsatz mit Parameter auf T
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anwenden. Dazu miissen wir zundchst geeignete Rdume X und Y finden, so dass erstens T den Raum
X X Y nach X abbildet und zweitens eine Kontraktion bzgl. des ersten und stetig bzgl. des zweiten Argu-
ments ist, wie im Satz oben.

Wie findet man geeignete X, Y? Y sollte eine Menge von Anfangsbedingungen vy nahe p sein. X sollte
eine Menge von Funktionen y : (—J,d) — U sein. Wenn ¢ gentigend klein ist, wird — mittels einer Schranke
an ||V]| —auch (Ty,y)(t) nahe an yo liegen. Wichtig hierbei ist, dass (Ty,y)(t) dabei die Menge U nicht
verldsst. Schliefslich brauchen wir fiir die Vollstandigkeit von X noch, dass es durch eine Einschrankung der
Art y(t) € KVt definiert ist, mit K abgeschlossen. Diese Uberlegungen fiihren z. B. zu folgendem Beweis.

Da U offen ist, gibt es ein ¥ > 0 mit K4,(p) C U. Da V lokal Lipschitz-stetig ist, konnen wir r sogar so
wihlen, dass V auf Ky, (p) Lipschitz-stetig ist. Sei L die Lipschitz-Konstante. Da ||V|| eine stetige Funktion
auf der kompakten Menge Ky, (p) ist, gibt es ein M > 0 mit |V (y)|| < M fiir alle y € Ky,(p). Wéhle nun
6 >0 mit M < r und 6L < 1. Setze

X =C((~4,), Kz (p))

Y =K (p)
wobei X mit der Supremumsnorm versehen ist. Dannist T: X x Y — X, da fiir y € X,yo € Y sicherlich
T(y,yo) stetig ist sowie fiir t € (—J,6) gilt

t
(T (v, y0)) () = pll < (T (¥, 50))(8) = yoll + [lyo — pll <l /0 V(y(s))ds|| +r <oM+r<2r

Weiterhin ist Bedingung (2) von Satz 5.3.2 offensichtlich erfiillt, und Bedingung (1) gilt mit L ersetzt durch
0L < 1, denn dieselbe Rechnung wie im Beweis von Picard-Lindelof ergibt fiir y,z € X, yp € Y

IT(y,y0) = T(2,y0)llsup < SL ||y — zllsup

(yo kiirzt sich heraus!). SchlieSlich ist X vollstandig.
Der Fixpunktsatz mit Parameter ist also anwendbar und sagt, dass es zu jedem yy € Y eine auf (—J,9)
definierte Losung 7y, mit Anfangswert yo gibt, und dass die Abbildung Y — X, yo — 7y, stetig ist.
Ubung: Zeigen Sie, dass die letzte Aussage die Stetigkeit der Abbildung @ : (t,y0) — 7y, (t), (=6,6) x
Y — U impliziert.
Damit ist die Behauptung des ersten Schritts bewiesen.
2. Schritt: Zeige, dass die Behauptung des Satzes aus dem ersten Schritt folgt. Ubung! O

Bemerkung: Falls V aufler von y noch von Parametern stetig abhéngt, so ist auch @ stetig beziiglich
dieser Parametern. Um dies zu zeigen, muss man den Beweis oben nur leicht modifizieren: Im Wesentlichen
ersetzt man den Raum Y durch einen Raum Y x Y/, wobei Y’ der Raum der zusitzlichen Parameter ist.

a-t

Ein Beispiel findet man in der uns bekannten Gleichung y’ = a -y, deren Losung y(t) = c- e’ ist.

Offensichtlich ist y auch stetig beziiglich a. Genauer gesagt ist y stetig in (c, a, ).

Eine wesentliche Erweiterung dieser Aussagen besteht darin, dass ® sogar differenzierbar ist und auch
differenzierbar von Parametern abhiangt, wenn V' dies tut. Dies ist etwas schwieriger zu zeigen (siehe z. B.
Konigsberger, Analysis 2, Kapitel 4.6). Den Begriff der Differenzierbarkeit fiir eine Abbildung, die von
mehreren Variablen abhidngt, werden wir auch erst spéter in dieser Vorlesung kennenlernen.

5.4 Integralkurven und Orbits von Vektorfeldern

In diesem Teil betrachten wir einige Eigenschaften von Integralkurven von Vektorfeldern und deren Orbits.
In den allermeisten Fillen kann man ein System y’ = V(y) nicht explizit losen. Trotzdem méchte man
gerne Informationen tiber die Losungen bekommen (iiber deren Existenz und Eindeutigkeit hinaus), zum
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Beispiel ob sie beschrankt oder unbeschréankt sind, ob sie fiir alle Zeiten existieren, ob sie periodisch sind.
Manchmal kann man zwar nicht die Losungen (also Integralkurven), wohl aber deren Orbits bestimmen,
also die Menge {y(t) : t € I'}: Das heiflt, wo y sich entlangbewegt, aber man kennt den Zeitplan nicht.

Im Folgenden sei U eine offene Teilmenge des R” und V : U — R” lokal Lipschitz-stetig. Wir betrachten
also autonome Systeme.

5.4.1 Definition
Ein Orbit des Vektorfelds V ist der Orbit einer maximalen Integralkurve von V.
Das Phasenportrait von V ist die Menge der Orbits von V (oder auch nur eine Skizze davon).

5.4.2 Satz

Sei V ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf der offenen Menge U C R". Dann bilden die Orbits
von V eine Zerlegung von U. Das heifst:

(1) Die Vereinigung aller Orbits ist U.

(2) Je zwei verschiedene Orbits sind disjunkt.

Beweis: Im Grunde handelt es sich hierbei nur um eine Umformulierung des Existenz- und Eindeutig-
keitssatzes:

(1) Zujedem yo € U gibt es eine Integralkurve, deren Orbit yy enthélt (Existenz von Losungen).

(2) Zwei Orbits, die sich schneiden, sind schon gleich (Eindeutigkeit), denn:

Seien y,z zwei Losungen, deren Orbits sich schneiden. Das heifst, dass r,s € R existieren, so dass
y(r) = z(s). Nach dem Lemma zur Zeitverschiebung folgt fiir alle ¢: z(t) = y(t —s +r). Da es sich
hier nur um eine Reparametrisierung handelt, sind die Orbits von y und z gleich. ]

Beispiel: Die Orbits der Losungen des Gleichungssystems

Y=-y y=x
sind alle Kreise um den Ursprung (mit x,y auf den Achsen), und der Ursprung — dieser entspricht der
konstanten Losung x = 0, y = 0. Siehe das Beispiel in Abschnitt 2.2.

Beispiel: Wir betrachten die Gleichung i’ = y. Sie entspricht dem Vektorfeld V(y) = y auf R. Die Losung
kennen wir schon, aber die Orbits der Losungen kénnen wir auch ohne deren Kenntnis aus der Zeichnung
ablesen: Die Menge {0} und die Halbachsen (—o0,0) und (0, c0). Diese entsprechen den Losungen y(t) =
Ce'! mit C =0, C < 0, C > 0 (in dieser Reihenfolge). Beachte, dass samtliche Losungen mit C > 0
denselben Orbit haben.

Einen ersten Uberblick {iber die Form der Orbits liefert der folgende Satz:
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5.4.3 Satz
Jeder Orbit O von V hat einen der drei folgenden Typen:

(1) Er besteht nur aus einem Punkt p; dann ist V(p) = 0, und die zugehorigen Integralkurven

sind konstant: y(t) = p fiir alle t € R.

(2) Er besteht aus einer geschlossenen Kurve (die nicht nur ein Punkt ist), das heif$t: Fiir jede Inte-
gralkurve y von V mit diesem Orbit gilt:

> y ist auf ganz R definiert.
> Es existiert ein ¢ > 0 so, dass fiir alle € R gilt: y(t) = y(t +¢), aber y(s) # y(t) fiir
t<s<t+c.

(3) Er ist der Orbit einer injektiven Integralkurve y von V, das heiflt t #s = y(t) # y(s).

In den letzten beiden Féllen gilt auBerdem V(p) # 0 fiir alle p € O.

Einen Punkt p mit V(p) = 0 nennt man kritischen oder stationdren Punkt von V. Die Zahl c in Fall (2)
heifst Periode des Orbits.

Beweis: Sei y eine Integralkurve von V. Wir betrachten zwei Fille:
(1) 3to:y/'(tg) = 0. Setze p := y(tp). Dann folgt V(p) = V(y(ty)) = y'(tp) = 0. Die Kurve z mit z(t) = p
ist dann eine Losung, und mit dem Lemma zur Zeitverschiebung folgt:

(Orbit von y) = (Orbit von z) = {p}

Also eine Menge, die nur aus einem Punkt besteht. Also Fall (1).

(2) Vt:y'(t) # 0. Man kann weiter unterscheiden:
(a) vy ist nicht injektiv, das heiffit 3ty # sp : y(to) = y(so).

Mit dem Lemma zur Zeitverschiebung folgt dann, dass fiir alle { im Definitionsbereich gilt:
y(t) = y(t+C), wobei C = sy — to. Das hei8t, dass y periodisch ist. Sei P = {p > 0 :

Es gilt y(t) = y(t + p) fiir alle t}. Die Menge P hat ein kleinstes Element (Ubung). Nenne dies
c. Also Fall (2).

(b) vy ist injektiv, das ist Fall (3).

Wir betrachten den Fall (3) etwas genauer:
5.4.4 Satz
Sei y : (¢, p) — U eine injektive maximale Integralkurve des Vektorfelds V. Dann gilt:

(i) Falls B < oo, so verldsst y jede kompakte Teilmenge von U fiir t — f—, d.h.:
Fiir jede kompakte Menge K C U und jedes v < B gibt es ein t € (7, f) mit y(t) ¢ K.

(ii) Falls der Grenzwert p = linl} y(t) existiert und in U liegt, so folgt B = oo, und p ist ein
t—

stationédrer Punkt von V, d.h. V(p) = 0.

Analoges gilt fiir «.
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Beweis:
(i) Angenommen, die Behauptung wiére falsch. Das heifst, es existiert ein kompaktes K C U und ein ¢ <
so, dass fiir alle t € (v, B) gilt: y(t) € K. Wir wollen zeigen, dass y dann keine maximale Losung ist.

Da V stetig ist, ist auch || V|| stetig und damit beschrankt auf der kompakten Menge K. Also gibt es ein
M € R, so dass fiir alle x € K gilt: ||V (x)] < M.

Wihle ein beliebiges ty € (7, ). Da v/ = V(y) gilt, folgt
t

y(t) = y(to) + / V(y(s))ds, t€ (ap) ()

) B
Da |V(y(s))|| < M fiir alle s € (v, B) ist, existiert das uneigentliche Integral / V(y(s)) ds nach dem
Majorantenkriterium (angewendet auf jede Komponente), insbesondere ist fo
B t
/ V(y(s))ds = lim [ V(y(s))ds.
ty t=p— )

p

Definiert man also y(B) = yo + / V(y(s))ds, soist y auf («, B] stetig und erfiillt dort (*), und daher die
to

Differentialgleichung y' = V(y).

Dies steht im Widerspruch dazu, dass y auf («, ) eine maximale Losung ist.

(i) Da U offen ist, gibt es ¢ > 0 mit K := K¢(p) C U. Nach Definition des Grenzwertes verldsst y die
kompakte Menge K fiir t — f— nicht, also folgt f = oo nach (i).

Idee: Wire V(p) # 0, so wiirde y/(t) fiir groe ¢ immer ungefihr in Richtung V(p) zeigen und miisste
daher unbeschrénkt sein.

Genauer: Da V stetig ist, gilt tlLTO y'(t) = tlLTO V(y(t)) = V(p). Angenommen, es wire V(p) # 0. Dann
ist eine der Komponenten des Vektors V(p) ungleich Null. Sei etwa a := V;(p) > 0, der Fall a < 0 14uft
analog. Da V; stetig ist, gibt es ein ¢ > 0 mit Vj(x) > § fiir x € K¢(p). Wegen tli_{?oy(t) = p gibt es ein
to mit y(t) € Ke(p) fiir t > to. Aus y(t) = Vi(y(t)) folgt dann y/(t) > § fiir t > ty, und daraus durch
Integration 1 (t) > yq(to) + (t —to)5 fiir t > to. Damit ist y; fiir t — co unbeschrankt, im Widerspruch zu
Lim y(t) = p. O

Bemerkung: Es kann auch der Fall auftreten, dass § = oo, aber der Grenzwert tli_)ngo y(t) existiert nicht.
Wie kompliziert der Orbit dann sein kann, hangt von der Dimension ab (sagen wir U = R" der Einfachheit
halber):
> Falls n =1, so folgt y(t) — co oder y(t) — —oo fiir t — co.
> Falls n = 2, kann man zumindest beschrankte Orbits noch recht gut beschreiben: Ein beschrankter
Orbit ist entweder stationdr oder periodisch oder muss sich einem geschlossenen Orbit immer mehr
anndhern (falls es keine stationdren Punkte gibt; andernfalls gilt eine anderslautende, aber dhnli-
che Aussage). Das ist zwar komplizierter, aber immer noch recht tibersichtlich. (Referenz: Satz von
Poincaré-Bendixson)
Beispiel: Das Vektorfeld V(x,y) = (x —y — x(x> + y?),x +y — y(x*> + y?)). Schreibt man das zuge-
horige System von Differentialgleichungen
X =x—y—x(x?+1?)
Y =x+y -y +y?)
in Polarkoordinaten um — zur Erinnerung: diese sind mittels x = 7 cos ¢,y = r sin ¢ definiert —, erhalt
man das einfachere System
¥ =r(1—7?)
' =1
Die Gleichung fiir r ldsst sich leicht analysieren (siehe nédchstes Kapitel), und man sieht, dass sich
jeder Orbit, der mit einem r ¢ {0,1} startet, fiir + — co spiralformig dem Einheitskreis annghert.
Details als Ubung,.
> Falls n > 3, so kann der Orbit sehr kompliziert (chaotisch) aussehen. Beispiel zum Weiterlesen: Der
»Lorentz-Attraktor«.
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DerFall n =1
In einer Dimension hat man die einzelne Gleichung iy’ = V(y). Diese kann mittels Separation der Variablen
gelost werden: Nach Integration erhdlt man t = [ %y)dy, und die Losung erhdlt man durch Bilden

der Umkehrfunktion. Natiirlich muss man bei Nullstellen von V aufpassen, und das Integral und die
Umkehrfunktion kénnen eventuell nicht explizit berechnet werden.
Die Orbits und das qualitative Verhalten der Losungen lassen sich jedoch ganz ohne Rechnung angeben!

5.4.5 Satz
Sei U C R offen und V : U — R stetig differenzierbar. Die Orbits von V kann man wie folgt
beschreiben:

(1) Jeder Punkt p € U mit V(p) = 0 ist ein Orbit.

(2) Die Menge {y € U : V(y) # 0} ist eine hochstens abzdhlbare Vereinigung offener Intervalle.
Jedes dieser Intervalle ist ein Orbit.

Ist (a,b) eines dieser Intervalle und y : (¢, ) — (a,b) eine maximale Integralkurve mit Orbit
(a,b), so gilt, falls V > 0 auf (a,b):

t—a

limy(t) =a und limy(f) =05
t—pB

(Falls V < 0 auf (a,b), so vertauscht man hier 2 und b.)

Falls a € U, so ist &« = —co, und falls b € U, so ist f = 0.

Da nach Annahme V # 0 auf (a4,b), hat V nach dem Zwischenwertsatz dort konstantes Vorzeichen.
a = —oo und b = oo sind zugelassen (diese liegen aber nicht in U).

Beispiele:

(1) Im Beispiel V(y) = y sind die Orbits (—o0,0), {0}, (0,00). Alle Integralkurven sind auf ganz R
definiert. Dies folgt nicht aus dem Satz, wir wissen es aus der expliziten Losung y(t) = Ce!.

(2) V(y) = (y—a) - (y—b) hat die zwei Nullstellen a,b. Sei a < b. Die Orbits sind dann (—o0,a), {a},
(a,b), {b}, (b,0). Die zugehorigen Integralkurven sind nach dem Satz fiir die mittleren drei Orbits
auf ganz R definiert. Man kann zeigen, dass die anderen Integralkurven nicht fiir alle Zeiten definiert
sind. (Entweder durch explizite Losung oder durch Vergleich mit der Gleichung y’' = y?. Hier muss
man sich nattirlich erst einmal einen geeigneten Vergleichssatz tiberlegen.)

Beweis (von Satz 5.4.5): Da V stetig differenzierbar ist, ist es lokal Lipschitz-stetig. (1) haben wir schon
bewiesen. Da V stetig ist, ist U' = {y € U : V(y) # 0} offen. Jede offene Teilmenge von R ist eine
disjunkte Vereinigung abzahlbar vieler offener Intervalle. (Beweis: Erklare auf U’ eine Aquivalenzrelation
wie folgt: y1, 2 heiflen dquivalent, falls das Intervall zwischen y; und y, ganz in U’ liegt. Man sieht leicht,
dass die Aquivalenzklassen offene Intervalle sind, deren Endpunkte nicht zu U’ gehdren. Wahlt man in
jedem dieser Intervalle eine rationale Zahl, so erhilt man eine injektive Abbildung von der Menge dieser
Intervalle nach Q, also ist diese Menge hochstens abzéhlbar.)

Sei (a,b) eines dieser Intervalle. Sagen wir V() > 0 fiir alle t € (a,b), der andere Fall geht analog. Sei
Yo € (a,b), to € R beliebig und y : («,f) — U die maximale Integralkurve von V mit y(ty) = yo. Wir
zeigen zunéchst:

Behauptung: y(t) € (a,b) fiir alle ¢.
Beweis: Sonst muss nach dem Zwischenwertsatz y(ty) = a oder y(ty) = b sein fiir ein fy. Sagen wir
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y(tp) = b, der andere Fall geht analog. Insbesondere folgt b € U, und wegen b ¢ U’ muss V(b) = 0 sein,
also ist {b} ein Orbit. Da verschiedene Orbits disjunkt sind, kann der Orbit von y nicht durch b laufen, ein
Widerspruch.

Wir zeigen nun }mg y(t) = b, der andere Grenzwert geht analog. Dann folgt insbesondere, dass (4,b) ein
%

Orbit ist. Da y(t) € (a,b) und daher y'(t) = V(y(t)) > O fiir alle ¢ ist, wdchst y monoton, damit existiert
c = }mé y(t) (moglicherweise ¢ = o0), und ¢ < b. Wire ¢ < b, so folgte ¢ € (4,b) C U, und nach Satz
—

5.4.4(il) wére ¢ ein stationdrer Punkt von V, was wegen V > 0 auf (a,b) nicht geht. Also folgt ¢ = b.

Die letzte Aussage folgt direkt aus Satz 5.4.4(ii). O

5.5 Lineare Systeme erster Ordnung

Fiir lineare Differentialgleichungssysteme erster Ordnung gibt es eine dhnliche Theorie wie fiir eine lineare
Gleichung n-ter Ordnung: Der Losungsraum ist ein Vektorraum, es gibt Fundamentallosungen, die inho-
mogene Gleichung kann mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten geltst werden, sobald man
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung kennt, etc.

Ahnlich wie in der linearen Algebra, wo man lineare Gleichungssysteme mit Matrizen beschreibt, ist
auch hier die Verwendung von Matrizen niitzlich. Sie fiihrt vor allem zu einem Gewinn an Ubersichtlichkeit.
Wir werden auch sehen, dass zentrale Konzepte der linearen Algebra, zum Beispiel die Eigenwerte einer
linearen Abbildung (oder Matrix) und ihre Diagonalisierung eine zentrale Rolle spielen und eine explizite
Losung der linearen Systeme mit konstanten Koeffizienten erlauben.

Da sich die Gleichung n-ter Ordnung als System von n Gleichungen erster Ordnung umschreiben lésst,
umfassen die hier gewonnenen Resultate die uns schon bekannten und geben fiir diese ein neues Ver-
standnis. Insbesondere werden wir im Fall konstanter Koeffizienten auf neue Weise verstehen, warum bei
mehrfachen Nullstellen des charakteristischen Polynoms Losungen der Form tfe* auftauchen. Losungen
dieser Art treten genau dann auf, wenn die Matrix, die das System beschreibt, nicht diagonalisierbar ist. Sie
sind daher eng mit dem Phdnomen nilpotenter Anteile linearer Abbildungen verwoben. Fiir eine vollstdn-
dige Analyse dieses Problems wird die Jordansche Normalform aus der linearen Algebra gebraucht. Wir
streifen dies nur am Rande.

Eine Andeutung fiir diese Briicke zur linearen Algebra findet sich schon im Begriff des charakteristischen
Polynoms, den wir fiir Gleichungen 7n-ter Ordnung eingefiihrt haben und den wir nun mit dem fiir Matrizen
bekannten charakteristischen Polynom in Verbindung bringen.

Zunichst fithren wir einige Notationen und Begriffe ein:

Zu K =R oder C sei M, (K) :=K"*" := {A: A ist eine n x n-Matrix mit Eintrdgen aus K}.
M, (K) ist ein K-Vektorraum (KK-VR), der isomorph zum K™ ist. Wir schreiben M, (K) = K("Z), bzw.
vielleicht etwas einpragsamer: K"*" = K",

Ein Beispiel fiir n = 2:

a1
a a a
a1 ax a1

az?

Damit kénnen wir eine Norm dhnlich der euklidischen Norm auf K("*) auch auf M, (K) definieren:

Zu A = (ajj)ij=1,.,n sei

|A]l2 =
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5.5.1 Definition
Sei n € N und I C R ein Intervall. Es seien stetige Abbildungen A : I — M;(K) und b: I — K"
gegeben. Die Gleichung Yy = A(t)y + b(t)

heiit dann lineares System erster Ordnung. Auch hier ist durch y(fp) = yo mit ty € I und yo € K"
ein AWP formuliert.

Die Losung eines solchen Systems ist eine Kurve y : I — K".

Bemerkung: Wie angekiindigt schreiben wir nun lineare Differentialgleichungen 7-ter Ordnung der Form

vy fa, (Y 4+ ay ()Y + ag(t)y = by(t)

als lineares System erster Ordnung. Wie in Abschnitt 5.1 schreiben wir dazu

n=y, =y, ..., zs=y"V
und schreiben 2 2
z Z3
Zyp = Zn
z, = —ap(hz —ai()z2 —aa(t)zz ... —ap1(Hze  +bo(t)
bzw. in Matrixschreibweise
) 0 1 0 2 0
Zy 0 1 0 Zy 0
= : +
Zp—1 0 1 Zp—1 0
Zn —ap(t) —a1(t) —ax(t) ... —a,_1(f) Zn bo(t)
‘

A(t) b(t)
Die Matrix A(t) ist tibrigens das Transponierte der sogenannten Begleitmatrix des Polynoms p(A) =
Aty (DA 4 ag (DA +ao(t).
Das charakteristische Polynom der Begleitmatrix von p ist wieder p! Damit haben wir den frither einge-
fiihrten Begriff des charakteristischen Polynoms fiir lineare Systeme 7n-ter Ordnung im Falle konstanter
Koeffizienten mit dem von Matrizen in Verbindung gebracht.

Beispiel: Wir iibersetzen die inhomogene lineare DGL 2. Ordnung y” + py’ +qy = f in ein System
erster Ordnung. Setze z; = y,z, =y, dann ist die DGL fiir y dquivalent zu dem System z’ = Az + F fiir

Z:(ZLZZ)T ’ _ 0 1 0
2/1 o %2 , also A= , F=
zp = —qu —pzm +f —q —p f

Das charakteristische Polynom von A ist A — (Spur A)A + det A = A% + pA + g, also gleich dem charakte-
ristischen Polynom der Gleichung v" + py' +qy = f.

5.5.2 Lemma
Sei A € M,(K) und v € K". Dann gilt:  [|Av| < |Al]2- 7]l

Beweis: Dies sei Ihnen als Ubung tiberlassen. Es handelt sich nur um eine einfache Rechnung, bei der
unter anderem die Cauchy-Schwarz-Ungleichung anzuwenden ist. O
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5.5.3 Satz

Das in Definition 5.5.1 formulierte Anfangswertproblem hat eine eindeutige Losung y : [ — K".

Beweis: Wir setzen F(t,y) := A(t)y+b(t).Sei ] C I ein kompaktes Intervall. Wenn F auf | x K" Lipschitz-
stetig bzgl. y ist, so folgt mit dem globalen Satz von Picard-Lindelof die Existenz einer Losung auf J. Diese
Losungen lassen sich mittels einer Ausschopfung von I durch kompakte Intervalle (vgl. das Ende des
Beweises von Satz 5.2.3) zu einer Losung auf ganz I zusammensetzen.
Es bleibt also zu zeigen:

e St W) D) < Llly—2)
Es ist nun aber gerade

[F(ty) — F(t,2)|| = [|A()y + bo(t) — A(t)z = bo(t)[| = [|A(E) - (y —2)]|
Da A stetig auf dem kompakten Intervall | ist, folgt, dass ||A(t)|2 beschridnkt ist, das heifit es gibt ein
L € R so, dass fiir alle ¢ € | gilt: ||A(t)|» < L. Mit dem Lemma 5.5.2 folgt:

1A -y =2l < AB2- ly =zl < L-ly —z]|
Damit ist die Behauptung gezeigt. ]

Wir betrachten nun zunéchst die homogene Gleichung.

5.5.4 Satz
Sei A wie obenund £ = {y:y' = A(t)y}. Dann gilt:

(1) Die Menge L ist ein n-dimensionaler K-Vektorraum.
(2) Fur alle tg € I gilt: Die Abbildung £ — K", y — y(fo) ist ein Isomorphismus.

Dies ist analog zum Satz 4.2.1 fiir eine lineare Gleichung n-ter Ordnung. Da diese Gleichung immer in ein
lineares System {iberfiihrt werden kann, folgt Satz 4.2.1 aus Satz 5.5.4. Damit ist der bisher noch fehlende
Beweis dieses Satzes endlich nachgeliefert.

Beweis:

(1) Dass L ein Vektorraum ist, folgt wie tiblich direkt aus der Linearitit der Gleichung. Die Dimensions-
aussage folgt aus (2), da K" die Dimension n hat und isomorphe Vektorraume dieselbe Dimension
haben.

(2) Die Linearitdt der Abbildung folgt unmittelbar aus der Definition der Addition von Funktionen:
(y+z)(to) = y(to) + z(tp). Analog fiir Multiplikation mit Skalaren. Dass die Abbildung bijektiv ist,
folgt direkt aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz: Zu jedem yy € K" gibt es genau eine Losung

y mit y(to) = yo. O

Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Genau wie bei einer homogenen linearen Gleichung 7n-ter Ordnung kénnen wir auch fiir ein homogenes
lineares Sytem erster Ordnung Losungen explizit berechnen, falls die Koeffizienten konstant sind. Wir
betrachten also das Problem
y = A-y mit der Anfangsbedingung y(0) = vy

wobei A € M, (K) und yp € K".

Fiir n = 1 kennen wir die Losung bereits, denn dann hat die Gleichung die Form y’ = a -y (a € K). Die
Losung ist e”yq.
Hier sind zwei Ideen zur Losung des allgemeinen Problems mit Matrizen:
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> Versuche ¢! so zu definieren, dass y = e’y eine Losung ist.

Man konnte etwa versuchen, einfach die Definition der Exponentialfunktion in Analysis I zu imitieren,

00 k
also e = 3 % zu definieren. Das liefert tatsdchlich eine Losung! Diese Idee greifen wir weiter

k=0 ™*
unten wieder auf.

> Versuche, Losungen der Form eMyq fiir spezielle yp € K" und A € K zu finden. Durch Einsetzen
erhalten wir eine Bedingung, mit der sich ein Verfahren zur Losung angeben ldsst:
!
(Myo)" = Actyo = A- My
& Ayo = Ayo

Hier stoflen wir auf die Eigenwerte der Matrix A! Damit lédsst sich folgender Satz formulieren:

5.5.5 Satz
Sei A € M, (K). Dann gilt:

(1) Sei A € K, v € K". Die Funktion y mit y(t) = eMv ist eine Losung von y' = Ay genau dann,
wenn Av = Av.

(2) Falls (vq,...,v,) eine Basis von K" aus Eigenvektoren von A mit zugehorigen Eigenwerten
M, ..., Ay ist, so bilden y; = eMfvy, ..., yy = v, ein Fundamentalsystem fiir die DGL
y' = Ay, d.h. sie bilden eine Basis des Losungsraumes dieser Gleichung.

Beweis:
(1) Dies wurde bereits in der Einfiihrung zu diesem Satz bewiesen!

(2) Dies folgt unmittelbar aus Satz 5.5.4(2), wenn man dort ty = 0 setzt: Da y1(0) = vy, ..., y(0) = vy
eine Basis von K" ist, und die Eigenschaft, eine Basis zu sein, unter Isomorphismen erhalten bleibt,
ist (y1,...,yn) eine Basis des Losungsraums L. ]

Konkret erhalten wir:

Verfahren: Sei (vy,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten A4, ..., A,. Die allge-
meine Losung von y' = Ay ist dann

n
y(t) - Zcie)\itvi 4 C1,---,Cn € K
i=1

Um das Anfangswertproblem y’ = Ay, y(0) = yo mit yp € K" zu 16sen, brauchen wir nur die Koeffizien-
n

ten ¢; so zu wihlen, dass yp = Y ¢;v; (das geht, da (vy,...,v,) eine Basis von K" ist).
i=1
n
Denn dann ist y(0) = Zlcigvi =Yp.
=1 =1

Warnung: Dieses Verfahren funktioniert nur, wenn A wirklich eine Basis aus Eigenvektoren besitzt, wenn
A also diagonalisierbar ist (siehe unten). Falls A nicht diagonalisierbar ist, muss man mehr arbeiten!
(siehe dazu den Abschnitt nach Korollar 5.5.13))

Erinnerung an die lineare Algebra
Sei p(A) = det(A — AI) das charakteristische Polynom von A. Dies ist ein Polynom vom Grad #, dessen
Nullstellen die Eigenwerte von A sind. Folgende Bedingungen an A sind dquivalent:
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(a) Es gibt eine Basis aus Eigenvektoren von A.

(b) Es gibt eine Basis, beztiglich der die durch A definierte lineare Abbildung durch eine Diagonalmatrix
dargestellt wird.

(c) A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix, d. h. es gibt eine invertierbare n x n-Matrix U, so dass U~ AU
eine Diagonalmatrix ist.

Ist eine (und damit jede) dieser Bedingungen erfiillt, nennt man A diagonalisierbar.

Konkret: Sei vy, ..., v, eine Basis aus Eigenvektoren mit Eigenwerten A4, ..., A;. Dies ist die Basis in (b),
und die resultierende Diagonalmatrix ist diag(Ay,...,A,) (Eintrdge Aq,..., A, auf der Diagonalen). In (c)
kann man U = (v, ...,v,) nehmen (wobei hier (vy,...,v,) die Matrix mit Spalten vy, ..., v, bezeichnet),
und die resultierende Diagonalmatrix ist wieder diag(Ay, ..., As). Dies ist einfach zu sehen:

A(v,...,0n) = (Avy, ..., Avy) = (Mo1,. .., AqOn) = (01,...,0y) diag(Aq, ..., An)

Also AU = U diag(Aq, ..., Ay). Multiplikation mit U1 von links gibt ().
SchliefSlich gilt noch: Falls p genau n verschiedene Nullstellen in K hat, so ist A diagonalisierbar.

Die Fundamentalmatrix

5.5.6 Definition
Sei A € M, (K). Die Fundamentalmatrix des Systems i’ = Ay ist die Abbildung ® : R — M, (K),
die die Bedingungen
P =A-® und ®(0)=1I

(I = Einheitsmatrix) erftillt.

Genau genommen ist ¢ eine Matrixfunktion, also eine Abbildung mit Werten im Raum der Matrizen.
Alternativ kann man eine Matrixfunktion als Matrix auffassen, deren Eintrdge Funktionen von ¢ sind.
Formal: F(R, M, (K)) = M,(F(R,K)).

Schreiben wir ® = (zy,...,z,) fiir als Spaltenvektoren geschriebene Abbildungen z; : R — K", dann ist
' = (z),...,2z,) und AP = (Azy,...,Az,) sowie I = (ey,...,e,), wobei e; der i-te kanonische Basisvektor
von K" ist. Damit sind die Bedingungen der Definition dquivalent zu

zi = Az;, und z(0) =e¢;
Da dieses AWP fiir jedes i = 1,...,n eindeutig losbar ist, folgt, dass genau ein @ existiert, das die Bedin-
gungen der Definition erfillt.

Berechnung der Fundamentalmatrix

Sei vy, ...,yn ein Fundamentalsystem fiir y’ = Ay. Dann erhilt man die Fundamentalmatrix als

O(t) = Y(£)Y(0)~, wobei Y(t) = (y1(t),...,yn(t))
Denn die Matrixfunktion t — Y (#)Y(0)~! erfiillt die beiden Bedingungen an eine Fundamentalmatrix: Fiir
t = 0 ergibt sich Y(0)Y(0)™' = I, und (Y(£)Y(0)™1) = Y/(t)Y(0)~! = (AY(t))Y(0)~! = A(Y()Y(0)~1).

Falls A diagonalisierbar ist mit Basis von Eigenvektoren (271, e, vn) und Eigenwerten Aq,...,A;, erhilt
man

o(t) = (Moy,...,eM,) (v1,...,0,) 7"
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Nutzen der Fundamentalmatrix:
Die Fundamentalmatrix erlaubt es, die Losung des Systems iy’ = Ay mit beliebiger Anfangsbedingung
y(0) = yo sofort hinzuschreiben:

Dann fiir dieses y gilt offenbar
y'(t) = @(t)yo = AD(t)yo = Ay(t)

sowie y(0) = ®(0)yo = Iyo = yo.
Damit ist die Fundamentalmatrix eng mit dem Fluss des Vektorfeldes V(y) = Ay verwandt: Dieser ist
gegeben durch (t,y9) — P(t)yo.
Beispiel: Wir betrachten das Gleichungssystem

X=y=0x+1y

Y =x=1x+0y

also das lineare System erster Ordnung y" = (2 (1)> ¥ mit = (x)

01
> Bestimmung der Eigenwerte von A = ( ) :

1 0
Es gilt p(A) = A2 — Spur(A)A +det A = A2 — 1. Also hat A die Eigenwerte A; =1 und A, = —1.

> Bestimmung von Eigenvektoren zu den gefundenen Eigenwerten:

AM: (A=A - Doy =0 & <_1 Dvl:o z.B. 01=< 1)

1
Also ist durch . ;1 . L 1
= e - , = e .
! <1> Y2 (_ 1)
ein Fundamentalsystem gegeben. Die allgemeine Losung lautet also (mit c1,c; € K):

cret +cpe!
cret —cpe™t

Ap: (A*)LZ'I)Z)QZO <~ ( 1 1)02_0 z.B. 02_< 1)

J = crif + caffs = (

> Bestimmung der Fundamentalmatrix: Wir verwenden die Formel ®(t) = (eM'vy,...,eMtvy,) (vq,...,0,) 7 .

Es ist -1
1 1 -1 -1
-1 1
01,0 = =
(01,22) <1 —1) -2 (—1 1)

(Erinnerung: Berechnung der Inversen einer 2 x 2 Matrix:

-1
a b ) d —b
c d = ad—bc —c a

in Worten: Eins durch Determinante, dann vertausche die Diagonalelemente und setze ein Minuszei-

el et ot —et
el —e7t ol 4ot

chen vor die beiden anderen Eintrage der Matrix)

Also ; ; 1 1
e e
D(t) = 1 =

N—
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> Das Phasenportrait:
Die allgemeine Losung ist 7 = cie'v; + cpe fvy, 01 = (1) , Up = (_1>
Da et 2%
(1) Den Nullpunkt (¢; = c; =0)

0 und ¢! ——= 0 erhalten wir folgende Orbits:

(2) Die zwei Halbgeraden R v, und R.gv;. Diese werden in Richtung Nullpunkt durchlaufen
(hier ¢c; =0 und ¢; > 0 bzw. ¢; < 0)

(3) Die zwei Halbgeraden R+ v; und R.gv;. Diese werden weg vom Nullpunkt durchlaufen (hier
c1 =0und ¢ > 0 bzw. ¢; < 0)

(4) Hyperbeln, die die Halbgeraden der Richtungen +v;,+v, als Asymptoten haben. Die Durch-
laufrichtungen ergeben sich aus den Durchlaufrichtungen der Asymptoten (hier c; # 0,c2 # 0)

(Hier fehlt noch ein Bild.)

Die Exponentialfunktion fiir Matrizen

Wir verfolgen nun die andere Idee zur Losung von ¥’ = Ay, y(0) = yo: Versuche, eine Matrix e/ so zu

definieren, dass y(t) = ¢4 o die Losung ist. Dazu die folgende Definition.
Y Y g g

5.5.7 Definition

" N B2 B = B

Zu B € M, (K) definieren wir: e~ := I—i—B—i—i—i—i—lm--: 27
i=0

Bevor wir uns tiber Konvergenz der Reihe Gedanken machen, vergewissern wir uns, dass dies eine niitz-
liche Sache ist. Dazu rechnen wir formal nach, dass y(t) = €'y, die Losung des Anfangswertproblems

y' = Ay, y(0) = yo ist:

Die Definition ergibt mit B = tA 3
3 A

—I+tA+t2—+t -t

und damit folgt
y(t) = e yg = yo + tA Yo + 22 y°+t3A3y°+...

fiir die Ableitung ergibt sich somit

d A3
y(t) = Setyo = 0+ Ayo+ 1A%y + 250+

— A(yo+tyo+ 22 y°+..)

y(t)

Ay(t)
AuBerdem gilt offensichtlich y(0) = yo.

B
Wir miissen nun zeigen, dass die Reihe > ;> 07 - konvergiert, und dass die gliedweise Differentiation der

Reihe fiir ¢'4 erlaubt war. Bereits vor Deﬁnltlon 5.5.1 haben wir eine Norm auf M, (K) eingefiihrt: Zu

n
> a2

ij=1

A = (aj)ij=1,..n sei
A2 =

5.5.8 Lemma
Fir alle A, B € M, (K) gilt |AB||» < ||All> - ||B|>.-
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Beweis: Ubung in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. O
Bemerkung: Aus (5.5.8) folgt per Induktion: || A¥|| < ||A||¥ fur alle k € IN.

Bemerkung: Auf M, (K) gibt es aufler || ||> noch viele weitere Normen, die in unterschiedlichen Kontex-
ten niitzlich sind. Die wichtigste ist die Operator-Norm:

|A|| = sup (| Av]|eura
veKn Hv”eukl
0#£0

(Ubung: Dies ist eine Norm, und es gilt wieder ||AB|| < ||A|| - ||B||.) Da M, (K) ein endlich-dimensionaler
Vektorraum ist, sind alle Normen darauf dquivalent. Daher ist es fiir das Folgende irrelevant, welche man
verwendet.

Die Norm || ||z ist unter zahlreichen Namen bekannt: Hilbert-Schmidt-Norm, Frobenius-Norm, Schur-
norm.

5.5.9 Satz

© pi
Sei B € M,,(K). Dann konvergiert die Reihe > b
i=0

il

Beweis: Wir teilen den Beweis des Satzes in zwei Teile auf:

0 k k Bk
(1) X H % H2 konvergiert: Dies folgt aus dem Majoranten-Kriterium, denn H % Hz < H k'H2
k=0""" ! !
| BI% . o=k
und > e konvergiert (Exponentialreihe > & it C = ||Bl2)-
k=0 ™ k=0 **

(2) Der Raum M, (K) mit der Norm || || ist vollstdndig, da er gleich K" mit der euklidischen Norm ist.
Es gilt: Sei (By) Folge in einem vollstdndigen normierten Raum. Konvergiert die Reihe reeller Zahlen
> || Bkll2, so konvergiert auch Y Bi. Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis, dass fiir Reihen
in R gilt:

Absolute Konvergenz — Konvergenz O

Die Reihe ef4 darf auch gliedweise differenziert werden. Der Beweis ist derselbe wie fiir Reihen reeller
Zahlen. Damit ist die Rechnung nach Definition 5.5.7 gerechtfertigt. Sie zeigte, dass y(t) = e'4yq fiir jedes
yo € K" das AWP i’ = Ay, y(0) = yo 16st. Da ®(t)y, dieselbe Eigenschaft und die Losung eindeutig ist,
haben wir bewiesen:

5.5.10 Satz
Sei A € M,,(K). Das System y’ = Ay hat die Fundamentalmatrix ®(t) = e/4.

Berechnung von e?

Damit Satz 5.5.10 nititzlich ist, miissen wir e!4 berechnen konnen. Dies direkt mittels der Definition zu
machen, ist hoffnungslos (aufler wenn A diagonal ist; versuchen Sie’s!). Es gibt aber einen Trick: Erst
diagonalisieren! Gehen wir Schritt fiir Schritt vor:

> Falls B eine Diagonal-Matrix ist, so ldsst sich B schnell berechnen.

A0 ...00 Ao o0

0

Sei B = - : . Dann ist B¥ = 0

0 ... 0 Ay, 0 ... 0 Ak

n
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Ak
Y 0 0 eMo 0 0
und somit €8 = 0 - : |0
: : 0 : 0
Ak A

- Falls B diagonalisierbar ist, gilt (vgl. die Erinnerung an LinA nach Satz 5.5.5) mit U = (vy,...,04),
wobei (v1,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren ist,

M 0 ...00
u-pu=|"
: .0
0 ... 0 A,

L |
D= diagonalisierte Matrix

Warum hilft das? Erstaunlicherweise gilt:

5.5.11 Satz
Esist e 'BU = U~1eBU fiir alle B,U € M, (K) mit U invertierbar.

Beweis: Fiir (l,I_lBll)2 lasst sich schreiben:

uu_l=g

(u—'BuU)® = (U~'BU) - (U~'BU) u-'B2u

und allgemeiner
(U~'BU)* = (U~'BU)(U'BU) - - - (U~'BU) = U~ 'BU

da sich alle zwischen den B’s stehenden Faktoren U, U~! wegkitirzen (formaler Beweis mit Induktion).
Somit folgt mittels der Exponentialreihe

(e k (]
u-lsu _ (u-'Bu)” u-gku
€ - Z k! - Z k!
k=0 k=0
_u (S By - ety
— Z )u= e
k=0 O

Wir 16sen nun nach e? auf, indem wir von links mit U und von rechts mit U~! multiplizieren:
-1
P =el BU— 1By = uePBu—'=¢8
Also:

5.5.12 Satz

Angenommen B € M, (K) ist diagonalisierbar. Sei (vy, ..., v,) eine Basis aus Eigenvektoren, Bv; =
Ajo; firi=1,...,n.Setze U = (vy,...,0vy). Dann ist
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In der Praxis der Differentialgleichungen wenden wir dies auf B = tA an: Ist A diagonalisierbar mit
Eigenvektoren (v1,...,04) und Eigenwerten Aq,...,Ay, so ist auch tA diagonalisierbar mit denselben
Eigenvektoren, aber den Eigenwerten tAq, ..., tA,. Also ergibt sich:

5.5.13 Korollar

Angenommen A ist diagonalisierbar. Sei (vy,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren, Av; = A;v; fiir
i=1,...,n.Setze U= (vy,...,0y). Dann ist

e 0 0
o(t)=U 0 ut
: .0
0 ... 0 et

die Fundamentalmatrix des Differentialgleichungssystems y’ = Ay.

Ausgeschrieben bedeutet dies ®(t) = (eMtoy, ..., eMtvy) (vy,...,0,)7 1, das ist dieselbe Formel, die wir
schon nach Definition 5.5.6 auf andere Weise hergeleitet hatten.

Der nicht-diagonalisierbare Fall

Wie berechnet man ¢?

, wenn B nicht diagonalisierbar ist?
Dies geht mit Hilfe der Jordanschen Normalform, einer Verallgemeinerung der Diagonalisierung. Der Satz
von der Jordanschen Normalform besagt, dass es eine invertierbare Matrix U gibt, so dass U~1BU eine

Blockdiagonalmatrix ist, wobei die Blocke die Form

A1 0 ... 0 0 1 0 0
0O A 1 ... 0 0 0 1 0
. | =an |

D
0 0 o1 0 0 |
0 0 o A 0 0 ... 0

N
haben. (Dabei durchlduft A die Eigenwerte von B, und zu jedem Eigenwert gibt es so viele Blocke, wie

seine geometrische Vielfachheit angibt.) Ein solcher Block heifst Jordan-Block.
Wir betrachten hier nur den Spezialfall eines Jordan-Blockes D + N. Dann ist D = AI, und N hat Einsen
direkt oberhalb der Diagonalen und sonst tiberall Nullen. Die folgenden Eigenschaften sind fundamental:

5.5.14 Lemma

(1) N ist nilpotent, genauer gilt N = 0, wobei m die Anzahl der Zeilen (oder Spalten) von N
ist.

(2) D und N kommutieren, d.h. DN = ND

Beachte, dass es viele Paare A, B von Matrizen gibt, fiir die AB # BA ist!

Beweis: (1) Man rechne N2, N3, ... aus und beobachte, dass sich mit jeder weiteren Potenz die Einsen

um eine Stelle nach rechts verschieben (und die unterste Eins herausfillt). Fiir die (m — 1)te Potenz
0 ... 01

0 ... 00
erhilt man N1 = | .| und schlieSlich N™ = 0.
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(2) Das ist klar,da D = Al. O
Fiir kommutierende Matrizen gilt die {ibliche Potenzregel:

5.5.15 Satz

Wenn A-B = B-A,dann gilt A8 =e4.¢B.

Achtung! Ohne die Voraussetzung gilt im Allgemeinen e4+B £ ¢4 . ¢8 .

Beweis: Sei A-B = B- A. Dann ist

(A+B)?  (A+B)?
21 + 3!

dabei ist (A+B)?2 = (A+B)-(A+B) = A2+ AB + BA + B%. Wegen AB = BA folgt dann (A + B)? =

ATB =T+ (A+B)+

_|_...,

k . .
A2 £ 2AB + B2. Analog (A+B)K = 3 (5)A’BK~7 (exakt: mit Induktion iiber k), und daraus die Behauptung
0

1=
mittels des Cauchy-Produkts wie bei der Exponentialfunktion fiir Zahlen. O

Damit konnen wir berechnen:

2 -1
ePTN = oNtD — oNpD — (I—FN—«—I\ZL!+'"—Fi(l:jfil)!)lej

(Die Exponentialreihe fiir N bricht ab wegen N = 0.) Wir erhalten fiir die Losung der Differentialglei-
chung:

5.5.16 Satz

Sei A € M;,(K). Angenommen, es gibt eine invertierbare Matrix U, so dass U AU =D+ N ein
Jordan-Block mit D = AI ist. Dann gilt

ed = (I+tN+-~-+tm_1L4)etA
(m—1)!

mit N = UNU L.

Beweis:

otA — QUHDHNIUTY _ [ tN+D =1 _ N D1 — UL+ N+ - - 4 771 (z;fl"i—li)emlufl

~ _1 ym—1
= (I+ N+ 1 e

wegen UNFU~1 = (UNU~1)kF = NF. O

Beobachtung: Hier treten genau die Ausdriicke t/e** auf, die wir schon von der linearen Gleichung n-ter
Ordnung her kennen, wenn das charakteristische Polynom mehrfache Nullstellen hat!
In der Tat kann man zeigen, dass das lineare System, das einer solchen Gleichung zugeordnet ist, in

diesem Fall niemals diagonalisierbar ist. Natiirlich ergeben sich dann dieselben Lésungen wie fiir die
Gleichung n-ter Ordnung berechnet.

Bemerkung: Der allgemeine Fall ist kaum komplizierter. Die Jordansche Normalform einer beliebigen Ma-
trix A hat die Form U"'AU = D + N, wobei D diagonal, N nilpotent und DN = ND ist. (D braucht
aber nicht konstante Diagonale zu haben.) Dann folgt

A N -1 Nm-1 Dy7—1
e = (T+tN - 41" h)u& u

mit N =UNU1.

Hier zeigt sich die wahre Stirke der Methode, ¢'4 zu verwenden!



Lineare Systeme erster Ordnung 95

Variation der Konstanten fiir lineare Systeme

Nun haben wir uns ausfiihrlich mit homogenen Systemen beschiftigt, wie aber 19st man inhomogene
Gleichungen der Art y(t)=A-y(t)+b(t) mit b:JCR—-K"?

Wir imitieren das Verfahren, das bei einer linearen Gleichung erster Ordnung erfolgreich war:

> Zundchst schreiben wir die allgemeine Losung des homogenen Systems hin: Ist vy, ..., y; ein Funda-
mentalsystem fiir y' = Ay, so ist die allgemeine Losung

n g
Sewi(t) = Y(e, Y(E) = (i(t),..yu(t), c= | i | €K
i=1 Cn

Beachte, dass der Konstantenvektor rechts steht, damit das Produkt Matrix mal Vektor richtig funk-

tioniert.

> Nun ersetzen wir die Konstante ¢ durch eine Funktion; da hier ¢ ein Vektor ist, brauchen wir eine
vektorwertige Funktion ¢ — ¢(), ] — K". Wir setzen also

y() = Y(t)e(t)
in die Gleichung ein und erhalten mit der Produktregel
y(£) =Y'(te(t) + Y (1) (t)
= AY(t)e(t) + Y(t)'(t)
= Ay(t) +Y(¢ )C’(f)
Damit dies gleich Ay(t) + b(t) wird, muss Y (t)c/(t) = b(t) sein, also ¢/(t) = Y(t)~'b(t). Die Matrix
Y (t) ist fiir jedes t invertierbar, da ihre Spalten y;(t),...,y,(t) nach Satz 5.5.4(2) fiir jedes t linear
unabhéngig sind.

Als Ergebnis erhalten wir:

5.5.17 Satz (Variation der Konstanten fiir lineare Systeme)

Sei y1,...,yn ein Fundamentalsystem fiir ' = Ay, und sei Y = (y1,...,yn) die n X n-Matrix(-
wertige Funktion) mit Spalten y, ..., y,. Dann ist Y(#) fiir alle ¢ invertierbar, und eine Losung der
inhomogenen Gleichung iy’ = Ay + b(t) ist

v(t) = ¥() [ Y() (o)
wobei Y(t)~! die inverse Matrix zu Y(t) ist.
Fiir Y kann man zum Beispiel die Fundamentalmatrix verwenden. Fiir konkrete Rechnungen ist es aber ggf.
einfacher, dies nicht zu tun. Z.B. im Fall, dass A diagonalisierbar ist, kann man Y (t) = (e!fvy,...,eM0,)

verwenden.
In der Herleitung oben haben wir stillschweigend verwendet:
5.5.18 Lemma
Die Produktregel ist fiir das Matrixprodukt anwendbar: % [Y(t)c(t)] = Y (t)c(t) + Y () (t)

Beweis: Matrixprodukt ausschreiben und {tibliche Produktregel anwenden! O
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Bemerkung: Die Methode der Variation der Konstanten funktioniert genauso, wenn die Koeffizientenma-
trix A von t abhédngt. Allerdings ist es in diesem Fall schwieriger (und oft in expliziten Formeln unmoglich),
sich ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung zu beschaffen.

Beispiel: Im Beispiel auf Seite 85 haben wir die DGL 2. Ordnung y” + py’ + qy = f in ein System 1.
Ordnung z’ = Az + F iibersetzt. p,q,y, f sind hierbei Funktionen von ¢.
Fiir dieses System fiihren wir nun die Variation der Konstanten durch. Sei y, 7 ein Fundamentalsystem

/

der Gleichung y” + py’ +qy = 0. Dann ist z = (y ) , 2= (Z) ein Fundamentalsystem fiir z/ = Az. Wir
Y Y

setzen also Z = (z,2) = ]/, {/,
vy y

Variation der Konstanten fiir das System: Ansatz z = Zc fiir eine vektorwertige Funktion ¢ = < 1) . Wie
)

oben berechnet, fiihrt das auf die Gleichung

_ / T
Zd =F, also y, Z C,l - (° ,also y/c/l +y~/C2/ ;
v 7 ) \d f ye+ye = f

Das ist genau das Ergebnis, das wir bei der Herleitung in Abschnitt 4.6 erhalten haben! Damit wird die

dort vielleicht etwas unmotiviert erscheinende Methode noch einmal gerechtfertigt.



6 Differentiation von Funktionen mehrerer Variablen

Wir kommen nun zum zweiten groflen Thema der Analysis II: Der Differentialrechnung in mehreren Va-
riablen. Das bedeutet, wir betrachten Abbildungen f : U — R™ mit U C R", suchen einen sinnvollen
Ableitungsbegriff fiir diese und diskutieren Anwendungen davon.

In diesem Kapitel betrachten wir Funktionen f : U — R, also den Fall m = 1. Man spricht auch von
»Funktionen mehrerer Variablen«.

Funktionen zweier Variablen (also #n = 2) kann man sich mittels ihres Graphen vorstellen, der eine Flache
im Raum ist.

Funktionen dreier Variablen treten auch hdufig auf. Z.B. die Temperaturverteilung im Raum: Fiir jedes
x € R3 ist T(x) die Temperatur am Ort x (zu einem festen Zeitpunkt).

Beriicksichtigt man auch zeitliche Anderungen, erhilt man eine Funktion von vier Variablen: T(x,t) ist
die Temperatur am Ort x zum Zeitpunkt ¢.

Mathematisches Beispiel: Die Determinante; dies ist eine Funktion det : M, (R) — R, also eine Funktion
von n? Variablen.

Fiir weitere Beispiele siehe die Liste nach Satz 7.1.6.

6.1 Das Differential und die Richtungsableitung

Um eine Idee zu bekommen, wie man einen sinnvollen Ableitungsbegriff fiir Funktionen f : U — R,
U C R" einfiihren kann, erinnern wir uns an die Bedeutung der Ableitung und der Differenzierbarkeit fiir
Funktionen einer Variable. Es gibt (mindestens) zwei Interpretationen:

(1) Geometrisch: Die Ableitung ist die Steigung der Tangente an den Graphen.

(2) »Dynamisch«: Die Ableitung ist die momentane relative Anderung des Funktionswertes.

Etwas genauer: Sei f : U — R mit U C R und a € U ein Haufungspunkt von U.

(1) f'(a) ist die Steigung der Tangente an den Graphen von f, im Punkt (a, f(a)). Also ist die Tangente
der Graph von
o T(x) = f(a) + f'(a) (x — )
Tangentialitit bedeutet, dass f(a+h) — T(a+h) fiir h — 0 schneller als i gegen Null geht, also
_ _ g
i £a )~ fa) — f@h _

h—0 h

Aquivalent dazu: T(x) ist die beste lineare Approximation von f(x) fiir x nahe 4.

(2) Andert sich x von a nach a + h, so dndert sich der Funktionswert um f(a +h) — f(a). Da sich dabei
x um h gedndert hat, ist die relative Anderung

fla+h) - f(a)
- .

Die momentane relative Anderung des Funktionswertes bei x = a ist (per Definition) der Grenzwert
hiervon fiir h — 0, also f'(a).

97
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Differenzierbarkeit bedeutet natiirlich jeweils, dass der Grenzwert existiert.
Diese beiden Interpretationen fiihren fiir n > 1 zu zwei leicht unterschiedlichen, aber eng verwandten,
Ableitungsbegriffen: Dem Differential und der Richtungsableitung.

(1) Der Graph von f hat in jedem Punkt eine (n-dimensionale) Tangentialebene. Ebenen beschreibt man
durch lineare Abbildungen R” — R. Die lineare Abbildung, die die Tangentialebene im Punkt
(a, f(a)) beschreibt, nennt man das Differential von f im Punkt a.

Diese »Ebenen« sind n-dimensional, daher spricht man fiir n > 2 auch von Hyperebenen (im R+,
wo diese Graphen leben).

(2) Fir n > 1 kann man sich von a in verschiedenen Richtungen entfernen. Die momentane relati-
ve Anderung wird meist in verschiedenen Richtungen unterschiedlich sein. Also erhélt man fiir jede
Richtung eine Ableitung, die Richtungsableitung. (Beispiel: Beim Bergsteigen kann man den steilsten
Weg gehen — grofite Richtungsableitung —, oder aber in Serpentinen — kleine (positive) Richtungsablei-
tung; hier gibt f(a) die Hohe iiber einem NN-Punkt a der Erdoberfldche an.)

Nattirlich sind die beiden Ableitungsbegriffe eng verwandt.

Eine Feinheit in mehreren Dimensionen ist aber, dass die zugehorigen Differenzierbarkeitsbegriffe leicht
unterschiedlich sind: Es gibt Funktionen, deren samtliche Richtungsableitungen bei a existieren, die aber
in a keine Tangentialebene besitzen! Wir diskutieren zunéchst das Differential.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass der Graph {(i,L(h))} C R" x R einer linearen Abbildung
L:R" =+ R eine Hyperebene ist, und dass alle Ebenen durch den Nullpunkt, die die »vertikale« Richtung,
d.h. den Vektor (0,...,0,1), nicht enthalten, von dieser Form sind. Verschiebt man die Ebene nun so, dass
der Nullpunkt nach (a, f(a)) gelangt, so erhilt man den Graphen der Funktion

T(x) = f(a) + L(x —a)
Analog zum Fall n = 1 {ibersetzt sich also die Existenz einer (nicht-vertikalen) Tangentialebene in folgende
Definition. Es ist bequemer, immer & = x — a zu schreiben.

6.1.1 Definition
Sei U C R" offenund f: U —+ R, a € U.
f heifit differenzierbar in 4, wenn es eine lineare Abbildung L : R” — R gibt, so dass

lim £@+1) —fla) L) _

=0 1721

In diesem Fall schreibt man Df|, = L und nennt dies das Differential von f in Punkt 4.
Statt >lineare Abbildung R” — IR < sagt man auch Linearform auf R”".
Vor allem in der &lteren Literatur heifit Df|, auch >totales Differential< von f.
Bemerkung;:

(1) Es ist egal, welche Norm fiir ||h|| im R" betrachtet wird, denn alle Normen im R" sind dquivalent.
(Das haben wir allerdings nie gezeigt! Siehe z. B. Konigsberger, Analysis II, Kap. 1.2 III.)

(2) Alternativ kann man auch schreiben:
Fur r(h) = f(a+h) — f(a) — L(h) gilt r(h) = o(h),

das heift }llirr(% % = 0 (in Worten: r(h) geht schneller gegen Null als ||k||, fiir & — 0).
—>

(3) Nattirlich heifit f differenzierbar auf U, wenn f in jedem Punkt von U differenzierbar ist.
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(4) Lineare Abbildungen L : R" — R haben immer die Form
h
L(h) = (at,...,an) - | | =

n
Z Lo l’li
hy, i=1

fiir gewisse «y,...,&, € R. Dies ist nichts anderes als die Matrixdarstellung von L beziiglich der
Standardbasen von R" und R. Die «;, die zu Df|, gehoren, werden wir bald berechnen.

(5) U wird als offen angenommen, da man mochte, dass sich a +h dem Punkt i von allen Richtun-
gen anndhern kann. Dies ist etwas spezieller als im Fall n = 1, wo man blof8 fordert, dass a ein
Héufungspunkt von U ist. Wichtig ist blof, dass die Ableitung eindeutig ist, wenn sie existiert.

Nach dieser Definition stellen sich fiir uns folgende Fragen:

(1) Wenn L existiert, ist es dann auch eindeutig? Dies ist nicht offensichtlich, obwohl es durch die Be-
zeichnung Df|, suggeriert wird.

(2) Wie lasst sich D f‘ . berechnen?
(3) Wie lasst sich einer gegebenen Funktion ansehen, ob sie differenzierbar ist?

Diese Fragen werden im folgenden Abschnitt geklart.

Dafiir ist es niitzlich, zunéchst die Richtungsableitung einzufiihren. Denn die partiellen Ableitungen, ein
Spezialfall der Richtungsableitungen, sind in den meisten Fillen sehr einfach zu berechnen, und bestimmen
das Differential.

6.1.2 Definition (Richtungsableitung)
Sei U C R" offenund f: U — R.Sei a € U und h € R". Falls der Grenzwert
anf(a) = lim fla+th) — f(a)

t—0 t
existiert, so heifit er Richtungsableitung von f bei a in Richtung h.

Bemerkung:

(1) Da U offen ist, existiert ¢ > 0, so dass fiir t € R mit [f| < ¢ folgt: a+ th € U. Somit ist der
Grenzwertbegriff definiert.

(2) Schreibt man g(t) := f(a+ th), dann ist
0)

anf(a) = tim S 80— g1(0)

Abkiirzend schreibt man auch af(a) = % Fla+th)

(3) Das Wort »Richtungsableitung« ist etwas irrefithrend. Denn 0, f(a) hidngt nicht nur von der Richtung
von h ab, sondern auch von dessen Lange. Zum Beispiel ist fiir n = 1:

onf(a) = hf'(a),
wie sofort aus der Kettenregel folgt. Manche definieren daher die Richtungsableitung nur fiir ||h|| =1,
ich finde das aber unpraktisch.

(4) Bedeutung der Richtungsableitung: d;,f(a) ist die momentane relative Anderung von f(x), wenn
sich x von a aus mit Geschwindigkeit(-svektor)  fortbewegt.
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n
Beispiel: Sei f(x1,...,x,) = ||x||*> = Y x?. Was sind die Richtungsableitungen von f? Seien a,h € R".
i=1
Dann
d

d
oufa) =l thlP) = (lal+20(0, )+ 21[4]) = 2l k) +2] 1], = 2(a,h),

das Skalarprodukt von a und h. Zum Beispiel sind im Nullpunkt (a2 = 0) alle Richtungsableitungen gleich
Null.

6.1.3 Definition (Partielle Ableitung)
Sei (e, ...,e) die Standard-Basis von R". Dann heift fiir j =1,...,n

L) =2, f(a)

ox;
i
die j-te partielle Ableitung von f in a. Konkret (etwa fiir j = 1):
3f(@) _ i fla+ter) = fla)

dxq t—0 t

f(al +t1a2/a3/“'1aﬂ) _f(ﬂl,az,a3,...,{1n)

= lim
t—0

Das bedeutet, es wird nur nach der j-ten Variablen abgeleitet, alle anderen werden als Konstanten
betrachtet.

Beispiele: Zwei einfache Beispiele sollen die vorangegangene Definition verdeutlichen.

(1) Sei f(x1,x2) = x% - Xp, dann ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen nach x; und x;:
d
—f(xl,xz) = le + Xp

E)x1
of _ .2
ax2 (X1, xz) - xl

(2) Sei f(x1,x2) = sin(2x1) - €>*2, dann ergibt sich:

ﬁ(xl,xz) = 2c0s(2x;) - e3*2
E)xl
i(xl, XZ) = SSin(le) . €3x2
axZ

Schreibweise: Andere gebrauchliche Schreibweisen fiir g—i sind dy,f, d;f, f,’cz,, oft auch fy,, fi oder f;.
Die Notation f; und f/ werde ich hier nicht verwenden, da Indizes schon zu vielen anderen Zwecken
gebraucht werden.

of

Der Wert der partiellen Ableitung an der Stelle 2 muss streng genommen als a—(a) geschrieben werden,

da zunéchst die Ableitung (eine Funktion) gebildet und dann der Punkt a eingesetzt wird, nicht umgekehrt
(man erhielte 0).
Ahnlich verhilt es sich mit der Richtungsableitung. Die Schreibweise (9;,f)(a) wire also genauer.

Richtungsableitungen und Differential hingen wie folgt zusammen.

6.1.4 Satz
Sei f:U — R, U C R"” und f differenzierbar in a € U. Dann existiert fiir jeden Vektor h die

Richtungsableitung 9, f(a) und es gilt:
Inf(a) = Dfja(h)
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Beweis: Zur Abkiirzung sei L = Df},. Sei h € R" und ¢ > 0 so klein, dass {a +th : [t| <} C U. Fur
|t| < 4 ist dann

fla+th) = f(a) + L(th) +r(th)

t-L()

= t-L(h) = f(a+th) — f(a) —r(th)
o Lm)= et -f@ )

t t
= L(h) = %in& L(h) = oyf(a),
—
r(k) o r(th) thy . .
da hm SR also mit k = th: lim " = Lo il Tz 0 (fur h # 0, andernfalls ist nichts zu zeigen). O

Bemerkung: Der Beweis zeigt auch, dass die lineare Abbildung L in Definition 6.1.1 eindeutig bestimmt
ist.

Aus Satz 6.1.4 ergeben sich interessante Informationen sowohl tiber die Richtungsableitung als auch iiber
das Differential:

6.1.5 Korollar
Sei f:U — R, U C R" und f differenzierbar in a € U. Dann gilt:

(1) 9f(a) hingt linear von h € R" ab.

(2) Fir h = hijeq + hyey + - - - + hpe, gilt

ll a a hl
Dfia(h) = 3 fia = Zh ax, (af(),-..,af()>. :

ox ax
1 n hn

Dies ist also die gesuchte Berechnungsmethode fiir Df|,(/), und gleichzeitig fiir 9 f(a). Die 1 x n Matrix

(% (a),..., aa—f (a)) stellt also Df|, beziiglich der Standardbasen von R" und R dar. Sie heifit auch Jacobi-
1 X1

Matrix von f im Punkt 4 und wird mit J¢(a) bezeichnet. Im Fall n = 1 hat sie nur den Eintrag f'(a).
Daher kann man sie als eine Kodierung der »Steigung« der Tangentialebene an den Graphen von f im

Punkt a betrachten.
Beweis:
(1) Dies folgt aus Satz 6.1.4, da Df|,(h) linear von h abhingt.

(2) Wegen der Linearitit ist
Inf(a) =0spe f(a) = hide,f(a) thax

Wende nun Satz 6.1.4 an. O

Bemerkung: Eine Feinheit: Die Umkehrung des Satzes 6.1.4 gilt nicht! Das heifst, aus der Existenz aller
Richtungsableitungen folgt nicht, dass f differenzierbar ist. AuBerdem muss 9y, f(a) nicht linear in / sein,
wenn f nicht differenzierbar in a ist.

Beispiel: Stellen Sie sich eine Stange vor, die in ihrem Mittelpunkt so gelagert ist, dass sie in beliebige
Richtungen (auf8er vertikal) zeigen kann. Rotiert man die Stange eine halbe Drehung in horizontaler Rich-
tung, so iiberstreicht sie genau die x,y Ebene (im (x,y,z)-Raum). Wackelt die Stange aber beim Rotieren
auf und ab, so tiberstreicht sie eine Fldche. Es gilt dann: Diese Flache hat im Nullpunkt keine Tangential-
ebene (aufler wenn sich die Stange zuféllig innerhalb einer festen »schiefen« Ebene bewegte). Stellt man
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sich die Flache als Graph einer Funktion z = f(x,y) vor, so ist also f im Nullpunkt nicht differenzierbar.
Andererseits existieren alle Richtungsableitungen bei x = y = 0.

Mathematisch: Zu (x,y) € R?\ {0} seien r = r(x,y), ¢ = ¢(x,y) die Polarkoordinaten, d.h. r ist der

Abstand zum Nullpunkt und ¢ € [0,27) der (positiv gemessene) Winkel mit der x-Achse. Wir betrachten
Funktionen der Form

f(x/]/) — {rw(¢) fur (x,y) £ (0,0)

0 firr (x,y) = (0,0)
fiir w : [0,271) — R (wobei der Ubersichtlichkeit halber r = r(x,y),¢ = ¢(x,y) abgekiirzt ist). Es gilt
(Ubung!):
(1) Die »einseitigen« Richtungsableitungen im Nullpunkt
i S0 = £(0)
t—0+ t

existieren und sind gleich f(h), fiir alle h € R?.

(2) Sei h € R?. Die Richtungsableitung 9;,f(0) existiert < f(h) = —f(—h).
Fir h # 0 gilt dies genau dann, wenn w(¢p(h)) = —w(¢(—h)) (und dies ist gleich —w(¢p(h) + 7),
wenn man ¢ 27t-periodisch fortsetzt). Dies entspricht gerade den »Stangenflichen«: Zeigt die eine
Halfte der Stange nach oben, so zeigt die andere mit derselben Steigung nach unten.

Ubrigens braucht hierbei w nicht einmal stetig zu sein!
(3) f istin O differenzierbar < w(¢) = Ccos(¢p — ¢p) fiir gewisse C, ¢y € R. Dies entspricht dem Fall,

wo die Stange sich in einer Ebene bewegt, ndmlich wegen cos(¢ — ¢g) = cos ¢ cos ¢y — sin ¢ sin ¢y
und x =rcos¢, y = rsing in der Ebene {(x,y,z): z=x-Ccos¢py—y-Csingp}.

Also gibt jede 27 periodische, aber 7r-»antiperiodische« Funktion w ein f, fiir das alle Richtungsableitun-

gen in 0 existieren, aber nur die speziellen in (3) genannten Funktionen sind dort differenzierbar.

Man kann zum Beispiel w(¢) = cos(3¢) wihlen: Die Stange wackelt bei einem Umlauf dreimal auf und

ab.

Verschirft man aber die Bedingung an die partiellen Ableitungen ein wenig, so erhdlt man ein hinrei-
chendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit:

6.1.6 Satz

Existieren alle partiellen Ableitungen von f in einer Umgebung von a und sind sie stetig in a, dann ist
f differenzierbar in a.

Beweis: Es ist tibersichtlicher, den Beweis in zwei Dimensionen zu fithren. Der allgemeine Fall geht analog.
Nach Annahme existiert § > 0, so dass f und seine partiellen Ableitungen in K;(a) definiert sind. Fiir
||| < & berechnen wir dann

fla+h) — f(a) = fay +hy, a0 +hy) — f(ay,a2)
= (f(a1 +h1, a2 + h2) — f(ay, a2 + h2)) + (f (a1, 82 + h2) — f(a1,a2))
= hl%(@lrh +ha) + hz%(ﬂb &)

fir ein ¢; zwischen a7 und a7 + hq sowie ein ¢, zwischen a; und a; + hy. Hierbei haben wir den Mittel-
wertsatz angewendet: Einmal auf die Funktion ¢ — f(f,a; 4+ hy) und einmal auf die Funktion ¢ — f(aq,f).
Wir miissen nun eine Linearform L finden, so dass mit r(h) = f(a+h) — f(a) — L(h) gilt, dass I%irré lrtil —
—

(11l
0.
Aus Satz 6.1.5 wissen wir, dass der einzige Kandidat fiir L, der hierfiir in Frage kommt, durch L(h) =
hlanl(a) + hz%) (a) gegeben ist. Mit diesem L rechnen wir also

rli) = fa ) = £(@) = L) = n (F @2+ 1) = @) e (v, 82) - 3 @)

Aq Ap
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Mit Cauchy-Schwarz folgt ||r(h)|| < |h|\/A3+ A3. Nun gilt A; — 0, Ay — 0 fiir h — 0 wegen der

Stetigkeit der partiellen Ableitungen bei 2 und damit %irrb HrH(:H)H =0. O
—

Zusammenfassung:

Partielle Ableitungen existieren in Umgebung von a und sind stetig in a2 = Differenzierbar in 2 = Partielle
Ableitungen existieren in a.

Aber die Umkehrungen gelten jeweils nicht. In der Praxis ist die Bedingung links meist erfiillt, also braucht
man sich keine Sorgen zu machen.

6.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen
Wie in einer Dimension gilt:

6.2.1 Satz
f ist differenzierbar in a = f ist stetig in a
r(h) h—0 h—0

Beweis: Schreibe f(a+h) — f(a) = L(h) + r(h), wobei Tl —— 0, dann folgt *(h) — 0 und damit

fla+h)— f(a) = L(k) +r(h) %0,
da lineare Abbildungen stetig sind (Koordinatendarstellung!), also L(h) — 0 gilt. O
Bemerkung: Hatte man Differenzierbarkeit als Existenz aller Richtungsableitungen definiert (ein nahelie-

gender Gedanke), wére dieser Satz falsch, vergleiche das Beispiel nach Korollar 6.1.5. Dies rechtfertigt also
im Nachhinein die Definition der Differenzierbarkeit.

Wie immer ist es niitzlich, ein paar Rechenregeln zu haben, mit denen man die Ableitung und die
Differenzierbarkeit komplizierterer Funktionen aus der einfacherer Funktionen herleiten kann. Diese Re-

chenregeln sind ganz analog zu den uns bereits bekannten Regeln in R!.

6.2.2 Satz (Algebraische Rechenregeln)

Wenn f,g: U — R, U C R" offen, und f, g in a differenzierbar sind, so gilt: f +g, f-g und « - f,
« € R, sind differenzierbar in a. Es gilt:

(1) D(f+g)|a = Df|a+Dg|a
(2) D(f'g)\a :g(a)Df\a_‘_f(a)'DgM

(3) D(‘X'f>|a:‘x'Df|a

Wenn ¢(a) # 0, dann ist g differenzierbar in a und

@) D(f )|a _ 8(a)Dfia — £(#)Dga

g g(a)?

Beweis: Ahnlich wie in R. O

f

Die Kettenregel konnen wir bisher nur fiir Abbildungsverkettungen der Form R L R" L R formulieren:
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6.2.3 Satz (Kettenregel)
Sei y:I— U, I C R Intervall und U C R" offen. Sei f: U — R. Dannist foy:1 — R.
Wenn y(t) = (y1(f),...,va(t)) differenzierbar in tp und f differenzierbar in a = y(t) ist, dann ist
f o differenzierbar in ty und es gilt:

(F 07 (to) = Dfiga (7' (10)) = 3~ 212 )

i=1
Kurz: Die Ableitung von f entlang <y ist gleich der Richtungsableitung von f in Richtung 7/(t).

Diese Formel heifit manchmal auch Regel vom totalen Differential.

Beweis: (obwohl wir das spéter allgemeiner beweisen werden, siehe Satz 77.1.4)

> «y differenzierbar in tqg < y(tg+k) — y(tg) = ¥ (t9) - k + r1(k) mit 11<in(1) ’1](<k) -0
—
> f differenzierbar in a = y(ty) < f(a+h) — f(a) = Dfj h + ro (1) mit hrr(l) ﬁgﬁ) 0

Fiir k € R gentigend klein ist
(fom)(to+k) = (for)(to) = f(v(to+ k) — f(r(to)) = fa+h) — f(a)
= Df‘ah +ro(h)
wobei wir bei der zweiten Gleichheit y(ty)) = a verwendet und h = y(fyp + k) — y(tp) gesetzt haben. Da v
differenzierbar ist, folgt h = 9/ (to)k + r1(k), und einsetzen in Df,h ergibt
(for)(to+k) — (fov)(to) = Dfja(7' (to)k +r1(k)) +ra(
= kDfja(7'(t0)) + Dfja(r1 (k)

r(k

h)
) +ra(h )
)

nk _

Damit folgt die Behauptung, wenn wir 11111(1) (k) = 0 zeigen. Fiir den ersten Summanden folgt aus Ilm(l) 1
— —

DS, (r1(4))
a1 )

0 und der Stetigkeit der lineare Abbildung Df|,, dass %iné = 0. SchlieBlich ist % = 7/(ty) + rllgk)
%
fiir k nahe Null beschrankt, insbesondere ist mit k — 0 auch & — 0, und damit folgt

. na(h) ra(h) |||
1 = lim —
ok ko Bk
0 beschrankt O

Beispiele:
(1) Sei f(x1,x2) = x3 +x3 und 7 (t) = (t,2t). Damit ergibt sich :

(For)(y = LI of )+ LI

dxq dxn
= 2x1-142xp-2 mitx; =t, xp =2t
= 2t+4t-2=10¢t

Das kann man auch direkt nachrechnen: (f o )(t) = > + (2t)? = 5t>, und dessen Ableitung ist 10¢.
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(2) Sei f(x1,x2) = x4 x3 und ¥ (t) = (cos(t),sin(t)). Damit ergibt sich :
(For)(to) = 2L i ry) 4 LD o)
= 2xy(—sin(f)) +2xp cos(t) mit x; = cost, xp = sint
= —2cos(t)sin(t) + 2sin(t) cos(t)
= 0

Das ist nicht tiberraschend, da sich y(¢) auf dem Einheitskreis bewegt, wo f konstant gleich Eins ist.

(3) Die Kettenregel ist du8erst niitzlich. Sie gibt einem unter Anderem eine neue Methode, die Ableitung

der Funktion ¢(x) = x*, x > 0 zu berechnen: Setze f(x,y) = x¥, dann (in verkiirzter Schreibweise)

f =g U= T+d T

= (y- ¥ -1+xylogx-1)‘x:y
=x* +x"logx

(ausfiihrlich: g(x) = f(y(x)) mit 7(x) = (x,x) usw.) in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der

Berechnung {iber den Trick mittels x* = ¢¥1°8¥. Diese neue Methode ist sicherlich systematischer!

Also: Man betrachtet den Exponenten als konstant und leitet nach der Basis ab, dann betrachtet man

die Basis als konstant und leitet nach dem Exponenten ab, dann addiert man die Ergebnisse!

Eigentlich erstaunlich, dass dies stimmt (warum z. B. addieren der Ergebnisse, nicht etwa multiplizie-
ren oder etwas anderes?). Das Addieren ist Ausdruck der Linearitit des Differentials.

Das Differential fiir Funktionen auf Vektorraumen

Bei der Definition des Differentials kann R” durch einen beliebigen normierten Vektorraum (V, || ||) ersetzt
werden. f ist dann auf einer offenen Menge U C V definiert und L = Df, ist eine lineare Abbildung
V — R (auch Linearform auf V genannt). Definition 6.1.1 bleibt sonst unverdndert, ebenso die Definition
der Richtungsableitung von f, die jetzt fiir jedes h € V eine Zahl 9;,f(a) ergibt.

Wir nehmen nun an, dass V endlich-dimensional ist. Die partiellen Ableitungen beziehen sich auf eine
spezielle Basis im R", diesen Begriff kann man (wenn gewtinscht) auf beliebiges V mit gegebener Basis
erweitern. Die Berechnungsmethode bezieht sich dann auf die Darstellung von f in dieser Basis.

Dann gelten alle bisherigen Sétze, inklusive der Kettenregel, auch fiir beliebiges, endlich-dimensionales
V.

Warum ist das interessant? Warum nicht beim R” bleiben? Hier sind drei Griinde.
1. Obwohl sich jeder (reelle, endlich-dimensionale) Vektorraum mittels Wahl einer Basis mit einem R"
identifizieren ldsst, haben manche Vektorrdume keine natiirlich vorgegebene Basis. Eine Basis zu wih-

len wiirde dann oft die Rechnungen unnétig kompliziert machen und den Blick vom Wesentlichen
ablenken.

Beispiel: Betrachten Sie die Sphire S? := {(x,y,z) : x>+ y*>+2? = 1} C R3, einen Punkt
a € S und den Tangentialraum an S? im Punkt a, d.h. die Menge

{he R3 : es existiert eine Kurve in S durch a, die dort die Ableitung h hat}.

Dies ist ein zwei-dimensionaler Untervektorraum des IR3. Finden Sie eine Basis, die irgend-
wie eine natiirliche geometrische (oder sonstige) Bedeutung hat? Ich nicht.
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2. Auch wenn es eine »einfache« oder natiirliche Basis gibt, ist es nicht immer vorteilhaft, diese zum
Rechnen zu verwenden. Zum Beispiel: V = M,(R), die Menge der n x n-Matrizen. Auf dieses
Beispiel werden wir spiter noch eingehen, wenn wir die Abbildung A + A? untersuchen und damit
die Existenz von Wurzeln fiir Matrizen nahe der Einheitsmatrix beweisen.

3. Fiir die »hohen« Anwendungen der Analysis ist es wichtig, auch unendlichdimensionale Vektorrau-
me zuzulassen, z. B. beim Problem der Brachystochrone (wie kommt man von einem Punkt zu einem
anderen in kiirzester Zeit, wenn nur die Gravitation hilft?), allgemeiner in der Variationsrechnung.

Bemerkung: Hier noch ein paar Worte zum Fall dim V' = oco. Der wesentliche Unterschied zu endlichen
Dimensionen besteht darin, dass lineare Abbildungen V — R nicht notwendig stetig sind. Die Stetigkeit
von D f‘ . wurde in den Beweisen der Sitze 6.2.1 und 6.2.3 verwendet. Damit diese Sidtze weiterhin gelten,
fordert man die Stetigkeit von L in Definition 6.1.1 als Bedingung fiir die Differenzierbarkeit von f in
a. Statt differenzierbar sagt man in unendlichen Dimensionen auch Fréchet-differenzierbar und nennt
Df), die Fréchet-Ableitung von f in a. Existieren alle Richtungsableitungen von f in 4, so nennt man f
Gateaux-differenzierbar in 4.

Weiterhin sind in unendlichen Dimensionen nicht alle Normen dquivalent, daher ist es wichtig, zu sagen,
welche Norm man gerade betrachtet (z. B. sind die Normen || f||; = fol |f(x)]dx und | f|lec = sup, |f(x)
auf C([0,1]) nicht dquivalent).

Die bisherigen Sitze gelten mit dieser modifizierten Definition dann auch in unendlich vielen Dimensio-
nen, bis auf Korollar 6.1.5(2), Satz 6.1.6 und die zweite Gleichheit in Satz 6.2.3.

Ein interessantes unendlich-dimensionales Beispiel wird spater behandelt (im Abschnitt tiber Variations-
rechnung).

6.3 Erste Integrale fiir Differentialgleichungen

Mit Hilfe des Begriffs des Differentials von Funktionen mehrerer Variablen kénnen wir nun eine weitere
wichtige Idee zur Untersuchung von Differentialgleichungen einfiihren.
6.3.1 Definition
Sei U C R" offen und V : U — R”" lokal Lipschitz-stetig. Eine Funktion E : U — R heifst erstes

Integral von V, falls E auf jedem Orbit von V konstant ist.

Analog spricht man von einem ersten Integral eines Differentialgleichungssystems. Erste Integrale sind
duflerst niitzlich beim Losen von Differentialgleichungen.

Beispiel: V(x,y) = (—y, x), das entspricht dem System x’ = —y, ¥/ = x. Ein erstes Integral ist E(x,y) =
x? +y?, da die Orbits von V Kreise um (0,0) sind und E auf jedem Kreis um (0,0) konstant ist.

Bemerkung: Bei diesem Beispiel ist f(x? + y?), mit f : R — R beliebig, auch ein erstes Integral. Jedes
erste Integral von V ist von dieser Form. Denn ist F erstes Integral von V, so gilt: Fiir jedes r > 0 hat F
auf dem Kreis vom Radius * um (0,0) einen konstanten Wert, da dieser Kreis ein Orbit von V ist. Definiere
f(r?) als diesen Wert. Dann ist F(x,y) = f(x% +y?).

Im Folgenden sei eine Differentialgleichung bzw. ein Vektorfeld V gegeben. Wir wollen die folgenden
Fragen beantworten:

> Wie erkennt man, ob eine Funktion ein erstes Integral ist?
> Was nutzt es, ein erstes Integral zu kennen?

> Wie findet man erste Integrale?
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Wie erkennt man, ob E ein erstes Integral fiir V ist?

Die Definition bezieht sich auf die Orbits von V. Kann man diese Frage beantworten, ohne die Orbits erst
zu bestimmen, d. h. im Wesentlichen ohne die Differentialgleichung zu l6sen? Ja!

6.3.2 Satz
Sei V:U — R" und E : U — R. Sei auserdem E differenzierbar auf U. Dann gilt:
E ist erstes Integral von V < Fiir alle a € U ist DE|,(V(a)) = 0.
Konkret heifst das:
Vl n
Vv=|_: dannz a—E(a)V‘(a) =0 fiuralle a
: — 8x,- !
Vi i=

Beweis: E ist erstes Integral

< Fiir alle Integralkurven y: I — U von V ist t — E((t)) konstant

< Fir alle Integralkurven v ist %E (y(t)) =0 fir alle ¢

— NI
Y (H)=V (1)) DE|q(t)(7/(t))

=DE|,(V(2)),a=1(1)

Da es durch jeden Punkt von U eine Integralkurve gibt, sind wir fertig. O

Beispiel: Betrachten wir wieder V(x,y) = (—y, x), also Vi(x,y) = —y, Va(x,y) = x. Ohne die Orbits von
V zu bestimmen, konnen wir sehen, dass E(x,y) = x> + y> ein erstes Integral ist:

oE oE
ax 1Y)+ 5 Valey) =2x(—y) + 2yx =0

Was nutzt es, ein erstes Integral zu kennen?

Eine Vorbemerkung: Natiirlich ist jede konstante Funktion E ein erstes Integral fiir ein beliebiges Vektor-
feld. Das ist uninteressant. Wir nehmen daher an, dass E nicht konstant ist. Die genauen Bedingungen
fur die Giiltigkeit der folgenden Aussagen werden wir nicht formulieren. Sie sollen vielmehr einen unge-
fahren Eindruck der Situation geben. Genaue Formulierungen werden mit Hilfe des Satzes tiber implizite
Funktionen moglich sein.

n = 2: Typischerweise ist {y : E(y) = ¢} = E~!(c) fiir die meisten ¢ € R eine Vereinigung von Kurven.
Diese Kurven (oder Teile davon) sind die Orbits von V.

Beispiel: V(x,y) = (—y,x) hat das erste Integral E(x,y) = x> + y. Also ist jeder Orbit von V Teil eines
Kreises um (0,0), oder er besteht nur aus dem Nullpunkt.

Bemerkung: Ob eine gegebene Kurve ein Orbit ist oder aus mehreren Orbits besteht, 1dsst sich meist durch
Untersuchung der stationidren Punkte von V (d.h. Punkte p mit V(p) = 0) leicht entscheiden, dhnlich wie
im Beweis von Satz 5.4.5.

Im Beispiel hat V keine stationdren Punkte aufierhalb des Nullpunktes, und daraus folgt leicht, dass die
Orbits wirklich die vollstindigen Kreise sind. Hieraus kénnen wir folgern, dass die Orbits von V Kreise
um (0,0) sind, ohne irgendeine Differentialgleichung geldst zu haben!

Also: Fir n = 2 liefert einem ein erstes Integral praktisch direkt die Orbits.

n > 2: Die Mengen E~!(c) sind typischerweise (n — 1)-dimensionale Hyperflichen (1 = 3: Flachen).
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Beispiel: Sei n =3 und E(x,y,z) = x> + y? + 22, dann ist E~!(c) = Sphére vom Radius /c (falls ¢ > 0).

Damit liegt jeder Orbit von V in einer dieser (Hyper-) flichen — Reduktion auf ein (n — 1)-dimensionales
Problem. Hat man ein zweites Integral F (also ein weiteres erstes Integral), so liegt jeder Orbit von V in

einer der Mengen {y : E(y) _ 61,F(y) _ Cz} e, ER.

Diese Mengen sind typischerweise (falls F unabhéingig von E ist — dieser Begriff wird spater erklart) (n —
2)-dimensional. Analog kann man mittels m unabhéngigen Integralen die Orbits auf (n — m)-dimensionale
Mengen »einsperren, fiir m = 1,...,n — 1. Im optimalen Fall findet man (n — 1) unabhingige Integrale
und kann so die Orbits direkt bestimmen.

Bemerkung: Selbst wenn man nur ein erstes Integral findet, ist die Reduktion um eine Dimension oft
niitzlich. Jedoch sind die Mengen E~!(c) »Mannigfaltigkeiten«, d.h. gekriimmte Hyperflachen (diese be-
handeln wir spéter), nicht einfach der platte R"~!. Daher sollte man Differentialgleichungen nicht nur im

R", sondern allgemeiner auf Mannigfaltigkeiten untersuchen.

Damit kommen wir zur schwierigsten Frage:

Wie findet man erste Integrale, zu gegebenen V?

Eine allgemeine Antwort gibt es nicht (sonst wiren alle Differentialgleichungen leicht zu lsen).
Wir stellen zwei Situationen vor, wo man erste Integrale finden kann.

(1) Separation der Variablen liefert (wenn anwendbar) ein erstes Integral:
Wir erinnern uns: Um eine Differentialgleichung der Form
y = a(x)b(y)

zu 16sen, finde Stammfunktionen 1
= / a B(y) = / 5

b(y)
In Satz 3.2.1 sahen wir, dass dann B(y) = A(x) + ¢ eine implizite Losung ist, fiir jedes ¢ € R. Dies

dy

bedeutete: Wenn man diese Gleichung nach y = y(x) auflosen kann, so ist y(x) eine Losung der
Differentialgleichung. Neue Sichtweise:

Erinnerung (Satz 2.2.3): Losen von y' = a(x)b(y) < Finden der Orbits von V(x,y) = (1,a(x)b(y)).
Es gilt: E(x,y) = A(x) — B(y) ist erstes Integral von V.

Denn Vi =1, V = a(x)b(y) = DE(V) =a(x)-1+ (5 )a(x)b(y) = 0.

Man sagt auch: E ist erstes Integral von y' = a(x)b(y).

(2) Beschreibt die Differentialgleichung einen physikalischen Vorgang, so liefert jede sogenannte Erhal-
tungsgrofie ein erstes Integral. Zum Beispiel sagt der Satz von der Erhaltung der Energie, dass die
Gesamtenergie eines Systems erhalten bleibt. Die Gesamtenergie ist also eine Erhaltungsgrofie. Wei-
tere Erhaltungsgrofien sind Impuls und Drehimpuls.

Beispiel: Bewegung eines Teilchens in einem Kraftfeld.
Sei O C RY und F : O — RY ein Vektorfeld. Wirkt auf ein Teilchen am Ort x € Q die Kraft F(x), so
bewegt sich das Teilchen auf einer Kurve ¢ — x(t), die folgender Differentialgleichung geniigt (nach dem
Newtonschen Gesetz): mo- W = F(x)
{I— L
Masse Beschleunigung Kraft
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Dies ist ein System von #n Gleichungen zweiter Ordnung. Es ist im Allgemeinen nicht-linear, wenn F nicht
x

IR
Wir betrachten nur d = 1, also eine nicht-lineare Gleichung zweiter Ordnung (Teilchen bewegen sich

zufillig linear ist. Also schwierig. Ein typischer Fall ist F(x) = —c das Gravitationsfeld.

auf einer eindimensionalen Bahn). Erstaunlicherweise lasst sich diese 16sen! Wir iibersetzen sie erst in ein
System erster Ordnung (der Einfachheit halber setzen wir m = 1):

X'=y ¥y =F&)
2

Behauptung: Sei U eine Stammfunktion fiir —F. Dann ist E(x,y) = y? + U(x) erstes Integral.
Denn a—Eer B—EF(x) =U'(x)y+yF(x) =0.
ox ay

—F(x)
Wie kommt man auf E? Mit Physikkenntnis: y?/2 ist die kinetische Energie (da y = x" die Geschwindig-
keit ist) und U(x) die potentielle Energie. Deren Summe ist die Gesamtenergie des Teilchens, also konstant!
Damit kann man die Orbits mittels der Niveaulinien von E bestimmen.

2

Beispiel (Schaukel): Lose x” = —sin x. Mit y = x’ und U(x) = —cos x ist E(x,y) = y? —cos x ein

erstes Integral.

Bemerkung:
> Wichtig: Obwohl das Teilchen sich auf einer 1-dimensionalen Bahn bewegt, ist das System 2-dimensional!
Das hat folgende Konsequenzen:
1. Nicht die Integralkurven von F sind von Bedeutung, sondern die von V(x,y) = (y, F(x)).
2. Eine Losung ist nicht durch Angabe von x(0) bestimmt, sondern durch Angabe von x(0) und
x'(0).
3. Verschiedene Losungen f — x(t) konnen (und werden) sich kreuzen. Was sich nicht kreuzt, sind

die Kurven t +— (x(t),x(t)). Verschiedene Losungen entsprechen verschiedenen »Bewegungs-
arten« des Teilchens. Zum Beispiel kann es im Punkt x(0) = p schnell oder langsam losfliegen.

> E(x,x') = (x')2/2+ U(x) ist ein erstes Integral fiir die Gleichung x” = F(x). Das heifit, falls x(t)
eine Losung der Gleichung ist, so ist t — E(x(t),x’(t)) konstant.

> Fiir d > 1 ldsst sich ein erstes Integral angeben, falls F ein Gradientenfeld ist, d. h., falls eine Funktion
U:Q — R existiert mit F = —VU. Dann ist E(x,x") = ||x/||>/2+ U(x) ein erstes Integral. Nicht alle
Vektorfelder sind Gradientenfelder, viele der in der Physik vorkommenden Kraftfelder aber schon.

> Durch eine weitere Integration kann man aus den Orbits sogar die Integralkurven bestimmen.

Damit ist das Thema Differentialgleichungen in dieser Vorlesung abgeschlossen. Einen Uberblick finden
Sie am Ende des Skripts.
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6.4 Der Gradient

Von jetzt an betrachten wir immer Funktionen f : U — IR, wobei U eine offene Teilmenge eines normierten
Vektorraumes V ist. Siehe die Bemerkungen am Ende von Abschnitt 6.2. In diesem Abschnitt sei dim V' <
oo. Wer will, kann sich immer V = R" vorstellen.

6.4.1 Definition
Angenommen, die Norm auf V ist durch ein Skalarprodukt ( , ) gegeben, also ||  ||= \/(,h).
Ist f wie oben und in a differenzierbar, so sei der Gradient von f an der Stelle 2 — grad f(a) =
V f(a) — der Vektor in V, fiir den gilt:

Df |a (h) =(Vf(a),h) furalle heV

Bemerkung: Warum existiert ein Vektor mit dieser Eigenschaft? Es gilt: Fiir jede Linearform L auf V
existiert ein v € V mit
L(h) = (v,h) furalle heV
n
Beweis: Man wihle eine Orthonormalbasis ey, ...,e, und setze v = Y L(e;)e;. (Umgekehrt ist natiirlich
i=1
h — (v, h) eine Linearform auf V fiir jedes v € V)

n
Fir V = R" werden wir immer das Standarskalarprodukt (v,h) = 3" v;h; verwenden. Dann ergibt sich:

af i=1
E(a)
Vf(a) = :
of
5. (@)
Nochmals nachgerechnet: " ) % (a)
Df o () = (L@ 2 w)| :Z§§<a>hi:< ; ,h>
) S o

0xy
Offensichtlich ist also im reellen Fall der Gradient von f bei a gleich dem Transponierten der Jakobimatrix von
f bei a.

Schreibweise: Vektoren in IR” werden in Spaltenform dargestellt, Linearformen in Zeilenform. Dadurch
wird der gesamte Formalismus fiir reelle lineare Abbildungen aus der linearen Algebra auch hier zugang-
lich, da so die Anwendung einer linearen Abbildung (hier: das Differential) auf einen Vektor das gleiche
Ergebnis liefert wie die Multiplikation einer Matrix (hier: Jakobimatrix) mit dem Vektor.

Was ist die geometrische Bedeutung des Gradienten?

6.4.2 Satz
@ [ Vf(a) |l =max{oyf(a): heV, | h|=1}

(b) Das Maximum in (a) wird (falls Vf(a) # 0) fiir genau ein h angenommen. Dieses ist
Vi@ _,
' V£(a) |
In Worten: V f(a) hat die Richtung des schnellsten Anwachsens von f(x), wenn sich x von a mit
Geschwindigkeit(-sbetrag) 1 entfernt (falls V f(a) # 0), und
|V £(a)| ist gleich die Anderungsrate von f in dieser Richtung (bei Geschwindigkeit = 1).



Hohere Ableitungen 111

Bemerkung: Ein Vektor v € V, v # 0 ist bestimmt durch:
> seine Liange || v ||

& seine Richtung, diese kann mit identifiziert werden, d.h. dem Einheitsvektor, der parallel und

HvH

gleichgerichtet zu v ist.

Beweis: Nach Definition und bekannten Sitzen ist

onf(a) =Df |, (h) = (Vf(a) h) firalle heV.
Die Cauchy-Schwarz Ungleichung sagt:

(Vfa)h) <[ Vfa) | -[lh]
mit Gleichheit genau dann, wenn V f(a) und h parallel und gleichgerichtet sind. Fiir ||| = 1 ergibt sich
die Behauptung. O

Eine zentrale geometrische Eigenschaft des Gradienten ist folgende.
Sei wiederum f : U — R, U C V offen, V mit Skalarprodukt, a € U, f in a differenzierbar.

6.4.3 Satz

Sei ¢ = f(a). Dann steht V f(a) senkrecht auf der Niveaumenge f~'(c).
Das heifst: Sei y: I — U (I C R Intervall, 0 € I) irgendeine differenzierbare Kurve mit:

(1) 7(0) =a

() y(t) € fYc) firalletel

Dann gilt: Vf(a) L+'(0)
Beweis: Nach Definition des Gradienten ist (Vf(a), 7/(0)) = Df |, (7/(0)).
Mit der Kettenregel folgt Df |, (7/(0)) = %‘tio(fo Y)(t) = 0, weil f(y(t)) = ¢ fiir alle ¢ ist, also
konstant. O

Beispiel: Aufgabe: Finde eine Formel fiir einen Normalenvektor zu K = {(x,y) € R: 3> = x?} in einem
beliebigen Punkt (x,y) € K.
Losung: Es ist K = f~1(0), wobei f(x,y) = x2 — 1.
of
Dann ist Vf(x,y) = (gi gi) = ( %{;
Nach dem Einsetzen ergibt sich Vf(x,y) = (2x, —3y?)".
Bei Punkten (x,y) # (0,0) erhilt man so einen Normalenvektor zu der Kurve K. Bei (x,y) = (0,0) hat

) (T bedeutet, dass die Matrix transponiert wird).

K eine Spitze, es ist gar nicht klar, was geometrisch eigentlich »Normalenvektor« bedeuten soll. Hier ergibt
sich Vf(0,0) = 0.

(Die wahre Bedeutung hiervon erfahren wir spéter: Aus dem Satz tiber implizite Funktionen folgt, dass
Spitzen nur bei Punkten auftreten kénnen, wo der Gradient verschwindet.)

6.5 Hohere Ableitungen

Bei der Einfiihrung hoherer Ableitungen fiir Funktionen mehrerer Variablen gehen wir umgekehrt vor
wie bei der Einfithrung der ersten Ableitung: Wir fangen mit der konkreten Sichtweise an (partielle Ablei-
tungen) und tiberlegen dann, was fiir ein algebraisches Objekt (analog zu der Linearform Df,) dadurch
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reprasentiert wird. Auf diese Weise sieht man leichter die Einfachheit und Komplexitit des Begriffs (hoffe
ich).

Sei U C R" offen, f: U — R.Seii € {1,...,n}. Falls 9; f(a) in jedem a € U existiert, erhdlt man
eine Funktion 0;f : U — R, die man vielleicht wieder ableiten kann, etwa in der j-Richtung ~~ 9;(9;f).
Hiermit kann man fortfahren, falls die Ableitungen jeweils existieren.

6.5.1 Definition
Fiir iy, -+ ,ip € {1,---,n} sei die p-te partielle Ableitung in Richtungen x;,, ..., x;, definiert durch

Oy -0 f 1= (93 -+ (9, 4 (95, £)) )
falls f auf U in Richtung x;, differenzierbar ist, d;,f auf U in Richtung Xi, differenzierbar ist

etc.

Andere Schreibweisen (etwa fiir p = 2):
9 9, & o
a]alf_ aixjaixlf_ E)Xjaxif_ijxi

Manche Autoren schreiben hierfiir auch f’/f/z X (umgedrehte Reihenfolge!), wir werden jedoch gleich sehen,

dass dies unter milden Bedingungen an f egal ist. Hierzu ein Beispiel:

Beispiel: Sei f(x,y) = xsiny. Wir leiten nach x ab. Es folgt:
fr =siny

Leiten wir dies nach y ab, ergibt sich: fﬁlx — cosy

Leitet man f, nochmals nach x ab, dann erhalten wir:
1/
xx =0

Ahnlich folgt: f; = x-cosy f’/(/y = cosy fy//y =x-(—siny)

_f£n

Hier ist also fy), = f/\.

Dass dies kein Zufall ist, sagt der Satz von Schwarz:

6.5.2 Satz (Vertauschen partieller Ableitungen)
Sei UCR"offen, f:U—R,acl,ije{l,---, n}.
Angenommen 9;f, d;f, 0;0;f existieren und sind stetig in einer Umgebung von a.
Dann existiert auch 9;0;f(a), und 9;9;f(a) = 9,0;f(a).

Vorstellung? 01 f ist die Steigung —, und 9,f ist die Steigung 1. Dann ist 9;(d,f) die Anderung der
Vertikalsteigung beim —-Gehen, und 9,(9;f) die Anderung der horizontalen Steigung beim 1-Gehen.
Haben Sie dafiir eine gute anschauliche Erkldrung? Dann teilen Sie mir diese bitte mit!

Beweis: Seio.B.d A.n=2,i=1,j=2.

9:(01£)(0,0) = ;1113}) (31f)(0,h);(31f)(0,0)
— im L gim L& = FOR) e f(K0) — £(0,0)
h—0h k=0 k k—0 k
= lim lim L [£(k h) — £(0, 1) = £(K,0) + £(0,0)]

Sei zunichst k und & fest. Nun verwendet man den Mittelwertsatz fiir

sk(y) = f(ky) — f(0,y).
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Dann [f(k,h) = £(0,) = £(k,0) + £(0,0)] = gk(h) — 8(0) = I~ g.(1)
fir ein  zwischen 0, h. Weiter: ab(n) = 0af (k, 1) — 32£(0, 1)
Setze r(x) = d2f(x, 7). Man verwendet erneut den Mittelwertsatz:

r(k) = r(0) = kr'(§) = ko1 (02£) (¢, )

fiir ein ¢ zwischen 0, k.
Also: Vk,h 3¢5 (¢ zwischen 0,k und # zwischen 0, /) mit

[f(k,h) = f(O, 1) = f(k,0) + f(0,0)] = h - k- 01(92f) (&, 1)
Da 010y f stetig ist und ¢, — 0 fir k,h — 0 gilt, folgt:

92(91£)(0,0) = lim lim 01(02f)(&, 1) = 91(32f)(0,0)

6.5.3 Definition
Sei U C R" offen.
Fiir k € N definieren wir C¥(U) = {f : U — R : Alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k
von f existieren und sind stetig}.
(Der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen.)

Nattirlich konnte man auch Funktionen betrachten, fiir die zum Beispiel die zweiten Ableitungen existieren,
aber nicht notwendig stetig sind, doch so etwas kommt selten vor.

Bemerkung: Aus dem Satz von Schwarz folgt leicht mittels Induktion, dass fir f € CK(U) die Reihenfolge
aller hochstens k-ten partiellen Ableitungen beliebig vertauscht werden kann, d. h.: Fiir jedes [ < k, jede
Permutation 7t von {1,...,1} und alle ij...i; gilt

Bty 00 f = d(iy) - Oy f

Fiir eine C* Funktion von n Variablen gibt es also eine uniibersichtliche Vielfalt an k-ten Ableitungen:
1. Ableitung;: n Funktionen

2. Ableitung: n? Funktionen (djoif furi,j=1,...,n).

k-te Ableitung: nk Funktionen (ailf,...,aikf fur iy,...,0 € {1,...,n})
Dabei sind nach dem Satz von Schwarz viele dieser Funktionen gleich, z. B. bestimmen wegen 9;0;f = 9,9, f
n(n+1)
2

fiir alle i, schon Funktionen alle moglichen zweiten Ableitungen.

Wie organisiert man diesen Wust an Information? Gibt es ein Objekt (dhnlich dem Differential), das alle
diese partiellen Ableitungen in sich vereint?

Um dies zu beantworten, wollen wir nun die anderen Sichtweisen der ersten Ableitung auf hohere
Ableitungen tibertragen. Zunichst die Richtungsableitung. Hier nimmt man einfach mehrere Richtungs-
ableitungen hintereinander (wir verwenden wieder obere Indizes zur Aufzdhlung mehrerer Vektoren):

6.5.4 Lemma
Sei f € CK(U). Dann existiert fiir beliebige h(1),...,hK) € R" die iterierte Richtungsableitung
ah(k) - ah(l)f = (ah(k> cee (ah(z) (ah<1)f)) .. ) auf U, und es gllt

n
_ (W) 00
0w - f =D @)l 0,

i1 erif=1

wobei 1) = (W, KT far 1=1,...,k.
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n
Beweis: Zunichst ist 0, (1) f = Zl( i f)-h ) - Das ist der Fall k = 1. Wendet man hierauf 9, ;) an, so
n=
folgt, da die hgl) Konstanten sind:

n

3, =Y 0w Y = Y @20 KA
11 =1 11,i2:1
Dies ist der Fall k = 2. Und so weiter per Induktion. O

Bemerkung (zu hoheren Ableitungen fiir Funktionen auf Vektorrdumen): Offensichtlich gilt auch: Exis-
tiert ah(k) e ah(1>f fur beliebige KW . h*k) € R" auf U und ist dort stetig, so folgt f € Ck(ll). Denn die
partiellen Ableitungen sind ja spezielle Richtungsableitungen.

Damit lasst sich C¥(U) auch fiir offene Teilmengen in beliebigen normierten, endlich-dimensionalen
Vektordumen V definieren, namlich als die Menge der Funktionen f : U — R, fiir die ah(k> ...E)hm f fur
beliebige W, .. h%) e V auf U existiert und stetig ist.

(Man konnte C*(U) fiir U C V auch mittels Wahl einer Basis von V — und damit Identifizierung von
V mit R" - definieren, miisste dann aber die Unabhangigkeit von der Wahl der Basis zeigen. Dies liefe im
Wesentlichen auf den Beweis von Lemma 6.5.4 hinaus.)

Im Folgenden sei V ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum, U C V offen und k € IN. Wir
konnen nun als Verallgemeinerung des Differentials auf hohere Ableitungen formulieren:

6.5.5 Definition
Sei f € CK(U) und a € U. Dann definieren wir fiir k), ..., 1K) ¢ v
® fa(hD, ..., h®) =2 ) ...9, 5 f(a)
Die Abbildung D®) fla® VK — R heiflt Differential k-ter Ordnung von f im Punkt a.

Was ist D) f|a fur ein algebraisches Objekt, das heifst, was sind seine wesentlichen algebraischen Eigen-
schaften? Es sind die folgenden.

6.5.6 Definition
Sei V ein R-Vekorraum und k € IN. Eine Funktion a : V¥ — R heiflt k-Multilinearform auf V,
falls & beztiglich jedem seiner Argumente linear ist. Das heifst:
Fiirjedes i =1, ...,k gilt: Fur alle oW, .o, wh e Vund c €R gilt:
a(v(l),v(z), oD .,v(k)) +a(@®,0@, . w®, W) = ac(v(l), o0 4 w(i),...,v(k))
und zx(v(l),v(z),...,cv(i),...,v(k)) = ca(o®, 0@, 00, . ok)
« heiflt symmetrisch, falls fiir alle Permutationen 7t von (1,...,k) gilt:

a(v(l), 0(2), ., v(k)) — a(v("(l)), ., U(H(ﬂ)))
2-Multilinearformen heifsen auch Bilinearformen.

Bemerkung: Eine 1-Multilinearform auf V ist offenbar dasselbe wie eine Linearform auf V. Fiir k > 2
sind aber k-Multilinearformen nicht mit linearen Abbildungen V¥ — R zu verwechseln! Zum Beispiel ist
das Skalarprodukt auf R? (v,w) = viwy + vowy eine Bilinearform auf R2. Da aber Komponenten von v
mit Komponenten von w multipliziert werden, ist es nicht linear bzgl. des Gesamtvektors (v1, vy, wq, ws),
also nicht linear auf (IR?)2. Verdoppelt man etwa diesen Vektor, so vervierfacht sich (v, w).

Wie sehen k-Multilinearformen konkret aus?
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6.5.7 Lemma

Sei a eine k-Multilinearform auf dem Vektorraum V. Sei e(1), ..., e(") eine Basis von V.
Fiir beliebige iy, ...,i € {1,...,n} setze Rijiy..iy = zx(e(il),... e(ik)).

Seien v(l),...,v(k) € V beliebige Vektoren und o) = > Ul(l)e(i), I =1,...,k, ihre Darstellungen
i=1
beztiglich der Basis e, ... e Dann ist

n
a(o®, ..., v®) = > "‘iliz"-ikvlgll)'“vlglf)
S|

Beweis: Man setzt die Basis-Darstellung ein und »multipliziert aus«, d.h. verwendet die Linearitat, erst

fur das erste Argument, dann fiir das zweite etc. O

Man kann sich die Zahlen ijiy...if als Elemente eines k-dimensionalen Zahlenwiirfels der Kantenldnge n
vorstellen. Fiir k = 2 wére das eine quadratische Matrix.

Wir fassen zusammen:

6.5.8 Satz
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, U C V offen und f € CK(U). Sei a € U. Das Diffe-
rential k-ter Ordnung von f im Punkt a ist eine symmetrische k-Multilinearform D) fla auf V.
Beztiglich einer Basis e ..., e von V ist sie gegeben durch

n

1 k
Df<k>f|a(h(1>,...,h<k>); > @ R,
wobei 9j ...0; f die partiellen Ableitungen von f beziiglich der Basis sind.

Beweis: Die Definition war L ) L
DEf, (V.. h®) =2 qy...9, 1 f(a),

und dies ist nach Lemma 6.5.4 durch diese Formel gegeben. Aus dem Satz von Schwarz folgt, dass die par-
tiellen Ableitungen nicht von der Reihenfolge der Indizes abhidngen, und daraus, dass Dk f‘ » symmetrisch

ist. O

Das Differential zweiter Ordnung ist recht tibersichtlich: Jede Bilinearform a ldsst sich beztiglich einer

gegebenen Basis (e(!), ..., e(") als Matrix darstellen:

n
a(v,w) = Z wijow; =0  Aw, A= (;j)ij1,.n
ij=1

falls v,w € V mit v = 3, v;e), w = 3, w;e) und auBerdem ajj = a(e®,el)).

6.5.9 Definition
Sei V =R" und f € C2(U). Dann heifit die symmetrische Matrix

i@ o fiu(a)
Hf(ﬂ) = . .
n1(a) nn (@)

Hesse-Matrix von f im Punkt a.
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Der Zusammenhang zwischen Hesse-Matrix und Differential zweiter Ordnung lautet also

n 2
2) — o7 - f v
D' f,(v,w) = v Hf(a)w 2 v, v,
i,j=1
wobei v, w als Spaltenvektoren zu verstehen sind und ol der entsprechende Zeilenvektor ist.
Wir werden sehen, dass die Hesse-Matrix bei der Extremwertbestimmung eine wesentliche Rolle spielt.

Der Satz von Taylor

Aus Analysis I kennen wir die Taylorformel fiir Funktionen einer Variablen: Sei U C R ein Intervall und
f e CH(U).Seien a € U, h € R. Falls auch a + h in U liegt, so gilt

Fla+h) = F(@) +hf @)+ 5" @)+ oo+ 0 ) 4 Ry,

wobei R, 1 = Mf(“l)(g) fiir ein ¢ zwischen a und a + h
PHLT 1) :

Wie kénnte eine n-dimensionale Taylorformel aussehen? Sei also U C V (stellen Sie sich immer V = R”
vor, wenn Sie wollen) offen, f € CK*1(U), a € U. Wie kann man f(a + h) mittels des Wertes von f und
seiner Ableitungen bei a4 approximieren?

Mit folgendem hiibschen Trick ldsst sich dies leicht beantworten: Setze ¢(t) := f(a + th) fur ¢t € [0,1].
Dann ist ¢(0) = f(a), ¢(1) = f(a+ h). Es konnte also hilfreich sein, die Taylorformel fiir ¢ beim Punkt 1,

beziiglich des Punktes 0, zu verwenden:
1 1
?(1) = 9(0) + ¢'(0) + 50" (0) + ..+ 2197 (0) + Rpia

. 1 + .
mit R, = WQD(V )(7) fiirein 0 < T < 1.

Die Ableitungen von ¢ lassen sich mittels f ausdriicken: Nach Kettenregel und Definition der Rich-

tungsableitung folgt mit ; (a + th) = h sukzessive

dt
¢(t) = f(a+th)
¢'(t) = Dfjg (k) = 9y f(a+th), und analog

¢" () = 04 (9uf)(a+th)
allgemein: (p(l)(t) =0y0y,...0, f(a+th).
e —
I-mal

Verwenden wir die oben eingefiihrte Schreibweise fiir die iterierten Richtungsableitungen, folgt:

6.5.10 Satz (Satz von Taylor)

Sei V endlich-dimensionaler normierter Vektorraum und U C V offen. Sei f € CK1(U) und
a € U. Angenommen, die Strecke {a+th : t € [0,1]} liegt in U. Dann gilt

f(a+h) = £(@) + Dfla(t) + z DD fla(h, 1) + ...+ G DO flalli b ..., 1) + Ria

1

(k+1)'D(k+1)f|u+Th(h,...,h) fiir ein T € (0,1).

Man nennt Ty(h) = f(a) + Df|.(h) + %Dzﬂa(h,h) +...+ %D(k)ﬂa(h, h,...,h) das k-te Taylorpolynom
von f im Punkt a. . .
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Dies ist wirklich ein Polynom beziiglich der Variablen / (nicht beziiglich a). Zur Definition von Polyno-
men in n Variablen siehe 1.4.7. Zum Beispiel ist fiir k = 2:

Ta() = f@) + 3 fl(@hit 5 > flo (@hihy
i=1

ij=1
Beispiel: Fiir f(x1,x2) = e*17%2 und a = (0,0) ist Tp(h) = 1+ Iy + hy + 3 (h3 + 2hyhy + h3).
Die Bedeutung des Taylorpolynoms liegt wie beim eindimensionalen Fall in folgendem:

> Approximative Bestimmung des Funktionswertes f(a + h) mittels des Wertes von f und seiner Ab-
leitungen bei a, fiir kleine h.

& Untersuchung qualitativer Eigenschaften von f nahe einem Punkt a:
- Untersuche die Eigenschaft zunachst fiir Tj.
— Zeige, dass der Restterm Ry fiir die untersuchte Eigenschaft irrelevant ist.

Was hierbei k ist, hangt von der untersuchten Eigenschaft ab.

Wir werden dies nun fiir die Eigenschaft, bei a ein relatives Maximum oder Minimum zu haben, durchfiih-
ren.

Extremwertbestimmung

Aus der Analysis I wissen wir, dass bei einem lokalen Minimum a einer Funktion f im Innern ihres
Definitionsbereichs f'(a) = 0, f”(a) > 0 ist. Gilt die etwas stirkere Bedingung f'(a) = 0, f”(a) > 0, so
kann man umgekehrt die Existenz eines relativen Minimums folgern. Dies wollen wir nun verallgemeinern.
Den Fall f(a) = 0, wo man manchmal durch Betrachtung hoherer Ableitungen entscheiden kann, ob
ein lokales Extremum vorliegt, werden wir in htheren Dimensionen nicht betrachten.
Im R" ist die zweite Ableitung eine Bilinearform. Was bedeutet Positivitat fiir diese?

6.5.11 Definition

Sei V ein Vektorraum und B : V X V — R eine symmetrische Bilinearform.
B heif3t positiv definit :< B(v,v) > 0 fiiralle v #0, v € V.
B heifit positiv semi-definit :< B(v,v) > 0 fur alle v € V.

Wird B beziiglich einer Basis durch eine Matrix A dargestellt, so ist positiv (semi-)Definitheit von B of-
fenbar dquivalent zu positiv (semi-)Definitheit von A, das heifit zu v” Av > 0 (bzw. > 0) fiir alle v # 0.
Die Funktion q(v) = B(v,v) bzw. q(v) = vT Av nennt man die zu B bzw. A gehérige quadratische Form.
Nach der Definition ist positiv (semi-)Definitheit schon eine Eigenschaft von 4.

Analog heifit B negativ (semi-)definit, falls —B positiv (semi-)definit ist, oder gleichbedeutend, dass
B(v,v) < 0 (bzw. < 0) fiir alle v # 0 ist. B heif8t indefinit, falls B weder positiv noch negativ semi-definit
ist, oder gleichbedeutend, falls es ein v mit B(v,v) > 0 und ein w mit B(w, w) < 0 gibt.

Beispiel: Den symmetrischen Matrizen
10 1 0 -1 0
Al = Ay = Az =
o o) o ) (0 )
entsprechen die Bilinearformen

By (h, k) = hiky + haky By(h, k) = hiky — haky B3(h k) = —hiki — haky
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und die quadratischen Formen
q1(h) = b + 13 qa(h) = b — b3 g3(h) = —hi — I3

Aq (bzw. By, q1) ist positiv definit, A, ist indefinit, A3 ist negativ definit.

g1 hatin 0 ein Minimum, ¢ einen Sattelpunkt (kein lokales Extremum), g3 ein Maximum.

Das hat Methode:

6.5.12 Satz
Sei U C V offen, a € U und f € C2(U). Dann gilt:

(1) Falls f in a € U ein lokales Extremum hat, so ist Df|, = 0.
(2) Falls f in a € U ein lokales Minimum hat, so ist D(?) fla positiv semi-definit.
(3) Falls Df|, =0 und D® fla positiv definit ist, so ist 4 ein lokales Minimum.

Analoge Aussagen gelten fiir lokale Maxima, wenn man >positiv< durch >negativ< ersetzt.
Falls Df|, = 0 und D@ fla indefinit ist, hat f in a kein lokales Extremum.

Im konkreten Fall V = R" bedeutet (1), dass %(a) = 0 fiir alle i, und bei (2), (3) tiberpriift man die
1

(semi-)Definitheit der Hessematrix H(a).
Wie sieht man einer symmetrischen Matrix an, ob sie positiv (semi-)definit, negativ (semi-)definit oder
indefinit ist? Das folgende Lemma, das wir auch im Beweis von Satz 6.5.12 verwenden werden, liefert ein

vor allem fiir theoretische Zwecke niitzliches Kriterium.

6.5.13 Lemma
Sei A symmetrische n x n-Matrix. Seien A1 < A, < ... < A, die Eigenwerte von A (mit Multipli-
zitat aufgeschrieben). Dann gilt fiir alle € IR":

MR < BT AR < AR

wobei || || die euklidische Norm ist. Die linke (bzw. rechte) Ungleichung wird zur Gleichheit, wenn

h ein Eigenvektor zum Eigenwert A; (bzw. A;) ist.

Beweis: Wir verwenden die aus der linearen Algebra bekannte Tatsache, dass es eine Orthonormalbasis
o), ..., 0" aus Figenvektoren von A gibt. Sei A; der Eigenwert zu v(). Ist i € R" beliebig, so ist

n .
h=>" rxiv(1> fur gewisse a1, -+ ,a, € R. Es gilt
i=1

n
Ah = Z Ao (o) Eigenvektoren)
i=1
n
|h||> = hTh = Z a? (0" orthonormal — Pythagoras)
i=1

n
W' Ah = Z )LZ‘DCIZ (verwende erste Gleichung und Orthonormalitét)
i=1
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt wegen A; < A; < A, fiir alle i die Behauptung. O

Aus dem Lemma folgt unmittelbar:
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6.5.14 Satz

Sind A und A4, ..., A, wie im vorigen Satz, so gilt:
(a) A positiv definit < Alle Eigenwerte sind positiv.
(b) A positiv semi-definit < Alle Eigenwerte sind > 0.
(c) A negativ definit < Alle Eigenwerte sind negativ.
(d) A negativ semi-definit < Alle Eigenwerte sind < 0.

(e) A indefinit < Es gibt mind. einen positiven und mind. einen negativen Eigenwert.

Beispiel: Der symmetrischen Matrix Ay = <(1) é) entspricht die Bilinearform By (h, k) = hiky + hpkq und

die quadratische Form g4 (h) = 2h1hy. By ist indefinit. Zum Beispiel ist g4(1,1) > 0, g4(1,—1) < 0.

Die Indefinitheit folgt auch daraus, dass die Eigenwerte von A4 gleich 1 und —1 sind, oder auch daraus,
dass g4(h) = fz% — fz% mit 71y = (b +h2) /2, by = (hy — hy)/+/2. Mittels des Koordinatenwechsels & +— /1
ist also g4 dquivalent zum Beispiel g, oben.

Die Berechnung der Eigenwerte einer Matrix kann recht kompliziert sein. Der folgende Satz liefert ein
Kriterium, das praktischer ist. Zunéchst eine Definition: Sei A = (ai]- < —i,j=1,...,n) eine n x n-Matrix.
Die Hauptminoren von A sind die Zahlen

Ap = det(a;j)ij=1,. k0 k=1,...,n

also die Determinanten der oberen linken quadratischen Teilmatrizen.

6.5.15 Satz (Hurwitz-Kriterium)

Sei A eine symmetrische n x n-Matrix. Dann gilt:
A ist positiv definit <= Alle Hauptminoren von A sind positiv.

Beweis: Siehe Biicher tiber Lineare Algebra. O

Fiir n = 2 sagt der Satz:
A positiv definit <= Der Eintrag in der linken oberen Ecke ist positiv und det A ist positiv.
Leider gilt das Hurwitz-Kriterium nicht analog fiir semi-definite Matrizen.
Preisfrage: Wie lautet das Hurwitz-Kriterium fiir negativ definite Matrizen?
Vorsicht: FALSCH wire, dass alle Hauptminoren negativ sein miissten.
Richtig: A negativ definit <= A; < 0,42 >0,A3<0,....
Denn A negativ definit <= —A positiv definit, und der k-te Hauptminor von —A ist gleich (—1)F mal
dem k-ten Hauptminor von A, da bei der Determinante k Zeilen mit —1 multipliziert werden!

Beweis (von Satz 6.5.12): Zu (1) und (2): Sei h € V und ¢(t) = f(a + th). Falls f bei a ein lokales Mini-
mum hat, so hat ¢ bei t = 0 ein lokales Minimum. Somit ist ¢'(0) = 0 und ¢”(0) > 0. Wie beim Beweis
des Satzes von Taylor gilt ¢'(0) = Df|,(h) und ¢”(0) = D(Z)f‘a(h,h). Also ist fiir alle h € V Df|,(h) =0
und D@ f,(h,h) > 0.

Zu (3): Es ist zu zeigen, dass ein ¢ > 0 existiert, so dass aus ||h| < e folgt, dass f(a+h) > f(a) ist. Nach
dem Satz von Taylor mit k = 2 ist f(a +h) > f(a) dquivalent zu

1D2f,,(h,h) + Rs(h) > 0.
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Wie zeigt man dies? Wir erinnern uns an das Prinzip, dass die gewiinschte qualitative Eigenschaft von f
erst fiir das Taylorpolynom gezeigt werden sollte und dann gezeigt werden sollte, dass der Restterm sie
nicht zerstort, das heifit hier: R3(h) kann nicht allzu negativ sein. Warum sollte das stimmen? Beachte, dass
iD? fia(h, 1) quadratisch in h ist, aber R (/) kubisch. Fiir kleine i dominiert ein quadratischer Term einen

kubischen! Wir werden also zeigen:
(a) Es gibt ein ¢ > 0, so dass %D2f|a(h,h) > c||h||? fur alle k.

(b) Es gibt ein C > 0, so dass |R3(h)| < C||h|]® fiir alle & mit ||h|| < eo. Hierbei sei ¢y so gewahlt, dass
Key(a) C U.
Beweis von (a): Sei A die Matrix von D? f|a beztiglich irgendeiner Basis, und sei A; der kleinste Eigenwert
von A.Nach Lemma 6.5.13 ist Ay > 0 und D?f|,(h, h) > Aq||h||*>. Setze ¢ = A1/2.
Beweis von (b): Es ist R3(h) = %D(e’)ﬂ“m (h,h,h) fir ein T € (0,1). Betrachte die Funktion
F(b,w) = 1DV fj(w,w,w) fir b€ Key(a), lw] =1.
Da die Menge der (b,w) kompakt ist (offenbar beschrankt, und abgeschlossen, da durch =, < stetiger
Funktionen — ndmlich der Distanzfunktion — definiert), hat |F| auf dieser Menge ein Maximum C. Aus
Rs(h) = £D3f|,wn(h, h, 1) = ||h||>F(b,w) folgt nun die Behauptung.
Beweis, dass aus (a) und (b) Teil (3) des Satzes folgt: Fiir ||| < c¢/C ist
C
LD2f, (I, 1) + Ra(h) = cl[h]]* = Clln]}* = Cllnl* (& — I} = 0.
Die letzte Behauptung des Satzes ergibt sich sofort aus (1) und (2): Lage ein lokales Extremum vor, so wére
D® f|a semi-definit, also nicht indefinit. O

Verfahren (zur Extremwertbestimmung): Um die lokalen Extrema einer Funktion f : U — R zu bestim-

men, geht man also folgendermafien vor:

(1) Bestimme alle Punkte 2 mit Df, = 0, d.h.%(u) = 0 fir alle i. Diese Punkte heiflen kritische

1

Punkte von f.

(2) Fiir jeden kritischen Punkt a berechne die Hesse-Matrix H(a). Ist sie positiv definit, hat man ein
Minimum, ist sie negativ definit, hat man ein Maximum. Ist sie indefinit, spricht man auch von
einem Sattelpunkt. Falls sie semi-definit ist, kann man ohne weiteres keine Aussage machen.

Beachte, dass wir hier nur die lokalen Extrema in der offenen Menge U behandeln. Randextrema erfordern

weitere Uberlegungen.
Beispiele:

(1) Sei f(x,y) = x* +y*. Dann ist D¢ (x,y) = @x) und H(x,y) = (é 2) - D¢(x,y) = 0 gilt genau fiir
Y

x =y =0,und Hf(0,0) ist positiv definit, also ist (0,0) ein lokales Minimum. Offenbar ist es sogar

ein globales Minimum.

(2) Sei f(x,y) = cosx +cosy. Dann dyf = —sinx, d,f = —siny. Die kritischen Punkte sind also genau
die Punkte (x,y) mit sinx = siny = 0. Dies sind genau die Punkte py; = (k7,I7r) mit k,I € Z. Die
. —Ccosx 0 ) L ) (—1)k+1 0
Hesse-Matrix ist H¢(x,y) = , und bei ist dies gleich
£(xy) ( 0 COSy) Pkl 8 ( 0 (—1)+
Wir erhalten also:
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> Bei allen py; mit k,I gerade liegen lokale Maxima.
> Bei allen py; mit k,I ungerade liegen lokale Minima.

> Bei allen anderen py liegen Sattelpunkte.

6.6 Vertauschen von Differentiation und Integration

Darf man Ableiten und Integrieren beztiglich verschiedener Variablen vertauschen? Das heifdt, stimmt fol-

b b
%/a f(x,t)dt:/a 3 flx ) dt

Die Antwort, wie so oft, ist: Ja, meistens. Also unter gewissen Bedingungen an f, die in den meisten
interessanten Fallen erfiillt sind. (Es gibt auch Beispiele, wo es nicht stimmt, die sparen wir uns hier aber.)

Hier ist ein Satz, der fiir die meisten Situationen ausreichen sollte. Insbesondere erlaubt er uneigentliche
Integrale, was oft wichtig ist. Zunédchst wird auch die Frage geklart, ob das Integral (bzgl. t) stetig von x

gendes?

abhéngt.

6.6.1 Satz
Sei U C R" offen und b,c € RU {%oo} mit b < c.Sei f: U x (b,c) = R, (x,t) — f(x,t) stetig.

(1) Falls |f(x,t)| durch iiber (b,c) integrierbare Funktionen majorisiert werden kann, lokal gleich-

mafig in x, dann ist c
F(x) = / f(x, t)dt
b

stetig auf U.

(2) Angenommen, ax], f existiert und ist stetig in U x (b,c). Falls |8x]. f(x,t)| durch tiber (b,c)
integrierbare Funktionen majorisiert werden kann, lokal gleichméfSig in x, dann ist

ax; /b Flx, t)dt = /b 3 f (x, ) dt .

Die Majorisierungsbedingung in (1) lautet, ausfiihrlich geschrieben: Zu jedem xy € U existiert eine Um-
gebung U’ und eine stetige Funktion S : (b,c) — R mit |f(x,¢)| < S(t) firalle x € U, t € (b,c), und
C

[ S(t)dt < oo.

b

Die Bedingung in (2) lautet analog.

Beweis: Dies folgt aus einem zentralen Ergebnis der Lebesgue’schen Integrationstheorie, die wir in Analy-
sis III behandeln werden: Dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz. Einen direkten Beweis kann man im

Buch Analysis II von E. Behrends finden. O

Bemerkung: Die Bedingungen klingen zwar kompliziert, sie sind jedoch zum Beispiel dann immer erfiillt,
wenn b,c € R und f auf U x [b, ] beztiglich x; stetig differenzierbar ist. Denn: Wéhle die Umgebung U’
von xo kompakt (etwa eine kleine abgeschlossene Kugel) und setze S(t) = max{|f(x,t)|: x € U'} (fiir (1),
und dhnlich fiir (2)). Das Maximum existiert wegen der Kompaktheit und Stetigkeit.

Beispiel:

1 1 1 1
Es ist i/ sin(x? + t%) dt = / 9 sin(x? + %) dt = / 2x cos(x* + £2) dt = Zx/ cos(x® + t2) dt.
dx J, o 0x 0 0
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Eine hiibsche Anwendung ist die Berechnung von / L?t dt:

—00
Eine Stammfunktion fiir den Integranden gibt es nicht in geschlossener Form (versuchen Sie, eine zu

finden!). Erstaunlicherweise ldsst sich aber das bestimmte Integral auswerten, zum Beispiel mittels des
oo .

folgenden Tricks: Wegen Symmetrie ist das gesuchte Integral gleich 2 / SlTnt dt. Betrachte allgemeiner

0

F(x) = / SITnte*txdt fiir x > 0.
0
F(x) kann man nicht direkt berechnen, wohl aber seine Ableitung! Fiir x > 0 ist

, * sint iy <. Ctx 1
F'(x) = T(—t‘)e dt = — sint-e ¥ dt=... = —
0 0

sint

Das gesuchte Integral / - dt = F(0) konnten wir wegen (a > 0 beliebig)
0
a a 1
F(a) :F(0)+/ F’(x)dx:F(O)f/ ﬁdx:F(O)farctana
0 o 1+x

berechnen, wenn wir F(a) fiir irgendein a > 0 kennen wiirden. Leider ist das nicht der Fall, das ist nicht
einfacher als das urspriingliche Problem. Was uns rettet, ist

F(a) - 0 fur a — oo,

Damit folgt 0 = F(0) — lim arctana = F(0) — E, also F(0) = = und damit
& a—00 2 2

© sint
/ ——dt=m
—oo P

Die Details sind eine Ubung (deren schwierigster Teil es ist, die Stetigkeit von F bei a = 0 nachzuweisen —
denn Satz 6.6.1 ist nicht direkt anwendbar, da ]s‘Tnt‘ nicht integrierbar ist).
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Nun beginnen wir die Diskussion des Ableitungsbegriffs im allgemeinen Fall einer Abbildung
n
f: Ui R™
mit n,m € IN. Die Félle n = 1 (Kurven) und m = 1 (Funktionen) kennen wir bereits.

Neben dem Finden einer verniinftigen Definition und der Anwendung des Ableitungsbegriffs auf kon-
krete Probleme (Auflosen von Gleichungen, Extremwertbestimmung mit Nebenbedingungen) wird es auch
darum gehen, wie man sich solche Abbildungen vorstellen kann. Hier wird die schon bekannte Dualitdt —
rechnerische und geometrische Bedeutung — wieder sehr zentral sein.

Wir werden meistens statt IR" und R" beliebige normierte Vektorraume V, W zulassen. Wenn Sie wollen,
konnen Sie diese in Gedanken immer durch R, R™ ersetzen. Wir werden aber auch Beispiele sehen, die
die abstraktere Sprache rechtfertigen.

Die Sitze und Definitionen gelten in der gegebenen Formulierung fiir endlich-dimensionale V, W. Bei
hoheren Anwendungen braucht man aber auch unendlich-dimensionale V, W. Erstaunlicherweise macht
das an den meisten Stellen fast keinen Unterschied. Die notwendigen kleinen Modifikationen sind als klein
gedruckte Bemerkungen angegeben.

7.1 Definition, einfache Eigenschaften, Beispiele

Die Grundidee der Differentialrechnung ist die lineare Approximation. Das Differential einer Abbildung
soll also die Bedeutung einer linearen Approximation haben. Das ldsst sich fast wortlich wie bei Funktionen
formulieren.

7.1.1 Definition
Seien V, W normierte Vektorraume, U C V sei offen und a € U. Eine Abbildung f : U — W heifst
in a differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung L : V — W gibt mit:

=0 [[7]l
heV

In diesem Fall schreibt man: Df|, = L und nennt dies das Differential von f bei a.

Mit L(V,W) := {lineare Abbildungen V — W}

ist also, falls f auf U differenzierbar ist,
Df:U— L(V,W).

Bemerkung (zum co-dimensionalen Fall): Der (in diesem Semester) fiir uns wichtigste Fall ist der endlich-
dimensionale, d.h. dimV < oo, dimW < oo. Fiir viele der folgenden Betrachtungen ist dies jedoch un-
wesentlich, allerdings muss im Fall dimV = co die Definition um die Forderung ergédnzt werden, dass
L:V — W stetig ist (dies ist fiir dimV < co automatisch der Fall). L(V, W) ist fiir beliebige normierte
Vektorraume V, W definiert als die Menge der stetigen linearen Abbildungen V — W.
Bevor wir die Bedeutung des Differentials einer Abbildung untersuchen (die dann erst die Definition
rechtfertigt!), leiten wir ein paar einfache Eigenschaften her und betrachten Beispiele.

123
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Wir betrachten zunichst den wichtigsten Fall W = R™. Eine Abbildung f : U — R™ ist dann durch
ihre m Komponentenfunktionen gegeben: (£ (x)

flx) = : fur alle x € U,
fm(x)

wobei jedes f; eine Funktion U — IR ist.
Fir Kurven (Satz 2.1.3) liefd sich die Ableitung und Differenzierbarkeit mittels der Komponenten be-

schreiben. Dies geht auch fiir Abbildungen:

7.1.2 Satz
f : U — R™ habe die Komponentenfunktionen f,..., fi, : U — R. Sei a € U. Dann gilt:
f differenzierbar in a4 <= fi,..., fm differenzierbar in 4,
und dann lasst sich fiir h € R" der Vektor Df|,(h) € R™ komponentenweise berechnen:

D f 1 ‘a (h)
_ | DAl
D finla(h)
Falls V = R", so ist Df|, beziiglich der Standardbasen von R", R" durch die Matrix

Dfla(h)

af of;
ﬁ(a) i(a)

]f(a) = (%)i:l,.‘.,m;jzlwr"

ﬂ(a) L (a)

axl axn

gegeben.

Die m x n Matrix J; heifit Jacobi-Matrix von f.
Aus der Formel fiir J¢ folgt auch, dass die Abbildung L in Definition 7.1.1 eindeutig bestimmt ist.

Ly(h)

Beweis: Lineare Abbildungen L: V — RR™ sind mittels L(h) = durch m-Tupel von Linearformen
L (h)

flath)—f(a) —L(h) fila+h) — fi(a) — Li(h)

,i=1,...,m,

die Komponenten

L; : V — R gegeben. Dann hat

11l (11l
und wegen Lemma 1.3.10 gilt
Jim SOTH —S@ZL0) _ gy Sl M) = S@ 2L g g 21, m
P ] 10 7] Y
hev heV
Daraus folgt die erste Behauptung. Die Formel fiir die Jacobi-Matrix folgt dann aus Korollar 6.1.5. ]

Um sich bei der Berechnung der Jacobi-Matrix nicht zu vertun, sollte man immer die Komponenten von f

tibereinander schreiben!

Beispiele:

o umms o= () =2 )

(2) f affin linear, d.h. f(x) = Ax +b, fiir eine m x n-Matrix A und ein b € R™. Dann ist J¢(x) = A fiir

alle x. Denn: f(x+h) — f(x) — Ah = (A(x +h) +b) — (Ax +b) — Ah =0
TAviAn



Definition, einfache Eigenschaften, Beispiele 125

Ahnlich wie bei Funktionen kénnte man auch fiir Abbildungen von einer Richtungsableitung sprechen.
Dies ist eher untiblich. Dieselbe Idee gibt jedoch eine niitzliche Berechnungsmethode fiir das Differential:

7.1.3 Satz
Die Abbildung f: U — W, U C V, seiin a € U differenzierbar. Dann gilt fir h € V:
_4 i fatth) — f(a)
Dfla(h) = dt|t:of(a+th) = }Ln& /
Beweis: Genau wie der Beweis von Satz 6.1.4. O

Hier ein Beispiel, wo das niitzlich ist.

Beispiel: V =W = M,(R), f(B) = B%. Was ist das Differential von f bei B € V'?
Fiir H € V ist (B+tH)? = (B+tH)(B+tH) = B2+ tBH + tHB + t*H?, also

d d
Df|p(H) = Eltzof(BthH) = T (B + tH)?
d 2 272
== (B*+t(BH+ HB) +t°H
3 (B T {(BH + HB) + £°HY)

= (0+ (BH + HB) +2tH?),_y = BH + HB,
also

\Df|p(H) = BH + HB|

Beachten Sie, dass H, B Matrizen sind, dass dies also nicht notwendig gleich 2BH ist!

In diesem Beispiel wére es nicht sinnvoll, das Differential mittels der Jacobi-Matrix (also der partiellen
Ableitungen) anzugeben. Probieren Sie es! Die Rechnung wire sehr uniibersichtlich und gébe keine Ein-
sicht. Das oben gewonnene Ergebnis werden wir spéter verwenden, um Wurzeln aus Matrizen zu ziehen.

Die wichtige Kettenregel aus Analysis I hat eine hiibsche Verallgemeinerung;:

7.1.4 Satz (Kettenregel)

V,W, X seien normierte Vektorrdume, U C V und U’ C W offen. Seien f : U - W, ¢: U’ — X
Abbildungen, mit f(U) C U’, so dass go f : U — X definiert ist. Sei 2 € U. Dann gilt:
Falls f in a differenzierbar und g in f(a) differenzierbar ist, dann ist g o f in a differenzierbar, und

D(go f)la = Dg|f(a) oDfla
Falls V = R", W = R", X = R, so heift dies:

Jgof (@) = J5(f(a)) - J¢(a)
f g

@ ® ® g(f(q)

Dfla. ., D8lf(a)

14 VA

D(gof)la:V
Kurz: Das Differential der Komposition ist die Komposition der Differentiale!
Im Fall V =W = X = R erhélt man die altbekannte Kettenregel aus Analysis I,
(g0 )(x) = ¢'(F() - f (x)
In hoheren Dimensionen muss man auf der rechten Seite nattirlich auf die Reihenfolge der Faktoren achten.
Im Beweis brauchen wir folgendes Konzept (vgl. die Bemerkung vor Satz 5.5.9).
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7.1.5 Definition
V, W seien normierte Vektorrdume mit Normen || ||y, || ||w. Fiir eine lineare Abbildung A : V — W
sei die Abbildungsnorm definiert durch

A(h
1Al qwy = sup 140w
heV,h#0 H ||V
Falls dimV < oo, so ist [|Al (y,w) < oo, und | || (v,w) definiert eine Norm auf dem Vektorraum der

linearen Abbildungen L(V, W) (Beweis als Ubung). Direkt aus der Definition folgt
JA(h)lw < Cllhlly  firalle he V, mit C= ||A|l -
Wesentlich ist hier, dass C nicht von / abhangt.

Bemerkung (zum co-dimensionalen Fall): Fiir unendlich-dimensionales V' gibt es lineare Abbildungen
1A lw

Ikllv
N € NN existiert, so dass f(x) = 0 fiir |x| > N}, mit der Supremumsnorm, und (Af)(x) = xf(x).)

AV — W mit sup,cy 9 = oco. (Beispiel: V = stetige Funktionen f : R — R, fiir die ein

Man kann aber leicht zeigen, dass eine lineare Abbildung A : V. — W genau dann stetig ist, wenn

SUPLey, 120 Hf‘l'(h}h)‘ﬂw < 0. Damit wird wiederum || ||y ) zu einer Norm auf L(V, W), dem Vektorraum

der stetigen linearen Abbildungen V — W. Dies wird genauer in der Funktionalanalysis behandelt.

Notation: Im Folgenden verwenden wir die »klein-o« Notation. Sie macht manches tibersichtlicher. Per

o ||k

Definition ist

Beweis (der Kettenregel): Sei b = f(a). Nach Definition ist
fla+h) = f(a) + Dfla(h) +r(h), r(h) = o([|k]]) fir k=0,
8(b+k) = g(b) + Dgly(k) +s(k), s(k) = o([[k]l) fur k—0.
Daraus folgt

(g0 f)(a+h) =g(f(a+h)) =g(f(a)+ Dfla(h) +r(h))
=:b k

= &) + Dglp(Dfla(h) +r(h)) +s(Dfla(h) + r(h))
= (80 f)(a) + (Dgly © Dfla) (k) +72(h),
wobei ry(h) = Dg|y(r(h)) +s(Df|a(h) +r(h)). Es bleibt zu zeigen, dass rp(h) = o(||k]]) fur ||| — O.

Sei C = ||Dglp |l (w,x)- Wir erhalten fiir den ersten Summanden von r3(h):

IDgly(r(h))llx < Cllr(h)|lw
Aus 7(h) = o([|1]]) folgt damit Dg|y(r(h)) = o([|/])-

Ahnlich verfdhrt man mit dem zweiten Summanden von r;(h): Zunachst ist |Df|.(h)||w < C'||k]lv,

C":= ||IDflallL(v,w) - Wegen }lin}) Hr”(ZR‘HW = 0 existiert ein € > 0 so, dass fir |||y < e gilt, dass ||r(h)|w <
— v

|||y, mit der Dreiecksungleichung folgt dann ||Df|,(h) + r(h)|lw < C”||h|ly mit C” = C’' +1, und daraus

schlielich mit s(k) = o(||k||), dass s(Df|a(h) +r(h)) = o(||h]|v) ist. o

Bemerkung (zum oo-dimensionalen Fall): Bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen bleibt dieser Be-
weis korrekt, da auch dann per Definition das Differential stetig ist, also endliche Abbildungsnorm hat.
Dies ist ein guter Grund, warum diese Annahme in der Definition gemacht wurde.
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Was bedeutet Df|, geometrisch?
Wir werden verschiedene Antworten kennenlernen. Die wichtigste ist folgende.

7.1.6 Satz

f: u“— w sei in a € U differenzierbar. Sei i € V. Dann gilt: Wenn sich x von a4 mit der
Geschwindigkeit i (Momentangeschwindigkeit am Anfang) entfernt, dann entfernt sich f(x) von
f(a) mit der Geschwindigkeit Df|,(h).

_ Df|,(h)

f(a)

foy

Das heifst: Sei v : [ — U eine Kurve derart, dass

v(0)=a, 7'(0)="h.
(Hierbei sei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I.)
Dann gilt fiir 7 = f o ¢ (die Bildkurve von v unter f):

7(0) = f(a), ¥'(0) = Dfla(h)
Beweis: 7(0) = f(7(0)) = f(a), und nach der Kettenregel O

7'(0) = (f27)'(0) = Dfly0)(7'(0)) = Dfla(h)

Vorstellungen fiir Abbildungen

Der mathematische Begriff der Abbildung ist eine Abstraktion, die viele verschiedene Vorstellungen in sich
vereint. Je nach Kontext kann eine Abbildung sehr verschiedene Bedeutung haben. Hier sind einige, die
uns schon begegnet sind, und einige weitere. Sei f : U C R" — R™ eine Abbildung.

> m = 1 (Funktionen):

Hohenfunktion (n = 2, f(x) = Hohe iiber NN am Ort x).

Temperatur, Luftdruck (n = 3, f(x) = Temperatur bzw. Luftdruck am Ort x).

Helligkeitsverteilung eines Bildes (n = 2).

Bevolkerungsdichte (n = 2; dies als Funktion zu betrachten ist eine starke Idealisierung).
Bedeutung der Ableitung: V f(x) = Richtung des stirksten Anstiegs bei x (am Berg, der Temperatur
etc.), | Vf(x)| = Steilheit des Anstiegs.

> n=3,m=2:

- Abbildungen im umgangssprachlichen Sinn, z.B. Photo (f(x) = Ort auf dem Photo, wo der
reale Ort x abgebildet wird).

Bedeutung der Ableitung: Ein kleiner Pfeil /1, der am Ort x angebracht ist, erscheint auf dem
Photo als der Pfeil Df|(h), am Ort f(x) angebracht.
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— Schatten (auf dem Boden oder an der Wand, bei punktférmiger Lichtquelle, f(x) = Ort, wo ein
Punkt am Ort x seinen Schatten auf dem Boden wirft).

Bedeutung der Ableitung: Bewegt sich der Punkt mit Momentangeschwindigkeit 7 vom Ort x
fort, so bewegt sich sein Schatten mit Momentangeschwindigkeit Df|,(h) vom Ort f(x) fort.
> on=m:

- Vektorfeld: Kraftfeld, z. B. Graviation, elektrische, magnetische Kraft (f(x) = Kraft, die auf einen
punktformigen Korper, der sich am Ort x befindet, einwirkt).

- Vektorfeld: stationdre Stromung ( f(x) = Geschwindigkeit des Fliissigkeitsteilchens, das sich am
Ort x befindet).

Bedeutung der Ableitung: Linearisierung des Vektorfelds (Wichtig fiir Differentialgleichungen:
Falls V(p) = 0, so gleicht das — explizit berechenbare — Phasenportrait des linearen Vektorfelds
DV|, nahe 0 dem Phasenportrait von V nahe p, unter schwachen Bedingungen an V).

— Verzerrung durch eine Linse (n = m = 2; photographiere ein ebenes Bild durch eine Verzer-
rungslinse; f(x) = Ort auf dem Photo, wo der reale Ort x abgebildet wird).

- Koordinatenwechsel, zum Beispiel Polarkoordinaten, siehe unten.

Bedeutung der Ableitung: Siehe unten, nach Satz 7.2.3.

Visualisierungen fiir Abbildungen
Je nach Anwendung und je nach Dimension sind verschiedene Visualisierungen moglich.

> Graph (nur n +m < 3, da der Graph im R"” x R"™ = R"*" liegt). Man erhilt:
- n =m = 1: Kurve in der Ebene.
— n =2, m = 1: Fliche im Raum.
- n=1, m = 2: Kurve im Raum.
Bedeutung der Ableitung: Steigung der Tangente bzw. Tangentialebene.
> Niveaumengenportrait (n = 2 oder 3), d.h. Skizze der Niveaumengen f~!(c) fiir verschiedene Werte
von c. Man erhalt:
- n =2, m = 1: Kurven in der Ebene (Beispiel: Hohenlinien auf Wanderkarten).
— n =23, m = 1: Flachen im Raum (etwa wie Zwiebelschalen).
- n =3, m=2: Kurven im Raum.

Bedeutung der Ableitung (m = 1): Vf(x) steht senkrecht auf der Niveaumenge von f, die durch x
geht. ||V f(x)| groB entspricht dicht beieinanderliegenden Niveaumengen (falls die c-Werte dquidi-
stant gewdhlt sind, z. B. eine Hohenlinie fiir je 100 Meter Hohendifferenz).

> Vektorfeld: zeichne Pfeil an »jedem« Punkt, n = m < 3.
> Beispielphoto (n =3, m = 2).

Dies sind statische Visualisierungen. Sie lassen sich in einem Bild zeichnen. Es gibt auch dynamische
Visualisierungen, wo man sich eine Bewegung vorstellt (z. B. mittels Computer praktisch umsetzbar). Zum
Beispiel stelle ich mir die Scherung (x,y) — (x +y,y) am liebsten dynamisch vor. Natiirlich lieBe sich das
statisch durch Zeichnen eines Rechtecks und seines Bildes (eines Parallelogramms) verwirklichen.



Der Satz tiber die Umkehrabbildung 129

Polarkoordinaten

Polarkoordinaten ordnen jedem Punkt p der Ebene die Zahlen » = Abstand von p zum Ursprung und
® = Winkel des Strecke Op mit der positiven x-Achse zu. Sie sind oft zum Rechnen hilfreich.
Mathematisch ist es meist giinstiger, die umgekehrte Abbildung
P(r,8) = (rcos¥, rsin?d)
P:[0,00) x R — R?
zu betrachten, die jedem Abstand r und Winkel ¢ den entsprechenden Punkt (x,y) zuordnet. Man nennt
P die Polarkoordinatenabbildung.
Bemerkung: Warum ist das giinstiger als die umgekehrte Abbildung Q : (x,y) — (r,¢)? Hier sind zwei
eng verwandte Griinde:
(1) Um Q zu definieren, muss man einen Bereich fiir 9 festlegen, z.B. ¢ € [0,27). Dann ist Q aber nicht

stetig bei der x-Achse (wo der Winkel von 27t auf 0 springt). Auflerdem ist der Winkel fiir den Null-
punkt nicht definiert, daher miisste man diesen aus dem Definitionsbereich von Q herausnehmen.

(2) Die Formel fiir Q ist recht kompliziert: Q(x,y) = (r(x,y), %(x,y)) mit
Hxy) = 2+ 2
(Fallunterscheidung nach
ﬂ(x/ y) = Y oo
Quadranten, z. B. arctan p fir x >0,y >0)

Da ist doch P sehr viel handlicher! Aulerdem ist P tiberall C®. (Wer unbedingt auf Q besteht, konnte es
als mehrwertige Abbildung R? — [0,00) x R auffassen — Q(x,y) wire dann die Menge P~ 1(x,y).)
Hier ein Bild (Q sollte links durch & ersetzt werden, und links sollten die vertikalen Linien punktiert
sein). Q
Y

|| P
. e

r

7.2 Der Satz iiber die Umkehrabbildung

Wir erinnern uns an folgenden Satz der Analysis I: Sei I C R Intervall und f : I — R stetig differenzierbar.
Dann gilt:

f'(x) #0 faralle x = f:1— f(I) invertierbar, und (f~1)'(y) = ﬁ fir y = f(x),

insbesondere ist f ! stetig differenzierbar. (Dies ist Satz I.11.1.9; dort wurde die Invertierbarkeit — als stren-
ge Monotonie — von f vorausgesetzt. Sie folgt aber aus f'(x) # 0 fiir alle x, da nach dem Zwischenwertsatz

f' auf I konstantes Vorzeichen haben muss.)

Frage: Gilt etwas Ahnliches in mehreren Dimensionen?

Antwort: Wir werden sehen: Fast. In hoheren Dimensionen kann man nicht mehr die volle Invertierbar-
keit folgern, nur noch die lokale Invertierbarkeit. Der Beweis ist eine der wichtigsten Anwendungen des
Banachschen Fixpunktsatzes.

Was heifit eigentlich »stetig differenzierbar« fiir Abbildungen? Es gibt einen nattirlichen Kandidaten hierfiir:
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7.2.1 Definition
Seien V, W normierte Vektorraume, U C V offen und f : U — W. f heif3t stetig differenzierbar
(oder Cl-Abbildung), falls f auf U differenzierbar ist und die Abbildung
Df:U— L(V,W)

stetig ist. Hierbei ist L(V, W) als normierter Vektorraum mit der Norm || ||;(y,w) zu verstehen, vgl.
Definition 7.1.5.

Man tiberzeugt sich leicht, dass dies im Fall W = R dquivalent zur alten Definition ist, und dass f : U —
R™ genau dann C! ist, wenn jede Komponente von f es ist. Also gilt fir U C R", f : U — R™ mit
Komponenten fi,..., fi:

of:
f ist stetig differenzierbar <= alle partiellen Ableitungen i existieren und sind stetig

ax;

Bemerkung: Fiir Liebhaber abstrakter Spielereien: Es liegt nun nahe, die zweite Ableitung von f als Dif-
ferential von Df : U — L(V, W) aufzufassen. Dies wiirde (falls existent) eine Abbildung D(Df) : U —
L(V,L(V,W)) ergeben. Nun ist L(V,L(V,W)) kanonisch isomorph zum Vektorraum der bilinearen Ab-
bildungen V2 — W (indem man einer linearen Abbildung A : V — L(V,W) die bilineare Abbildung
V xV =W, (v1,v2) = (A(v1))(v2) zuordnet, Details als Ubung). Im Fall W = R ergibt diese Identifika-
tion genau die Identifikation von D(Df) mit dem friiher definierten D(2) f, wie man sich leicht iiberzeugt.
Ahnlich kann man mit héheren Ableitungen verfahren und den Begriff der C*-Abbildung definieren, fiir
ke INU{co}.

Zunichst ein Name fiir die angestrebte Schlussfolgerung:

7.2.2 Definition
Seien U C V, U C W offen.

f:u— U heifit Diffeomorphismus : — (1) f € ct,
(2) f bijektiv,

3) fech

7.2.3 Satz
f:u— u Diffeomorphismus mit U C V, UcWw offen, dann

(1) dimV =dim W,

(2) Dfq invertierbar fir alle @ € U, und (Dfs) ™" = D(f™1)f(s)-

Dies verallgemeinert die Regel tiber die Umkehrfunktion aus Analysis I, Satz I.11.1.9.
Beweis: Aus der Kettenregel folgt
fof'=id = DflaoD(f )l = Dia =id
flof=id = D(f )@ oDfla=id
Daraus folgt (2). Da nur quadratische Matrizen invertierbar sein konnen, folgt auch (1). O
Bemerkung;:

> Warum haben wir in Definition 7.2.2 nicht gleich dim V = dim W angenommen, wenn es doch immer
gilt? (In vielen Biichern wird dies getan.) Um zu verdeutlichen, dass wir hier etwas Nichttriviales
bewiesen haben. Stellen wir uns folgende Frage:
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(1) Seien n,m € N und f : R” — IR bijektiv. Folgt daraus, dass n = m?

Anders herum gefragt (z.B. n = 1, m = 2): Hat die Ebene gleich viele Punkte wie die Gerade? Dies
sollte Sie an den Anfang von Analysis I erinnern. Dort zeigten wir, dass IN X IN abzahlbar ist, dass
also IN und IN x IN gleich viele Punkte haben. Daher tiberrascht es nicht, dass die Antwort auf Frage
(1) NEIN lautet. Fragen wir nun

(2) Dieselbe Frage wie (1), mit f stetig.
Anders herum gefragt (wieder n = 1, m = 2). Gibt es eine stetige Kurve, die den ganzen R? ausfiillt?
Das ist schwer vorstellbar, es gibt sie aber wirklich (die sogenannten raumfiillenden Kurven, zuerst

von Peano entdeckt). Also wieder NEIN. Was muss man denn noch von f verlangen, damit die
Antwort Ja lautet?

(3) Dieselbe Frage wie (1), mit f und f~! stetig.

Hier ist die Antwort tatsdchlich JA, aber das ist recht schwierig zu zeigen (am besten mit algebraischer
Topologie). Fiir n = 1 ist es nicht schwierig. Hieraus folgt nattirlich auch Satz 7.2.3. Aber wie wir
sahen, ist der Beweis unter der stirkeren Voraussetzung der Differenzierbarkeit von f und f —1 gehr
einfach.

> Bedeutung der Ableitung fiir Diffeomorphismen f: U — U, U, U C R™:
Seien v,w € R". Sei R, das Parallelogramm bei a2 mit den Seiten €v, ew, also mit den Ecken

a,a+ev,a+¢ecw,a+ev+ew.

Dessen Bild unter f ist ungefdhr ein Parallelogramm bei f(a) mit Seiten ¢Df|,(v), eDf|,(w), also
Ecken f(a), f(a) +eDfla(v), f(a) +eDfla(w), f(a) +€eDfla(v) +eDfla(w).

»Ungefdhr« soll heifien: Je kleiner ¢, desto besser; genauer: Verschiebt man f(R;) so, dass f(a) in
den Nullpunkt gelangt, und streckt das Resultat um den Faktor ¢!, so erhilt man eine Menge, die
fir ¢ — 0 gegen das Parallelogramm mit Seiten Df|,(v), Df|.(w) konvergiert. Beweis als Ubung.
Konvergenz hier im intuitiven Sinne, der sich durch folgende Metrik umsetzen ldsst (sogenannte
Hausdorff-Metrik auf der Menge der kompakten Teilmengen von R"): Fiir A, B C R" kompakt sei

dy(A,B) =inf{r >0: AC B, und B C A},
wobei A, = {x € R" : dist(x, A) < r}.

Beispiele:
> Jede invertierbare lineare Abbildung ist ein Diffeomorphismus.

> Die Polarkoordinatenabbildung P ist kein Diffeomorphismus, da sie nicht injektiv ist (es ist P(r, ¢) =
P(r,8 4+ 2m) fiir alle (r,8) und P(0,8) = (0,0) fiir alle @). Schrinkt man sie aber zum Beispiel
auf (0,00) x (0,27) ein, erhélt man einen Diffeomorphismus nach R? \ {(x,0) : x > 0}. Dass die
Umkehrabbildung C! ist, ist aus der Formel in der Bemerkung nach der Definition von P nicht
unmittelbar zu entnehmen, folgt aber aus dem folgenden Satz.

Im Bild am Ende von Abschnitt 7.1 ist ein Quadrat mit Seiten e, ee; und sein approximatives Bild-
parallelogramm (hier: Bildrechteck) eingezeichnet. Beachte, dass (fiir a = (r,8) mit r # 0) DP|,(e1)
radial nach aulen zeigt, weil e; in r-Richtung zeigt, und dass DP|,(e2) tangential an den Kreis um
Null durch P(a) liegt (in Richtung anwachsenden 9’s), weil e, in 9-Richtung zeigt.

7.2.4 Satz (Satz iiber die Umkehrabbildung)
=
Sei f: U — R" stetig differenzierbar. Sei 2 € U und Df|, invertierbar. Dann ist f ein lokaler

Diffeomorphismus, d.h. es gibt Umgebungen U’ von a, U” von f(a), so dass f : U' — U”
Diffeomorphismus ist.
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Im Beweis werden wir folgendes Lemma brauchen, das Satz 1.3.7 auf hohere Dimemsionen verallgemeinert.

7.2.5 Lemma (Schrankensatz)

V,W seien normierte Vektorrdume und U C V offen. f : U — W sei stetig differenzierbar. Seien
a,b € U. Falls die Strecke S von a nach b in U liegt, so gilt

1) — fF@llw < LIb=ally, L=max||Dflxlsvm)

wobei || [1(v,w) die Abbildungsnorm bezeichnet, siehe Definition 7.1.5.

Die Umkehrung wie in Satz 1.3.7 gilt auch, ist aber nicht so wichtig.

Beweis: Idee: Ahnlich wie beim Satz von Taylor reduzieren wir das Problem auf eine Dimension, indem
wir die Strecke S parametrisieren: Sei h = b —a und ¢(t) = f(a+th) fur t € [0,1]. Dann gilt ¢(0) =
f(@), 9(1) = £(b), also 1 1

£(6) = £(0) = o(1) = 9(0) = [ /01t = [ Dflpsus(i)ar

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel, also

1
If(b) — f(a)|lw < / ID foxen(h)||w dt nach Dreiecksungleichung, Lemma 5.2.6
0

1
< / IDfarenll Hllvdt nach Definition der Operatornorm
0

1
< [ Ll de =Ly = Lo - aly
0 O

Warum haben wir dies nicht analog zu Satz 1.3.7 bewiesen, mit Hilfe des Mittelwertsatzes? Weil es fiir
Abbildungen f : U — W mit dimW > 1 keinen Mittelwertsatz gibt! (Beispiel: f : [0,27r] — R?, f(t) =
(cost,sint), dann f(271) — f(0) = 0, aber es gibt kein 7 € (0,277) mit f/(t) =0.)
Bemerkung (zum oo-dimensionalen Fall): Streng genommen haben wir Lemma 5.2.6 nur fiir W = R”
bewiesen, und den Hauptsatz sogar nur fiir W = R. Der Hauptsatz lasst sich durch komponentenweise
Betrachtung sofort auf Kurven im RR" verallgemeinern, und der Beweis von Lemma 5.2.6 funktioniert fiir
beliebige Normen auf R". Daher gilt beides fiir beliebiges endlich-dimensionales W (wéhle eine Basis!).
Nur im Fall dim W = co muss man etwas aufpassen: Damit das Integral fol v(t) dt fiir eine stetige Kurve
7 :10,1] = W tiberhaupt definiert ist, muss man annehmen, dass W vollstidndig ist (siche Beweis von Satz
L.13.2.2 in Analysis I). Ein vollstandiger normierter Vektorraum heifit auch Banachraum.

Die elementare Integrationstheorie aus Analysis I lduft fiir Banachraum-wertige Funktionen genauso wie
fiir reellwertige Funktionen (einzige Ausnahme: Im Beweis von Satz I.13.2.5. ist das Infimum nicht definiert,
da W nicht angeordnet ist, stattdessen wihlt man x, € I; beliebig und setzt T(x) = x/ fiir x € [x;_1,x;)).
Inklusive dem Hauptsatz und Lemma 5.2.6.

Beweis (des Satzes iiber die Umkehrabbildung): Wir betrachten zunichst den Spezialfall 2 = 0, f(0) =
0, Df|p = I (Identitit) — getreu dem Motto: Wenn ein Problem kompliziert aussieht, betrachte zunéchst ein
einfacheres.
1. Schritt: Zeige, dass f »lokal surjektiv« ist, und finde eine stetige Inverse.
Zu gegebenem y (nahe 0) wollen wir also ein x (nahe 0) finden mit f(x) = y.
Wegen f(0) =0, Df|p =1 ist
flx) =04+1I(x) +r(x) =x+r(x) mit r(x) =o(]|x||) fir x — 0.

Damit ist y = f(x) dquivalent zu x=y—r(x).

Dies ist ein Fixpunktproblem mit Parameter! Genauer: Wir setzen T(x,y) := y — r(x). Wir mochten Satz
5.3.2 anwenden. Dazu miissen wir Mengen X,Y C R" finden mit
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(@) T bildet X x Y nach X ab und ist stetig.
(b) X vollstandig (d. h. abgeschlossen, da R" vollstindig ist — Satz 1.3.3).
(c) T ist beztiglich x eine Kontraktion.

Wihle hierzu 6 > 0 derart, dass Kp5(0) C U und ||Dr|y|| (g gr) < 1 fir x € Kyp5(0) gilt. Dies ist moglich,
da Dr|p = 0 und x — Dr|, stetig ist.
Setze X = Kp;(0), Y = K;(0). Fiir x,x' € X ist dann [r(x) — r(x')|| < }|lx — x| nach Lemma 7.2.5.

Insbesondere |[7(x)| < 1/|x| (nimm x" = 0).
Beweis von (a): Sei x € X, y € Y, dann ist

1 1
ITCoy)ll = lly =r(Ol < lyll +[r()lf < o+ 5 l[x]| < 6+ 526 =24,

also T(x,y) € X. T ist stetig nach Definition.

Beweis von (b): Klar nach Definition.

Beweis von (0): [|T(x,y) — T(x',y)|| = [r(x') —r(x)]| < 3]lx" = x]|.

Damit ist der Fixpunktsatz mit Parameter anwendbar, und wir erhalten:

Fiir jedes y € Y hat T(-,y) genau einen Fixpunkt in X — nennen wir ihn x = g(y) —und g : Y — X ist
stetig.

Nach Definition von T gilt also y = f(x) <& x = g(y) fir x € X, y € Y. Setze nun U"” = Y = K;(0),
U’ =g(U") = f~1(U"). U” ist offen, und da f stetig ist, ist auch U’ offen.

2. Schritt: Zeige, dass die Umkehrabbildung ¢ in y = 0 differenzierbar ist, mit Differenzial I.

Wegen g(y) — g(0) — I(y) = g(y) — y ist also zu zeigen: g(y) —y = o([lyl]) (y — 0).

Nach Definition ist ¢(y) =y — r(g(y)) fiir alle y € U”, also folgt zunéchst ||g(y)|| < |lyll + Ir(g(y))] <
ly|l + 1lg(v)|| und hieraus durch Subtraktion von 1|/¢(y)| und Multiplikation mit 2, dass [g(y)| < 2|y]|.

Mit g(y) —y = —r(g(y)) = o(lig(y)|]) folgt dann g(y) —y = o({lyll)-

3. Schritt: Reduktion des allgemeinen Falles auf den Spezialfall a = f(a) = 0,Df|o = I:

Zunichst gilt: Ist h ein Diffeomorphismus, so gilt der Satz fiir f (bei a) genau dann, wenn er fiir f oh
(bei h~1(a)) gilt, und analog fiir & o f. (Einfache Ubung mit der Kettenregel.)

Sei nun T, : R" =+ R", x — x —a die Translation, offenbar ein Diffeomorphismus. Ist f wie im Satz,
dann gilt fiir fi = Ty 0 fo T4, dass f1(0) = 0, und dass die Giiltigkeit des Satzes fiir f bei 0 die
Giiltigkeit des Satzes fiir f bei a impliziert.

Also sei 0.B.d.A. a = 0,f(a) = 0. Sei A = Df|y. Dann hat f, = A~ o f das Differenzial Dfs|o = I,
und der Satz gilt fiir f, genau dann, wenn er fiir f gilt — jeweils bei 0. Da weiterhin f,(0) = 0 gilt, sind
wir fertig. O

Bemerkung: Wie kommt man darauf, die Gleichung x + r(x) = y mittels des Fixpunktsatzes, also mittels
Iteration, nach x aufzulésen? Mit folgender Uberlegung: Wegen r(x) = o(]|x|)) ist 7(x) sehr viel kleiner als
x, fir x nahe 0 (man sagt, es sei von kleinerer Ordnung als x). Daher muss das gesuchte x ziemlich nahe
bei y liegen, d.h. x¢ := y ist eine erste grobe Approximation von x. Das korrekte x muss die Gleichung
x =y —r(y —r(x)) erfiillen (Einsetzen der ersten Gleichung in sich selbst). Das r(x) macht hierbei einen
sehr kleinen Fehler aus, da es ja innerhalb des schon kleinen r-Ausdrucks steht. Also sollte x; =y —r(y)
eine bessere Approximation fiir x sein. Setzt man dies nun wieder statt x in die erste Gleichung ein, sollte
man erneut eine bessere Approximation erhalten etc.

Bemerkung (zum oo-dimensionalen Fall): Der Satz iiber die Umkehrabbildung gilt auch fiir Banach-
raume, mit demselben Beweis. In manchen Anwendungen (bei partiellen Differentialgleichungen) braucht
man jedoch eine Version dieses Satzes auf Vektorraumen, deren Konvergenzbegriff (Topologie) nicht mit-
tels einer Norm, sondern mittels eines ganzen unendlichen Systems von Normen gegeben ist, sogenannten
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Fréchet-Rdumen. Dass fiir diese auch der Satz tiber die Umkehrabbildung gilt, ist sehr schwierig zu zeigen
und war eine der grofien Leistungen von John Nash (in den 1950er Jahren) — dem »Helden« aus A Beautiful
Mind.

Wozu der Satz iiber die Umkehrabbildung?

Wir werden ihm im Folgenden immer wieder begegnen. Eine unmittelbare Anwendung ist jedoch die
Auflosbarkeit von Gleichungssystemen in der Néhe einer bekannten Losung.

Beispiel: Betrachte das Gleichungssystem xe¥ =a

sinx +siny =
Gegeben sind «, B, finde x,y. Das System praktisch nach x,y aufzultsen ist unmoglich. Wir kennen aber
eine spezielle Losung: Fiir « = B = 0 ist x = y = 0 eine Losung. Der Satz iiber die Umkehrabbildung
zusammen mit Satz 7.2.3 liefert die folgenden Aussagen:

(1) Fiir jedes (a, B) nahe Null gibt es genau eine Losung (x,y) nahe Null.

(2) Fiir kleine «, B ist diese Losung in erster Ndherung (x) ~ < 1 O) (“) = ( “ >, also x ~ «,
y -1 1/\B —a+ B
y=p—ua.
Genauer sagt (1): Es gibt Umgebungen U’, U” von (0,0), so dass fiir jedes («, 8) € U” genau eine Lsung
(x,y) € U’ existiert.

Y
Denn mit f(x,y) = ( ) xe ) ) sowie a = (0,0) f(a)=(0,0) ist
sin x + siny XY wp

ey xe¥ 10
J£(0,0) = ( ) = ( >
COsXx cosy | 11
x=y=0
das hat Determinante 1, ist also invertierbar. Also existieren U’, U” wie angegeben, so dass f : U — U”
bijektiv ist. Das ist gerade die Behauptung (1).

Zu (2): Nach Satz 7.2.3 lasst sich die Ableitung von f~! bei (0,0) zu (1 2) = < 1 (1)> berechnen. (2)

folgt dann mit Taylor, oder einfacher aus der Definition des Differentials.

Vergleichen wir die Aussage des Satzes {iber die Umkehrabbildung mit der Aussage fiir eine Dimension
am Anfang dieses Abschnitts, stellt sich die
Frage: Angenommen, Df|, ist fiir jedes a € U invertierbar. Folgt dann, dass f ein Diffeomorphismus
U — f(U) ist? Also ein globaler, nicht ein lokaler Diffeomorphismus?
Antwort: Nein fiir n > 2.
Beispiel (Polarkoordinaten):

7 Cos cos —rsin
= (129) = e v
rsin ¢ sing  rcos¢
J¢(r, @) ist invertierbar fiir  # 0. Trotzdem ist f nicht injektiv (0,00) x R = R2\{0}.

Bemerkung: Selbst fiir n = 1 ist die Antwort nur dann ja, wenn U ein Intervall ist, sonst nein. Was
entspricht der Bedingung, Intervall zu sein, in n > 1? Es ist die Eigenschaft, zusammenhingend zu sein
(vgl. die Bemerkungen vor Definition 1.2.4). Man nennt U weg-zusammenhingend, wenn man je zwei
Punkte in U durch eine Kurve verbinden kann, d.h. wenn es zu je zwei Punkten a,b € U eine stetige
Kurve v : [0,1] — U gibt mit v(0) = a, y(1) = b. Offenbar ist (0,c0) x R wegzusammenhingend, aber
trotzdem ist die Antwort Nein.

Hier noch eine hiibsche Anwendung des Satzes tiber die Umkehrabbildung auf Matrizen:
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Beispiel: Hat jedes A € M, (R) eine Wurzel?
D.h.: 3 B € M,(R) mit B?> = A? Wir zeigen: Ja, wenn A nahe bei I liegt. Betrachte

f: My(R) — My (R)
B — B?

Wir sahen, dass Df|g(H) = BH + HB. Fur B =1 also Df|;(H) = H+ H = 2H. Weil Df|; : H — 2H
invertierbar ist, konnen wir den Satz tiber die Umkehrabbildung anwenden und erhalten:

3 U’ Umgebung von I, U” von I?> = I, so dass f : U’ — U" Diffeomorphismus ist. D.h.: VA € U” 3
eindeutiges B € U’ mit B> = A, und B héngt stetig (sogar differenzierbar) von A ab.

Bemerkung: Dasselbe geht fiir komplexe Matrizen. Eine genauere Untersuchung, welche Matrizen (auch
weit weg von I) Quadratwurzeln haben, erfordert aber einiges mehr an Algebra. Zum Beispiel hat die

01
Matrix (O 0) keine Quadratwurzel, auch nicht in den komplexen Matrizen (einfach ansetzen und aus-

rechnen, fithrt zu Widerspruch).

7.3 Der Satz iiber implizite Funktionen

Der Satz iiber implizite Funktionen ist eines der zentralen Ergebnisse der Analysis. Er hat viele Gesichter.
So sagt er interessante Dinge aus iiber

> das Auflosen von Gleichungen (und Gleichungssystemen)
> die Niveaumengen von Funktionen/Abbildungen
> die Klassifikation (»Normalformen«) von Abbildungen
> die Losungen von Differentialgleichungen
und bildet ein zentrales Hilfsmittel bei der Untersuchung von Mannigfaltigkeiten, also Flachen im Raum

und deren hoherdimensionalen Verallgemeinerungen.

Voriiberlegungen

cR"
Worum geht es? Wir betrachten Abbildungen f : U — R™ mit n > m und wollen zwei dquivalente

Fragen studieren:

Ist die Niveaumenge f~1(c) ein Graph?

Lisst sich die Gleichung f(z) = ¢ nach einigen der Variablen auflésen?

Hierbei ist ¢ € R fixiert. Warum sind die beiden Fragen dquivalent? Betrachten wir n = 2, m = 1. Die
Gleichung f(x,y) = c nach y aufzuldsen bedeutet, eine Funktion g zu finden mit

floy)=c = y=3).
Dies lasst sich als {(x,y) : f(x,y) = c} = {(x,y) : y = g(x)} schreiben, bedeutet also, dass f~'(c) genau
der Graph von g ist.
Was konnen wir als Antwort erwarten? Betrachten wir einige Beispiele.

Beispiele:

(@) f(x,y) =y—x>.Bsgilt: f(x,y) =0 <= y=x?, alsoist f!(0) ein Graph.
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(b) f(x,y) = x —y*. Hier ist f 1(c) kein Graph einer Funktion y = g(x), siehe Bild.
Yo > 0: lokaler Graph von y = \/x
Yo < 0: lokaler Graph von y = —+/x.

Jedoch: Nahe (xg,y0) = (0,0) : f~1(0) ist nicht einmal lokaler Graph.

Aber: Nahe (xg,y0) € f~1(0) mit

y
kx

(©) f(x,y) = x —y3. Graph der Funktion y = /x. Diese ist aber in x = 0 nicht differenzierbar!

Hierbei bedeutet » f~!(c) ist lokaler Graph nahe (xg,o)« folgendes: Es gibt eine Umgebung Uy von
(x0,Y0), so dass f~1(c) N Uy ein Graph ist.

Frage: Was macht den Unterschied? Wie kann man an f ablesen, ob f~!(0) lokaler Graph einer differen-
zierbaren Funktion ist oder nicht?

Um eine Antwort zu finden, stellen wir ein paar heuristische Uberlegungen an. (Heuristik = Strategie, um
etwas zu finden — ein wesentlicher, in der Lehre und in Biichern oft vernachléssigter Teil der Mathematik.)
Dabei lassen wir uns von der geometrischen Vorstellung leiten.

Bleiben wir bei f(x,y) = x — y*>. Was ist anders bei yy = 0 als bei yo # 0? Was verhindert, dass f~1(0)
nahe yo = 0 ein lokaler Graph ist?

Die vertikale Tangente! Denn ein Graph hat niemals eine vertikale Tangente.

Wie driickt sich das als Bedingung an f aus?

Vertikale Tangente bedeutet horizontale Normale (Senkrechte). Nach Satz 6.4.3 steht Vf = (%, %) senk-
recht auf der Niveaumenge von f. Dieser Vektor ist horizontal, wenn seine zweite Komponente gleich Null
ist.

Zusammenfassung: Wir haben fiir M = f~1(0) und einen beliebigen Punkt p = (x¢,yo) gezeigt:
> M hat vertikale Tangente bei p = M ist nahe p kein lokaler Graph y = g(x)

> M hat vertikale Tangente bei p = %(p) =0

Wir hétten gerne eine Aussage, wie man an f ablesen kann, ob M lokaler Graph ist. Die beiden genannten
Implikationen legen nahe, dass die Bedingung %( p) # 0 hierbei eine Rolle spielt. Sie ergeben aber noch
keinen logischen Zusammenhang (beachte die Richtung der Implikationspfeile). Der Satz {iber implizite
Funktionen sagt, dass genau so ein logischer Zusammenhang wirklich besteht.

Daher hat diese Heuristik zwar unsere Frage nicht vollstandig geldst, sie hat uns aber auf die richtige

Fahrte gebracht.

Der Fall einer Gleichung

Wir betrachten sofort den etwas allgemeineren Fall, dass x mehr-dimensional sein darf. Die gesuchte Funk-
tion g ist dann eine Funktion mehrerer Variablen. Wir bezeichnen die Variablen in IR” mit (x,y), wobei
x = (x1,...,%,_1). Im folgenden Satz ist also xg € R"!, yy € R.
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7.3.1 Satz (iiber implizite Funktionen, Spezialfall einer Gleichung)
Sei f : U — R eine C!-Funktion auf einer offenen Menge U C R". Sei (xo,9) € U und

¢ = f(x0,Y0)-
. d
Angenommen, es gilt a—f(xo,yo) #0

Dann gibt es Umgebungen U’ C R"~! von x, U” C R von yp und eine C'-Funktion ¢ : U’ — U”,
so dass gilt: Fiir alle x € U’, y € U" ist

flxy)=c <= y=g(x)

Der Satz hat zwei dquivalente Lesarten: Falls % (x0,y0) # 0, so gilt:

> Die Niveaumenge f~!(c) ist ein lokaler Graph, genauer

fe)n (U’ x U") = Graph von g

> Die Gleichung f(x,y) = cléasst sich lokal nach y auflésen, genauer:
Ist (x0,y0) eine Losung der Gleichung, so gibt es zu jedem x nahe x( (d.h. x € U’) genau ein y nahe
Yo (d.h. y € U"”) mit f(x,y) = c, und die Funktion x + y ist C'.

Bemerkung:

> Man sagt, g sei durch f implizit definiert. Eigentlich sollte es also heiflen: Satz {iber implizit definierte
Funktionen.

> Der Satz sagt nichts dartiber aus, ob es fiir ¢ eine Formel gibt. Das ist oft nicht der Fall, auch wenn f
durch eine Formel gegeben ist. Es geht hier also um prinzipielle Auflosbarkeit, nicht um explizite.

> Die Bedingung % (x0,10) # 0 ist hinreichend, aber nicht notwendig fiir die lokale Auflsbarkeit.

Beispiel: f(x,y) = y?, dannist f~1(0) die x-Achse, also Graph von g = 0, aber dort ist % =2y =0.

> Merkhilfe fiir die Bedingung %(xo,yo) #0:
Wenn man f(x,y) = 0 nach y auflgsen will, muss die Gleichung auch »echt« von y abhidngen. Daher
die Ableitung nach y (und nicht etwa nach x).
Dies wird noch deutlicher, wenn sich den Extremfall ansieht, wo %(x,y) = 0 fiir alle (x,y). Das
hiefle, dass f gar nicht von y abhinge, also y gar nicht in der Gleichung f = 0 auftauchte. Dann

konnte man die Gleichung nattirlich auch nicht nach y auflosen!

> Die Idee der vertikalen Tangente hat uns zwar zur richtigen Bedingung gefiihrt, aber sie entspricht
nicht ganz genau unserer Frage; denn es gibt Beispiele, wo f~1(0) zwar keine vertikale Tangente hat,
aber trotzdem kein lokaler Graph ist!
Beispiel: f(x,y) = x> —y? bei (0,0).

f(0)
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Mit anderen Worten: Die Umkehrungen der Implikationen, die wir in der Zusammenfassung der
Vortiberlegungen formulierten, gelten nicht.

Die logischen Beziehungen sehen also wie folgt aus, wobei nicht eingezeichnete Implikationen auch
nicht gelten.

lokaler Graph &

Satz imp. Fkt. TT keine vertikale Tangente
of invertierbar
9y

Ahnlich wie beim Satz iiber die Umkehrfunktion kann man die Ableitungen der Funktion g mittels der
Ableitungen von f berechnen:

7.3.2 Satz (Zusatz zum Satz iiber implizite Funktionen)

Die Voraussetzungen seien dieselben wie in Satz 7.3.1. Dann gilt fir i =1,...,n — 1

)

0 i4 ( ) 37{1 (x()/ yO)
9%i 5 (xo0,0)
Man sollte sich nicht diese Formel merken, sondern ihre Herleitung:

Beweis: Nach Definition von g gilt die Gleichung f(x,g(x)) = c fiir alle x. Leitet man dies nach x; ab
und verwendet die Kettenregel, erhilt man

of  9f9g _
ox; + dy ox; 0
wobei die f-Ableitungen bei (x,g(x)) und die g-Ableitung bei x ausgewertet wird. Setzt man x = xo,

folgt die Behauptung. O

Beweis (von Satz 7.3.1 iiber implizite Funktionen): Um den Blick auf’s Wesentliche zu lenken, nehmen
wir zunédchst n = 2 an.

Idee: Wir wollen den Satz tiber die Umkehrabbildung verwenden. Dazu ergidnzen wir eine »triviale« Glei-
chung fiir x: D.h. statt nur f(x,y) = c nach y aufzuldsen, wollen wir das System

x=¢
flxy)=c

nach x,y als Funktionen von ¢, ¢ auflosen. Insbesondere ist dann y eine Funktion von ¢, c; wegen x = ¢
ist es damit eine Funktion von x, ¢ und daher fiir festes ¢ eine Funktion von x, wie gewtiinscht.

ox Jx dy
Diese Matrix hat Determinante %, und dies ist nach Voraussetzung bei (xg,y0) ungleich Null. Also ist

DF‘(X
0%0)
und U; von F(xg,y0) = (xo,¢), so dass F : Uy — U ein Diffeomorphismus ist, also eine C!-Inverse

ox  dx
5 5 1 0
Genauer und etwas formaler: Setze F(x,y) = : . Die Jacobi-Matrix von F ist | 9% 9 | = afr  af |-
f(x,y) €L ¥)\E &
! Y

invertierbar, und nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung gibt es Umgebungen Uy von (xo, yo)

G : U; — Uy besitzt. Schreibe G = (gl> , dann ist also fiir alle (x,y) € Uy, (&, 7n) € Uy
2

X

f(xy)

g x=Gi1(¢,n)
Ui
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Aus der Gleichung x = ¢ oben links folgt, dass die obere rechte Gleichung auch x = ¢ lauten muss, also
G1(&,n) = ¢ fir alle (&, 7). Definiere die Funktion g durch g(x) = Gy(x,c). Damit folgt schlieflich

flxy) =c < F(xy) = (i) — (;

was zu zeigen war. Die Umgebungen U’ von xy und U” von yp muss man nur so wihlen, dass das
Rechteck U’ x U" in Uy enthalten ist.
Der Beweis fiir n > 2 lauft exact gleich, auBer dass x,¢ jetzt (n — 1)-Tupel sind und DF eine n x n-

) = G(x,¢c) < y=Gy(x,c) = g(x)

I,1 O

Matrix der Form ( -l P f) ist, wobei I,_1 die (n — 1) x (n — 1)-Einheitsmatrix, 0 eine Spalte von n —1
* —_—
ay

Nullen und * eine Zeile von n — 1 unwichtigen Eintragen ist. O

Bemerkung:

> Der Beweis zeigt sogar etwas mehr: Die Losung y der Gleichung f(x,y) = ¢ hdngt nicht nur glatt von
x ab, sondern auch von ¢, wenn man dies variiert. Diese Abhédngigkeit ist gerade durch die Funktion
Gy gegeben.

> Geometrische Bedeutung der Abbildung F: Wir stellen uns F als Abbildung von der (x, y)-Ebene in
die (¢,7)-Ebene vor. F bildet dann die Niveaumenge f~!(c) auf eine gerade Strecke 7 = c ab. Diese
ist parallel zur ¢-Achse. Die Hohenlinien von f werden also durch die Abbildung F geradegebogen.
(Hier fehlt noch ein Bild)

Der Fall mehrerer Gleichungen
Wir betrachten nun ein Gleichungssystem

filxy) =a

fn(x,y) = cm

(wobei x und y mehrere Komponenten haben diirfen) und fragen, ob es sich nach y als Funktion von x
auflosen ldsst. Fiir lineare Gleichungssysteme wissen wir, dass es eine Chance auf Auflosbarkeit, also eine

eindeutige Losung, nur dann gibt, wenn
Anzahl der Unbekannten = Anzahl der Gleichungen

ist. Hier sind die Unbekannten die Komponenten von y. Da differenzierbare Abbildungen durch lineare
approximiert werden (Definition des Differentials!), ist es verniinftig, anzunehmen, dass y genau m Kom-
ponenten hat, also y € R".

fi o

Wir schreiben das Gleichungssystem kurz als f(x,y) = ¢, wobei f = | : | und ¢ = | ! |. Sei n die

f m Cm
Gesamtzahl der Komponenten von x und y. Also x € R"™™, y € R™ und (x,y) € R". Statt einer
partiellen Ableitung % haben wir nun eine m x m-Matrix

ofi, s fm) :: <3f]>
(Y1, Ym) ay; ij=1,..,m
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7.3.3 Satz (iiber implizite Funktionen, allgemeiner Fall)

Sei f: U — R™ eine cH -Abbildung auf einer offenen Menge U C R". Seien xg € R"™™, yy € R™
derart, dass (xo,y0) € U. Sei ¢ = f(x0,Y0)-
Angenommen, die Matrix O(fi, - s fm)

Oy, Ym)
Dann gibt es Umgebungen U’ C R"~" von xo, U” C R™ von y und eine C'-Abbildung g : U’ —
U”, so dass gilt: Fiir alle x € U’, y € U” ist

floy) =c = y=gx)

(x0,0) ist invertierbar.

Die Bemerkungen nach Satz 7.3.1 und nach dessen Beweis gelten alle auch hier, mutatis mutandis. (Zu
deutsch: wobei gedndert werden muss, was verschieden ist.)

Die Niveaumenge hat die Dimension n — m, da sie von den n — m Variablen x1, ..., x,_; parametrisiert
wird. Siehe die Beispiele weiter unten.

Beweis: Der Beweis von Satz 7.3.1 kann fast wortlich ibernommen werden: Wieder setzen wir F(x,y) =

<f( X )) , eine Abbildung von U C R" nach RR". Das Differential von F ist nun eine Blockmatrix der
XY
Iﬂ*m 0 . . . . . . .
Form ) |7 wobei [,,_,; die Einheitsmatrix der Grofle n — m, 0 die Null-Matrix der Grofle
* Ay ym)

(n—m) x m und * eine unwichtige Matrix der Grole m x (n — m) ist. Die Determinante dieser Matrix

ist det I,_,, det 38 1; :1”1)) = det g((;[ 1; ;”1)) , und nach Voraussetzung ist dies bei (xg,yo) ungleich Null. Der

Satz tiber die Umkehrabbildung gibt die lokale Invertierbarkeit von F, und aus der Inversen kann man wie
vorher die Abbildung g ablesen. ]

Wir haben auch wieder eine Formel fiir die Ableitung(-smatrix) von g:

7.3.4 Satz (Zusatz zum allgemeinen Satz iiber implizite Funktionen)
Die Voraussetzungen seien dieselben wie in Satz 7.3.3. Dann gilt
d d 1o
B0 = (Loww) L

f fpenfim)

. 0 ..
wobei o kurz fur Tt steht usw.

Da es sich hier um Matrizen handelt, ist im Produkt rechts die Reihenfolge wichtig.

Beweis: Wiederum leiten wir f(x, g(x)) = ¢ nach x ab und verwenden dabei die Kettenregel:

of L 9f9g _
ox Tayax 0

wobei die f-Ableitungen bei (x,g(x)) und die g-Ableitung bei x ausgewertet wird. Setzt man x = x,
folgt die Behauptung durch Umstellen. O

Beispiele: Sei n = 3. Wir bezeichnen die Variablen in R mit (x,y,z).

(1) m = 1: Die Niveaumenge einer Funktion in R ist typischerweise eine Flache:
Sei p = (x0,Y0,20), ¢ = f(p) und %(p) # 0. Dann ist nach Satz 7.3.1

fHeNUo = {(x,y,2): z=g(xy)}



Der Satz tiber implizite Funktionen 141

fuir eine Funktion g und eine Umgebung Uy von p; das ist eine Flache.

Beispiel: f(x,y,z) = x> +y?>+2z%, p=(0,0,1),also c = 1. Es ist % =2z # 0 bei p.

Lose x2 + %+ z2 = 1 nach z auf: z = /1 — x2 — 2.

(Warum die positive Wurzel? Damit bei x = y = 0 der Wert z = 1 herauskommt, also der Punkt p.)
Die Niveaumenge f~!(1) ist die Sphare; die obere Halbsphire lésst sich als Graph tiber der (x,y)-
Ebene schreiben.

m = 2: Die Niveaumenge zweier Funktionen in R ist typischerweise eine Kurve:

Sei p = (x0.90,20), €1 = fip), 2 = folp) und det "Yit2

f=(fuf2), c=(c1,c2)

(p) # 0. Dann ist nach Satz 7.3.3 mit

fHeNU = {(xy,2): y=81(x), z=g2(x)}

fiir Funktionen g1, g» und eine Umgebung Uy von p, das ist eine Kurve, da auf der rechten Seite der
einzige freie Parameter x ist.

Beachte, dass f~1(c) = {(x,y,2) : fi(x,y,2) = c1, fo(x,y,2) = ca} = f; '(c1) N fy }(c2) der Schnitt
zweier Flachen ist. Es iiberrascht daher nicht, dass eine Kurve herauskommt.

Beispiel: f1(x,y,z) = x> +y*>+2%, fo(x,y,z) = x—y, p = (0,0,1), also ¢; = 1, c; = 0. Es ist
Afif) _ (2y 2z beip (0
Wy,z) (—1 0) B (—1
Lose x2 +y?> +2? =1, x —y = 0 nach y,z als Funktionen von x auf, erhalte y = x, z = V1 — 2x2.
Dies ist eine Kurve, der Schnitt der Sphare mit der Ebene x = y.

2\ . .
0 invertierbar.

Beispiele: In Spezialfillen reduziert sich der Satz {iber implizite Funktionen auf uns schon bekannte Satze.

(1)

]Rm
Eine Gleichung (oder ein System) der Form h(y) — x = 0 wobei h : UC—> R™ stetig differenzierbar

ist. Die Gleichung h(y) —x = 0 nach y aufzuldsen bedeutet eine Abbildung g zu bestimmen mit
h(y) = x <= y = g(x), dh. die Umkehrabbildung von / zu finden. Sei etwa h(0) = 0. Mit
f(x,y) = h(y) — x sagt der Satz iiber implizite Funktionen, dass die Auflosung lokal nahe 0 moglich
ist, falls Dy f|o,0) invertierbar ist. Nun ist Dy f|(o,0) = Dhjo, also ist dies genau die Bedingung im Satz
tber die Umkehrfunktion.

Betrachte z. B. die Gleichung y +siny —x = 0.
Hier f(x,y) = y +siny — x. Eine Losung ist x = y = 0. Wegen %(0,0) = (1+cosy)lx=y=0 =
1+ cos0 = 2 # 0 ist die Gleichung nahe x = y = 0 nach y auflosbar. Es gibt also eine Funktion g
(nahe x = 0 definiert), so dass, fiir x,y in geeigneten Umgebungen von 0,

y+siny—x=0 < y=g(x).
Anders gesagt: Mit h(y) = y +siny ist h(y) = x <= y = g(x), d.h. g ist die Umkehrfunktion zu
h.

Falls f beziiglich y linear ist, d.h. f(x,y) = A(x)y mit einer m x m-Matrix A(x) (genauer: einer
CR

C!-Abbildung A : U; — M, (R)), so ist %(x,y) = A(x).

Der Satz iiber implizite Funktionen sagt also: Falls A(a) invertierbar ist, so ist A(x)y = ¢ nach y fiir

x nahe a (und alle y) auflosbar.

Fiir x = a ist das lineare Algebra, und die Aussage fiir x nahe a folgt daraus, dass A stetig und die
Menge der invertierbaren Matrizen offen ist (denn sie ist gleich dem Urbild von R\ {0} unter der
Determinantenfunktion det : M,,(R) — R, und diese ist stetig). Siehe Satz 1.4.4. Damit ist A(x) fiir
x nahe a invertierbar.



A Uberblick: Ableitungskonzepte fiir Funktionen

(V,Il'll) sei ein normierter Vektorraum (z.B. R"” mit der euklidischen Norm), U C V offenund f: U — R.
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> Richtungsableitung: Zu a € U und h € V sei (falls existent)

(A1) 3.f(a) = lim L0+t = f(a) (= %lt_of(a + ).

t—0 t
Bedeutung: Wie schnell dndert sich f(x), wenn sich x von a mit Geschwindigkeitsvektor & entfernt?
Gesamtobjekt: Zu festem h € V ist d,f : U — R.
Spezialfall partielle Ableitung: Fiir V =1R", h =¢; (i € {1,...,n}) schreibt man

of _ 9 .
ol s = 0¢,f

Andere gebrauchliche Schreibweisen dafiir: 9;f, f;‘i’ oft auch fy,, f; oder f/
n

In Koordinaten (V =R"): d;,f(a) = Y. 0;f(a)h; (falls f in a differenzierbar ist).
i=1

Differential: Zu a € U sei Df|, : V — R die lineare Abbildung (falls existent), fir die gilt:

(A.2) lim fla+h)—f(a) —Dfjy(h) _ 0.

=0 [[1]

Bedeutung: Df, ist die beste lineare Approximation von f im Punkt 4, d.h.

in Formeln: f(a+h) = f(a) + Dfj,(h) +o(||h]]) far h — 0

linear

geometrisch: Der Graph von Df|, ist (wenn man den Nullpunkt in den Punkt (a, f(a))
verschiebt) die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)).
(Die Graphen sind Teilmengen von V x R.)

Gesamtobjekt: Sei L(V,R) = {lineare Abbildungen V — R}, dann Df : U — L(V,R).
n
In Koordinaten (V = R"): Df|,(h) = 3_ d;f(a)h;.
i=1
Andere iibliche Schreibweisen: df|,, Df(a), df(a).

Gradient: Auf V sei ein Skalarprodukt (, ) gegeben (z.B. euklidisches Skalarprodukt im R"). Zu
a € R sei Vf(a) € V der eindeutig bestimmte Vektor mit der Eigenschaft

(Vf(a),h) = Dfj,(h) firallehe V.
Bedeutung:
Vf(a) hat die Richtung des schnellsten Anwachsens von f(x), wenn sich x von a mit Geschwindig-
keit(-sbetrag) 1 entfernt (falls V f(a) # 0).
|V£(a)|| = die Anderungsrate von f in dieser Richtung (bei Geschwindigkeit = 1).

Gesamtobjekt: Vf: U — V.

In Koordinaten (V = R”", euklidisches Skalarprodukt): Vf(a) = der Vektor mit Komponenten
o1f(a),...,0nf(a).



Bemerkungen:

> Falls f differenzierbar in a ist, d.h. falls D f‘ , existiert mit (A.2), so ist
Df‘a(h) = ahf(ﬂ) furalleh € V.
Also sind Df|, und h + 9y f(a) dieselben Objekte.

Die Bedingung (A.2) ist aber etwas stirker als die Bedingung, dass 9;,f(a) fiir alle h existiert. Sie
ist auf zwei Weisen stdrker: Erstens muss 9y, f(a) linear von h abhdngen, und zweitens muss der
Grenzwert (A.1) gleichmidfSig bzgl. der Richtungen von h gelten. Siehe Seite 101 fiir ein Beispiel, wo
zwar 0, f(a) fur alle h existiert, aber nicht linear von / abhédngt; es gibt auch Beispiele, wo es existiert
und linear von h abhingt und trotzdem (A.2) nicht gilt.

Wie in Analysis I sind fast alle »verniinftigen« Funktionen differenzierbar. Ein wichtiges hinreichen-
des Kriterium (neben den Rechenregeln) fiir Differenzierbarkeit in a ist, dass die partiellen Ableitun-
gen in einer Umgebung von a existieren und stetig sind.

> Dfj,, Vf(a) und (h > 9;f(a)) enthalten dieselben Informationen (wenn Df|, existiert), verkérpern
aber unterschiedliche Vorstellungen. Alle sind wichtig, je nach Kontext.

> Df ist nur durch f allein definiert. Im Gegensatz dazu: Vf bezieht sich auf ein Skalarprodukt auf
V.

Die erste Aussage stimmt jedenfalls fiir dim V' < co. Denn dann sind alle Normen auf V &dquivalent,
d.h. in (A.2) ist es irrelevant, welche Norm verwendet wird.

Dies ist dann relevant, wenn auf demselben Raum verschiedene Skalarprodukte betrachtet werden
oder zumindest kein einzelnes kanonisch ausgezeichnet ist. Deshalb ist dann Df ein »besseres« Ob-
jekt als Vf. (besser = hat eigenstandige Bedeutung ohne Zusatzdaten)

Diese Situation tritt im Kontext von Mannigfaltigkeiten (z. B. Differentialgeometrie, globale Analysis)

und in der allgemeinen Relativititstheorie auf.

> Das Differential wird manchmal auch >totales Differential< genannt und die Kettenregel die >Regel
vom totalen Differential.
> Beziehung des Differentials zur »tiblichen« Ableitung im Fall n = 1:
Fiir eine Funktion f : U — R, U C R, ist Df},(h) = f'(a)h.
Mit anderen Worten: L(R,R) ist isomorph zu R, mittels der Abbildung
I'R — L(R,R), a — (die Abbildung R — R, i — ah).

. o I, !
Dannist Df = 1o f": Df:U—)]RAL(lR,lR)



B Uberblick: Allgemeine Prinzipien fiir
Differentialgleichungen

Dies ist eine Zusammenstellung der wichtigsten Prinzipien und Methoden zur Behandlung von Differenti-
algleichungen, die wir kennengelernt haben (es gibt noch viel mehr...).

Allgemeine Gleichungen/Systeme
> 1 Gleichung n-ter Ordnung — Sytem von n Gleichungen 1-ter Ordnung (Satz 5.1.1)

> Losen eines autonomen Systems <+ Bestimmen der Integralkurven eines Vektorfelds, dabei
Anfangsbedingung < Integralkurve durch gegebenen Punkt (Abschnitt 2.2)
> Nicht-autonome Systeme der Dimension n <+ gewisse autonome Systeme der Dimension n + 1,
genauer: Z—Z = F(x,y) < Vektorfeld V(x,y) = (1,F(x,y))
(hierxe ICR,yeUCR", F(x,y) € R") (Satz 2.2.3, dort nur fiir n = 1 formuliert)

> Orbits von Losungen kénnen manchmal leichter bestimmt werden als Integralkurven;

& Orbits eines Vektorfelds auf U C R” bilden eine Zerlegung von U.

3 Typen von Orbits: Punkt, geschlossene Kurve (periodische Losung, fiir alle Zeiten definiert), nicht
geschlossene Kurve (Losung verlasst jedes Kompaktum, falls endliche Lebensdauer).

(Satz 5.4.2, 5.4.3)

> Autonomes System (Vektorfeld) mit n = 2:
Erstes Integral ergibt »implizite Losung, erlaubt Bestimmung der Orbits.
Erstes Integral manchmal mittels Separation der Variablen erhaltlich.

> Allgemeine Aussagen tiber Losungen:

Betrachte y' = F(t,y), y(ty) = yo, mit F : Q — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig bzgl. y, Q C R"+!
offen.

Losungen existieren lokal (Satz 5.2.10).

Losungen sind global eindeutig (Lemma 5.2.13).

Es gibt genau eine maximale Losung.

Die Losung hingt stetig von (tg,p) und von Parametern in der Gleichung ab (Satz 5.3.4).

Bedingung an F ist erfiillt, wenn F stetig differenzierbar (Lemma 5.2.9).

Lineare Gleichungen/Systeme

Variable Koeffizienten (= nicht-autonom = allgemeiner Fall):
Fiir eine Gleichung n-ter Ordnung oder ein System von n Gleichungen erster Ordnung gilt:

> n-dimensionaler Losungsraum,
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> Losungen sind tiberall definiert, AWP ist eindeutig losbar (n Anfangsbedingungen)

> Allgemeine inhomogene Losung = allgemeine homogene Losung + spezielle inhomogene Lo-
sung.
> Variation der Konstanten liefert spezielle inhomogene Losung aus allgemeiner homogener Lo-

sung.

Konstante Koeffizienten (= autonom; explizit 16sbarer Spezialfall):

Gleichung n-ter Ordnung y"™) +a, 1y~ 4+ ... fagy = b(t), y(t),b(t) € R

Ansatz (homogene Gleichung): y(t) = e — charakteristisches Polynom p(A) =0
Bei mehrfachen Nullstellen des charakteristischen Polynoms betrachte t<e’.

Spezielle Inhomogenitédten erlauben direkte Losung (ohne Variation der Konstanten).

n-dimensionales System erster Ordnung ' = Ay + b(t),A n X n Matrix, y(t),b(t) € R"

Erster Zugang (homogene Gl.): Ansatz y(t) = e*v, dann A Eigenwert, v Eigenvektor von A,
also Av = Av. Dies fithrt zu allgemeiner Losung, falls eine Basis aus Eigenvektoren existiert
(d.h. A diagonalisierbar).

Zweiter Zugang (homogene Gl.): Losung ist y(t) = ey (yo Anfangsbedingung).

At

Zur Berechnung von e”* verwende wiederum Eigenvektoren und Eigenwerte, falls A diagona-

lisierbar.

Weiteres (in Vorlesung nicht behandelt)

& Kennt man den Orbit eines Vektorfeldes, kann man die zugehorige Integralkurve durch eine Integra-
tion erhalten.

> Lineares System mit konstanten Koeffizienten, nicht diagonalisierbarer Fall: !4 kann mittels der

Jordan-Normalform bestimmt werden, dies fiihrt auf Losungen, die Linearkombinationen von theMy

sind, analog zu mehrfachen Nullstellen bei einer Gleichung rn-ter Ordnung.
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