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1. Copulas – ein kurze Einführung 
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1. Copulas – eine kurze Einführung 
 
Eine Copula ist eine Funktion C  von d  Variablen auf dem  Würfel [0,1]d  mit folgen-
den Eigenschaften: 
 

1. Der Wertebereich von C ist das Einheitsintervall [0,1] ; 

2. ( ) 0C =u  für alle u  in [0,1]d , für die mindestens eine Komponente 0 ist; 
3. ( ) kC u=u  falls alle Koordinaten von u  gleich 1 sind außer der k-ten; 

4. C  ist D -monoton in dem Sinne, dass für alle <a b  in [0,1]d  das Maß CD b
a ,  das 

C  dem Intervall = ´ ´1 1( , ] ( , ] ( , ]d da b a ba b  beimisst, nicht-negativ ist, d.h. 

( )
( ) { }

1

1

1 1 1 1
, , 0,1

: ( 1) (1 ) , , (1 ) 0.

d

i
i

d
d

d d d dC C a b a b
e

e e

e e e e=

Î

å
D = - + - + - ³åb

a


  

 

In anderen Worten: Eine Copula C ist die Verteilungsfunktion eines d-dimensionalen 
Zufallsvektors mit uniformen stetigen Randverteilungen über (0,1).  
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1. Copulas – eine kurze Einführung 
 
Sklar’s Theorem: Es sei H eine d-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randvertei-
lungsfunktionen 1, , .dF F  Dann existiert eine Copula C, so dass 
 

( )= 11 1( , ,, , ) ( ) ( )d ddx x x FH xFC   für alle Î 1, , .dx x  
 

Wenn alle Randverteilungsfunktionen stetig sind, ist die Copula eindeutig bestimmt, 
anderenfalls ist sie nur eindeutig auf den Wertebereichen der 1, , dF F  bestimmt. 

Umgekehrt gilt bei Stetigkeit: bezeichnen - -1 1
1 , , dF F  die (Pseudo-)Inversen bzw. 

Quantilfunktionen der Randverteilungsfunktionen, dann ist  
 

( )- -= 1
1 1

1
1( , , ) ( ), ( )dd dHC F Fu u u u    für Î1, , (0,1)du u  

 

eine Repräsentation der Copula. 
 

{ }1Pseudo Inverse einer Verteilungsfun ( ) inf | ( )ktion : F u x F x uF - = Îé ù-ê úë ³ û  
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1. Copulas – eine kurze Einführung  
 
Fréchet-Hoeffding-Schranken: 
 

( ) ( ) ( ) { }
=

ì üï ïï ï+ - = £ £ =í ýï ïï ïî þ
å   1 1

1

max 1 ,0 : , , : min , , ,
d

d d
i d d

i

u d C u u u uu u
 

        

                                                             

                  keine Copula für > 2d                           stets Copula 
                   Repräsentanten: ( ),1X X-                       ( ), , ,X X X  
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1. Copulas – eine kurze Einführung 
 

 Die Copula hängt - im Gegensatz zu den Korrelationen - nicht von den Randver-

teilungen der Einzelrisiken ab. 

 Die (mehrdimensionalen) Randverteilungsfunktionen von Copulas sind ebenfalls 

Copulas. 

 Die Copula charakterisiert bei Stetigkeit der Randverteilungen die gemeinsame 

Abhängigkeitsstruktur der Einzelrisiken eindeutig. 

 Die Copula ist invariant gegen alle gleichsinnig monotonen Transformationen 

der Einzelrisiken, insbesondere nichtlineare. 

 Paarweise Korrelationen zwischen Einzelrisiken X und Y können über die Copula 

ausgedrückt werden, aber nicht umgekehrt: 

( )
¥ ¥

-¥-¥

é ù= -ë ûò ò( , ) ( ), ( ) ( ) ( ) .X Y X YKov X Y C F x F y F x F y dx dy  
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1. Copulas – eine kurze Einführung 
 
Man kann grob drei Typen von Copulas unterscheiden: 
 
1. Copulas, die nur implizit angegeben, aber explizit stochastisch konstruiert wer-

den können und damit auch einfach simulierbar sind (Gauß-, t- und allgemeiner 
die elliptisch konturierten Copulas)  

 

2. Copulas, die explizit angegeben werden können, aber in der Regel nur aufwän-
dig stochastisch konstruierbar sind (Archimedische Copulas, Vine-Copulas) 

 

3. Copulas, die explizit angegeben werden und explizit stochastisch konstruiert 
werden können (Patchwork-Copulas, Zerlegung-der-Eins-Copulas, Singuläre Mi-
schungs-Copulas). 
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1. Copulas – eine kurze Einführung 
 
Beispiele für Copulas vom Typ 1 (S=positiv-definite symmetrische Matrix): 
 

Gauß-Copula GCS : 

1 1
1( ) ( )

tr 1
1 1

1 1
( , , ) exp

2(2 ) det( )

nu u
G

n nn
C u u dv dv

p

- -F F
-

S

-¥ -¥

æ ö÷ç= - S ÷ç ÷çè øS
ò ò v v  

 
 

t-Copula tC n
S  mit n Î  Freiheitsgraden: 

1 1
1( ) ( )

2tr 1
1 1

12( , , ) 1
( ) det( )

2

n
nt u t u

t
n n

n

n

C u u dv dv
n n

n

n
n

n npn

- - æ ö+ ÷ç ÷-ç ÷÷çè ø
-

S

-¥ -¥

æ ö+ ÷çG ÷ç ÷ç æ öè ø ÷ç= + S ÷ç ÷çæ ö è ø÷çG S÷ç ÷çè ø

ò ò v v  
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1. Copulas – eine kurze Einführung 
 

Monte-Carlo-Simulation einer Gauß-Copula S :GC  Zufallsvektor ( )= 1, ,
tr

dX XX    

folgt einer Gauß-Copula GCS  über die Konstruktion 

( )= F AX Y  (koordinatenweise) mit der Verteilungsfunktion F  der Standard-

Normalverteilung, S= trAA  (z.B. durch Spektral- oder Cholesky-Zerlegung) und 

( )= 1, ,
tr

dY Y Y mit stochastisch unabhängigen, jeweils standard-normalverteilten 

Koordinaten 1, , dY Y . Für = 2d  ergibt sich einfacher 

( ) ( )r r= F = F + - 2
1 1 2 1 2, X 1 ,X Y Y Y  wobei 

r
r

é ù
ê úS = ê úë û

1

1
 und 

r r

é ù
ê ú= ê ú-ê úë û

2

1 0
.

1
A  

 
 



Dietmar Pfeifer  Olena Ragulina   Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 10 

                                                                   Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024 

1. Copulas – eine kurze Einführung 
 
Beispiele für Copulas vom Typ 2:  Archimedische Copulas: 

Diese sind charakterisiert durch ihren so genannten  Erzeuger j  vermöge 

 

1
1

1

( , , ) ( )
d

d i
i

C u u uj j j-

=

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè øå    für   [ ]1, , 0,1 .du u Î     

 
Spezialfall: 
 

( ) lnx xj =-  
mit 

1
1

1 1 1

( , , ) ( ) exp ln
dd d

d i i i
i i i

C u u u u uj j j-

= = =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= = =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øå å 
 

 

(Unabhängigkeitscopula P ) 
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1. Copulas – eine kurze Einführung 

Charakterisierung “geeigneter” (so genannter strikter) Erzeuger: 
 
Sei ( ]: 0,1j    stetig, streng monoton fallend und konvex mit (1) 0j =  und 

0
lim ( ) ;
z

zj


=¥   1j-  bezeichne die zugehörige Inverse auf dem Intervall [ )0, .¥  Dann 

ist die durch 
 

1
1

1

( , , ) ( )
d

d i
i

C u u uj j j-

=

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè øå    für   [ ]1, , 0,1du u Î  

 

gegebene Abbildung Cj  eine Copula für 2.n =  Sie ist eine Copula für alle 2n³  

genau dann, wenn 1j-  total monoton ist, d.h. wenn gilt 
 

1( 1) ( ) 0
k

k
k

d
s

ds
j-- ³   für alle  und  0.k sÎ >  
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1. Copulas – eine kurze Einführung 

Nach einem klassischen Satz von Bernstein  können die Inversen solcher Erzeuger als 

Laplace-Transformierte nicht-negativer  Zufallsvariablen Z  dargestellt werden ver-

möge 

( )1( ) , 0,sZs E e sj- -= ³  

denn: 

( )1 1 1(0) 1, lim ( ) 0,  und ( 1) ( ) 0
k

k k sZ
ks

d
s s E Z e

ds
j j j- - - -

¥
= = - = ³   

 

für alle Î >  und  0.k s   
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1. Copulas – eine kurze Einführung 
 
Die Erzeugung von Zufallsvektoren U mit einer Copula von diesem Typ erfolgt in 
drei Schritten: 
 

 Erzeuge eine Zufallszahl Z mit der Misch-Verteilungsfunktion G.  

 Erzeuge (auch von Z) unabhängige Standardzufallszahlen 1, , .dW W  

 Setze 
( )( ) ( )( )1

ˆˆ lnln
: , , dG WG W

Z Z

æ ö-- ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
U    

mit der zugehörigen Laplace-Transformierten 
0

ˆ ( ) ( ), 0.txG t e dG x t
¥

-= ³ò  Die zu G 

gehörige Verteilung kann also auch als eine Mischverteilung für den Verteilungs-
Parameter in der Familie der Exponentialverteilungen aufgefasst werden. 
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1. Copulas – eine kurze Einführung 
 
Beispiele: 
 

Name Copula Cq  Erzeuger qj Mischverteilung 

Clayton 
1/

1

1 , 0
d

i
i

u d
q

q q
-

-

=

é ù
ê ú- + >
ê úë û
å  ( )1

1t q

q
- -  

1 1
,

q q
æ ö÷çG ÷ç ÷çè ø

 

Gumbel ( )
1/

1

exp ln( ) , 1
d

i
i

u
q

q q
=

æ öì üï ï ÷ç ï ï ÷ç- - ³÷í ýç ÷ï ïç ÷ç ï ïî þè ø
å  ( ln )t q-  positiv stabil

 

Frank  ( )
1

1 1
ln 1 1 , 0

1

iud

i

e
e

e

q
q

q q
q

-
-

-
=

æ öì üï ï- ÷ç ï ï÷- - - >ç í ý÷ç ÷ï ï÷ç -è øï ïî þ
 1

ln
1

te
e

q

q

-

-

-
-

-
 ( )e q-  

 
 
 



Dietmar Pfeifer  Olena Ragulina   Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 15 

                                                                   Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024 

1. Copulas – eine kurze Einführung 
 
Tail-Abhängigkeit für Copulas (falls existent): mit Repräsentanten = 1 2( , ) :U UU   

obere: ( )l
 -

= > >1 21
: limU t

P U t U t   

 

untere:  ( )l
 +

= £ £1 20
: limL t

P U t U t  

 
Beispiele: 
 

l = 0U  für Gauß-Copula mit r <1,  untere Fréchet-Hoeffding-Schranke 

l = 1U  für obere Fréchet-Hoeffding-Schranke,  

ql = - 1/2 2U  für Gumbel-Copula ( ) ( )
q

q q
=

æ öì üï ï ÷ç ï ï ÷ç= - - ³÷í ýç ÷ï ïç ÷ç ï ïî þè ø
å

1/2

1 2
1

C , exp ln( ) , 1i
i

u u u  



Dietmar Pfeifer  Olena Ragulina   Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 16 

                                                                   Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024 

 
 
 
 

2. Copulas bei diskreten Verteilun-
gen 
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2. Copulas bei diskreten Verteilungen 
 
Bei diskreten Verteilungen ist die unterliegende Copula nicht eindeutig bestimmt. 
Dies soll folgendes Beispiel illustrieren: 

1 2,X X  seien 
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

1
1,

2
B  binomialverteilte Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Vertei-

lung 

 

mit £ £
1

0 .
2

a   
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2. Copulas bei diskreten Verteilungen 
 

 
 

1. Variante: Gauß-Copula-Repräsentant U mit ( )r p=-cos 2 a   

2. Variante: Patchwork-Copula-Repräsentant ( )= 1 2,U UU  mit Dichte 

é ù é ù æ ù æ ù é ù æ ù æ ù é ùç ç ç çê ú ê ú ú ú ê ú ú ú ê ú´ ´ ´ ´ç ç ç çç ç ç çê ú ê ú ú ú ê ú ú ú ê úè è è èë û ë û û û ë û û û ë û

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅1 1 1 1 1 1 1 1
0, 0, ,1 ,1 0, ,1 ,1 0,

2 2 2 2 2 2 2 2

( , ) 4 ( , ) 4 ( , ) 4 ( , ) 4 ( , )f u v a u v a u v b u v b u vU 1 1 1 1  

Konstruktion:
ì ìï ïï ï£ £ï ï= =í íï ïï ïï ïî î

1 2
1 2

1 1
0, wenn 0, wenn 

2 2
1, sonst 1, sonst

U U
X X   
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2. Copulas bei diskreten Verteilungen 

 

  
Copula-Simulation für r= =0.4 bzw. 0.80902a  

                      links: Gauß-Copula,                               rechts: Patchwork Copula 
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3. Zerlegung-der-Eins- 
Copulas 
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 
Gegeben sei eine Familie von Funktionen { }f £ £ - Î < <( , , )|0 1, , 0 1m k u k m m u  

(so genannte [endliche] „Zerlegung der Eins“) mit den folgenden Eigenschaften: 
 

 
1

0

( , , ) 1
m

k

m kf
-

=

=å    für mÎ  

 
1

0

1
( , , )m k u du

m
f =ò   für 0, , 1.k m= -  

 

Ferner sei [ ]= 1( , , )m m dp k kp  ein d-dimensionaler uniformer Kontingenztensor (d.h. 

p enthält alle Elementarwahrscheinlichkeiten eines diskreten d-dimensionalen Zu-
fallsvektors ( )= 1, , ,dU UU  dessen Randverteilungen diskrete Gleichverteilungen 

über { }= -0, , 1T m  sind). Dann definiert 

( ) ( ) ( )f f
- -

= = =

= Îå å    
1

1 1

1 1 1
0 0 1

, , : ( , , ) , , , , , (0,1)
d

dm m
d d

d m d i i d
k k i

c u u m p k k m k u u u  

 

die Dichte der durch U induzierten Zerlegung-der-Eins-Copula. 
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 
Schachbrett-Copula: (auch Box-Copula, vgl. HUMMEL UND MÄRKERT (2012)) 
 

Für d Î   bezeichne 

1, , 1

1
: ,

d

d
j j

k k j

k k
I

m m=

æ ù+ç ú= çç úçè û
´  für ( )1, , .d

dk k TÎ  

 

 

Die Gesamtheit dieser Intervalle beschreibt eine Zerlegung des d-dimensionalen Ein-
heitswürfels in dm  gleichvolumige Teilwürfel der Kantenlänge 1/m. Die zugehörige 
Dichte mc   der Schachbrett-Copula mC   ist dann definiert durch 

 
- -

= =

= å å   
, ,1

1

1 1

1
0 0

: ( , , ) .
k kd

d

m m
d

m m d I
k k

c m p k k 1  

 
Hier ist speziell f æ ù+ç úçç úè û

= 1
,

( , , ) ( ).k k
m m

m k u u1  
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 
Beispiel: Es sei 2d =  und 3.m =  Betrachte die Kontingenztafel 
 
 

 
 

 

i  
1 2( , )P U i U j= =  

0 1 2 2( )P U j=  

0 
6

30
 

4
30

 0 
1
3

 

1 
2

30
 

5
30

 
3

30
 

1
3

 j 

2 
2

30
 

1
30

 
7

30
 

1
3

 

 1( )P U i=  1
3

 
1
3

 
1
3
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 

 

              
 

Copula-Dichte ( )1 23 ,c v v                      Copula ( )1 23 ,C v v  
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 
Approximationssatz: Jede Copula C in d Dimensionen kann gleichmäßig durch eine 
Folge { }mmC

Î  von Schachbrett-Copulas approximiert werden. Eine Wahl zulässiger 

Parameter ist hierbei gegeben durch 
 

( )
=

æ öì ü+ï ï÷ç ï ï÷= Î = < £ç í ý÷ç ÷ï ï÷çè øï ïî þ
  1 1, , , ,

1

1
d d

d
j j

k k k k j
j

k k
p P I P Z

m m
Z  für ( )1, , ,d

dk k TÎ  

 
wobei ( )1, , dZ Z=Z   einen Zufallsvektor mit der Copula C bezeichne. 
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 
Turm-Copulas:   
 

Spezielle Schachbrett-Copulas, die ihre Wahrschein-
lichkeitsmasse so verteilten wie die Positionen von 
Schachtürmen, die sich gegenseitig nicht bedrohen. In 
d Dimensionen kann eine Turm-Copula folgenderma-
ßen mit Hilfe von Permutationen konstruiert werden: 
 
 

01 02 0, 1 0

11 12 1, 1 1

2,1 2,2 2, 1 2,

1,1 1,2 1, 1 1,

:

d d

d d

m m m d m d

m m m d m d

M

s s s s
s s s s

s s s s
s s s s

-

-

- - - - -

- - - - -

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û




    



 

 

Hierbei ist  ( )0 1 1,, , ,k k m ks s s -   eine geeignete Permutation von ( )0,1, , 1m-  für 

1, , .k d=   
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 
Eine Schachbrett-Copula C ist genau dann eine Turm-Copula, wenn gilt: 

( ) { } ( ) ( )1 1 1 2 ,
1

1
, , , , , , ,

d

m d i i d t t t d
i

p k k P U k k k
m

s s s
=

æ ö÷ç= = =  =÷ç ÷ç ÷è ø
    für ein .t TÎ  

Beispiel: Die zum obigen Bild gehörige Turm-Copula ist gegeben durch 
 
 

0 0

1 1

2 4

3 2
.

4 3

5 6

6 5

7 7

M

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

 

0    1    2    3   4    5    6    7

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

0 

( )1 2, (0,0)k k =

( )1 2, (4,3)k k =

( )1 2, (7,7)k k =
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 
Bernstein-Copula:  (vgl. COTTIN UND PFEIFER (2014), PFEIFER UND RAGULINA (2020)) 
 

Bernstein-Polynom vom Grad m:  
 

( , , ) (1 ) , 0 1, 0, , .k m km
B m k z z z z k m

k
-

æ ö÷ç ÷= - £ £ = Îç ÷ç ÷çè ø
   

 

Hier definiert 
 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
1

1 1

1 1 1
0 0 1

, , : , , 1, , , , , 0,1
d

dm m
dd

B d m d i i d
k k i

c u u m p k k B m k u u u
- -

= = =

= - Îå å      

 

 

die Dichte der Bernstein-Copula ,BC  induziert durch U. Es ist speziell 
 

  f - -
æ ö- ÷ç ÷= -ç ÷ç ÷çè ø

11
( , , ) (1 ) .k m km
m k u u u

k
   (Dichte der B + -( 1, )k m k -Beta-Verteilung!) 
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 
Bemerkung: Eine Bernstein-Copula kann als “geglättete” Version einer Schachbrett-
Copula aufgefasst werden, bei der die in den disjunkten Teilwürfeln konzentrierten 
Wahrscheinlichkeitmassen „stetig“ im Einheitswürfel verteilt werden. Der obige Ap-
proximationssatz gilt analog. 
 

Visualisierung des Glättungseffekts für 1:d =  
 

           
                                       5m =                                          10m =  
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 
Beispiel:  
Glättungseffekt bei 2d =  und 4;m =  die Verteilung von  ( )1 2,U U=U  sei durch die 

folgenden Tabelle gegeben: 
 

i 
( )( ),P i j=U  

0 1 2 3 

0 0.02 0.00 0.08 0,15 

1 0.00 0.03 0.12 0.10 

2 0.13 0,.07 0.05 0.00 
j 

3 0.10 0,15 0.00 0.00 
 
 
Die folgenden beiden Graphiken verdeutlichen den Glättungseffekt: 
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3. Zerlegung-der-Eins Copulas 
 

                  
 

Bernstein-Copula-Dichte (braun) vs. Schachbrett-Copula-Dichte 
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risiko-
maße 
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
Sei X  ein konvexer Kegel nicht-negativer Zufallsvariablen X auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum ( )W , , .P  Ein Risikomaß R auf X  ist eine Abbildung +X   mit den folgenden 

Eigenschaften: 
 
 

=  =( ) ( )X YP P R X R Y    für alle Î X,X Y                                         [Verteilungsinvarianz]     

 

=( ) ( )R cX c R X                    für alle Î XX  und ³ 0c                                    [Skaleninvarianz]        

 

+ = +( ) ( )R X c R X c            für alle Î XX  und ³ 0c                           [Translationsinvarianz]       

 

£( ) ( )R X R Y                        für alle Î X,X Y  mit £stX Y                                     [Monotonie]       
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
Ein Risikomaß heiß kohärent, wenn zusätzlich gilt: 
 

 + £ +( ) ( ) ( )R X Y R X R Y         für alle Î X,X Y                                                 [Subadditivität]       

 
 

Diese Ungleichung induziert einen Diversifikationseffekt für beliebige Risiken 1, , nX X  

(abhängig oder nicht), denn es folgt mit vollständiger Induktion: 
 

( )
= =

æ ö÷ç £÷ç ÷ç ÷è øå å
1 1

n n

k k
k k

R X R X               für alle Î .n                                         
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
Im Folgenden werden wir den Term “(Risiko-)Konzentrationseffekt” im Gegensatz zum 
“Diversifikationseffekt” benutzen, charakterisiert durch die umgekehrte Ungleichung  
 

+ > +( ) ( ) ( )R X Y R X R Y                   für gewisse ÎX, .X Y           
 
Das populäre Standardabweichungsprinzip SDP (das auch in der Tarifierung verwendet 
wird) ist gegeben durch 
 

g= +( ) ( ) ( )SDP X E X Var X     für ein festes  g > 0  und   ( )+Î = W X L2 , , ,X P          

 

die Menge der quadratisch integrierbaren Risiken auf ( )W , , .P  

SDP ist aber kein Risikomaß, da es nicht monoton ist (erfüllt aber alle anderen Bedingun-
gen). 
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
Subadditivität des Standardabweichungsprinzips:  
 

( )
( )

g

g

g

g

g

+ = + + +

= + + + +

£ + + + +

= + + +

= + + + = +

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

SDP X Y E X Y Var X Y

E X E Y Var X Var Y Korr X Y Var X Var Y

E X E Y Var X Var Y Var X Var Y

E X E Y Var X Var Y

E X E Y Var X Var Y SDP X SDP Y
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
Nicht-Monotonie des Standardabweichungsprinzips:  
 
Risiken X,Y mit Dichten 
 

- -

-

ìï < £ïïïìï > ïï ï= = >í íï ï -ï ïî ïïïïî

, 0 1

, 0
( ) ( ) , 1

0, sonst 1 2
0, sonst

b

x x

X Y x

ax x

e x e
f x f x x

e
   

 

mit 
-

= = = =
--

1 3
0.7156..., 0.3922...

2( 2)

e
a b

ee e
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
Nicht-Monotonie des Standardabweichungsprinzips:  
 
Hier gilt £stX Y  mit s s= = = =( ) ( ) 1, ( ) 1.2003..., ( ) 0.9294...E X X E Y Y  
 

 
                       
Für g = 3  ergibt sich: = > =( ) 4 3.9887... ( ).SDP X SDP Y    

( )YF x

( )Yf x

( )XF x

( )Xf x
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
Das in Basel II/III und Solvency II verwendete Risikomaß ist der Value-at-Risk VaR, definiert 
als Quantil der Risiko-Verteilung: 
 

a a= -VaR ( ) : (1 )XX Q                             für aÎ < <X und 0 1,X                              

 

wobei XQ  die Quantilfunktion bezeichnet: 

 

{ }= Î £ ³( ) : inf | ( )XQ u x P X x u         für < <0 1.u                        

 
VaR ist ein Risikomaß, aber im Allgemeinen nicht kohärent. 
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
Das “kleinste” kohärente Risikomaß oberhalb des VaR ist der Expected Shortfall (auch  
average Value-at-Risk) ES, der gegeben ist durch 
 

a

a a
= ò

0

1
ES ( ) : VaR ( )uX X du    für a< <0 1.   

 

Falls ( )a a³ =VaR ( )P X X  gilt, entspricht dies dem Ausdruck 

 

( )a a= ³ES ( ) | VaR ( ) .X E X X X   
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
• Solvency II: Umsetzung der Richtlinie 2009/138/EG des Europäischen Parlaments und 

des Rates vom 25. November 2009 betreffend die Aufnahme und Ausübung der Ver-

sicherungs- und der Rückversicherungstätigkeit (  Versicherungsaufsichtsgesetz 

VAG 2015) 
• Risikobasierte Kapitalanforderungen nach Modulen (u.a. Lebens- / Nichtlebensversi-

cherung)  

• Risikomaß ist aVaR  mit a = 0.005.  

• Annahme: Risiken im Nichtlebenbereich sind näherungsweise lognormalverteilt 
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 

• Standardformel für das Solvenzkapital SCR im Prämien- und Reserverisiko ist vorge-
geben als Volumenfaktor 

( )a

a

s
r s

s

-

-

é ù⋅ +ê úë û= -
+

2
1

1 VaR 2

exp ln 1
( ) 1

1

k
 

 

bezogen auf das Volumenmaß Prämieneinnahmen des betrachteten Rechnungsjah-

res (hergeleitet aus dem a-1 -Quantil  einer Lognormalverteilung mit Erwartung-

wert 1 und Varianz s2 ,  wobei a a-
- = F -1

1 (1 )k ) 

• Vereinfachung durch die Commission Delegated Regulation of the EU (2015), Article 
115: 

 

ar s s- »1 VaR( ) 3 für a = 0.005.  
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 

Diese Vereinfachung erscheint akzeptabel, solange s < 0.15.   
 

 
 

graphische Gegenüberstellung 
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4. Ein kurzer Rückblick auf Risikomaße 
 
• Besondere Berichtspflichten: 
• ORSA (Own Risk and Solvency Assessment): Bericht mit eigner  Einschätzung der Ri-

sikosituation des Unternehmens; Überprüfung der Standard-Formel; Szenario-
analysen für ungünstige Risikolagen 

• SFCR (Solvency and Financial Condition Report): Gemäß § 40 VAG im Rahmen der 
Veröffentlichungspflichten unter Solvency II (Säule III) zu veröffentlichender Bericht, 
in dem wesentliche Informationen über die Solvabilitäts- und Finanzlage des Versi-
cherungsunternehmens darzulegen sind. Die darzulegenden Informationen richten 
sich nach Art, Umfang und Komplexität der Geschäftstätigkeit sowie dem Risikopro-
fil des Unternehmens. Vor dem Hintergrund, dass erhöhte Transparenz zu verbesser-
ter Beaufsichtigung führt, bildet der SFCR den Kern der Publizitätspflichten gegen-
über der Öffentlichkeit. Adressaten sind insbesondere Versicherungsnehmer, aber 
auch weitere Stakeholder wie Wettbewerber und Ratingagenturen. 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Lemma. Für 2, ,d d³ Î   seien  ( )= 1, , dU UU   und  ( )= 1, , dV VV   d-dimensionale 

Zufallsvektoren über [ ]0,1d  mit stetigen uniformen Randverteilungen (i.e., U  und V  

repräsentieren d-dimensionale Copulas). Sei ferner I eine binomialverteilte Zufallsva-

riable, unabhängig von U  und  ,V  mit ( 1) 1 ( 0) (0,1).P I P I p= = - = = Î  Dann besitzt 

der Zufallsvektor W mit den Komponenten [ ]: (1 ) (1 )i i iW I p U I p p V= ⋅ ⋅ + - ⋅ + - ⋅  für 

1 i d£ £  ebenfalls stetig uniforme Randverteilungen, i.e. W repräsentiert ebenfalls 

eine  d-dimensionale Copula. 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 

 
 

Skizze des Trägers der obigen Patchwork-Copula mit 1 pb = -   

U

V
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas  
 
Anwendung: Wir betrachten ein Portfolio aus d Versicherungsverträgen (Risiken) 
mit einer Copula U. Seien die d (zur Vereinfachung als stetig angenommemen) 

Randverteilungen der Risiken mit 1, , dF F  bezeichnet und ihre Quantilfunktionen 

mit 1, , ,dQ Q  dann repräsentieren beide Zufallsvektoren ( )1 1( ), , ( )d dQ U Q U  und 

( )1 1( ), , ( )d dQ W Q W  einen Risikovektor ( )1, , dX X=X   mit den gegebenen Randver- 

teilungen. Aus Sicht der Risikotheorie (Risikoaggregation) erzeugt 

( )1 1: ( ), , ( )d dQ W Q W=X   aber im Allgemeinen ein ungünstigeres VaR-Szenario for 

1

d

i
i

S X
=

=å als ( )1 1: ( ), , ( ) ,d dQ U Q U=X   selbst wenn p nahe bei 1 liegt und sich daher U 

und W nur marginal unterscheiden.   
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Beispiel 1 : Zwei standard-exponentialverteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-
Variablen U und V: 

 
1 (1 )

, 0 ln( )
1

1 2 2 ln( ) (1 )
( , ) , ln( ) 2ln( )

1

2 ln( ) (1 )
2ln( ).

x

x x

S

x x

x e
x

e x e
F x x

e x e
x

b
b

b b
b b b

b

b b
b

b

-

- -

- -

ìï - +ï £ £-ïï -ïïïï - + + +ï= - £ £-íï -ïïïï - - +ï ³-ïïïî

 

 
Verteilungsfunktion des Summenrisikos unter Patchwork-Copula 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Beispiel 1: Zwei standard-exponentialverteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-
variablen U und V:  
 

 
 

Dichten des Summenrisikos ohne (blau, Gamma-Verteilung)   
und mit Copula (rot) 

b = 0,1
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Beispiel 1: Zwei standard-exponentialverteilte Risiken mit Patchwork-Copula: 
 

b
b b b b

b b b-

ìï £-ïïïï= - - £ £-íïïï - + - ³-ïïî
2

( ), 2ln( )

( , ) 1 , 2ln( ) 2ln( / 2)

1 4 , 2ln( / 2).

S

x

F x x

H x x

e x

 

 
Verteilungsfunktion des Summenrisikos für LF-Copula-Repräsentant V (worst case) 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Beispiel 1: Zwei standard-exponentialverteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-
verteilungen: 

 
 

Verteilungsfunktionen des Summenrisikos ohne (blau)  und mit Copulas (rot wie vor,  

grün (worst case)), 0,005b =  (Solvency II-Standard) 



Dietmar Pfeifer  Olena Ragulina   Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 53 

                                                                   Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024 

5. Ungünstige Patchwork-Copulas 

Beispiel 2 : Zwei Pareto-verteilte Risiken mit 
ì £ïïïï= = íï >ïï +ïî

1 2

0, 0

, 0.
1

x
F F x

x
x

 und lokalen uniformen 

Patchwork-Variablen U und V: 
 

( )

( )

b b

b b b b b
b

b b b

b b
b

b

ìïïïï + - +ï £ £ -ïï + -ïïïï æ ö- + - - + + + -ï ÷ç= - £ £ - ÷í ç ÷ç ÷ï + - è øïïïïï - + + -ï æ öï ÷çï ³ - ÷çï ÷ç ÷ï + è øïî

2

2

2

2

2

2

2 2ln(1 ) 1
, 0 1

(2 ) (1 )

(1 2 ) (4 6 ) 4 4 2ln 2 1 1 1
( , ) , 1 2 1

(2 ) (1 )

2
2 ln 2 1

1
2 1 .

(2 )

S

x x x
x

x

x x x
F x x

x

x x x
x

x

 

 
Verteilungsfunktion des Summenrisikos unter Patchwork-Copula 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Beispiel 2: Zwei Pareto-verteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-Variablen U und 
V:  

 
 

Dichten des Summenrisikos ohne (blau)  und mit Copula (rot) 

b = 0.2



Dietmar Pfeifer  Olena Ragulina   Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 55 

                                                                   Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024 

5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Beispiel 2: Zwei Pareto-verteilte Risiken mit Patchwork-Copula: 
 

b
b

b b
b b

b
b b

b

ìïïï £ -ïïïïïï= - - £ £ -íïïïïïï - + - ³ -ïï +ïî

2

2
( , ), 2

2 4
( , ) 1 , 2 2

4 4
1 , 2.

2

SF x x

H x x

x
x

 

 
Verteilungsfunktion des Summenrisikos für LF-Copula-Repräsentant V (worst case) 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Beispiel 2: Zwei Pareto-verteilte Risiken mit lokalen uniformen Patchwork-Verteilungen: 
 

 
 

Verteilungsfunktionen des Summenrisikos mit Copulas, H = worst case 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Allgemeine Situation in d Dimensionen: Fast ungünstigste Patchwork-Copulas:  
 

Lemma. Für Î >, 1d d  sei dI  die d-dimensionale Einheitsmatrix, ( )= 1, ,1de  , and 

= tr
d d dE e e  die ´d d  Matrix, deren Einträge sämtlich 1 sind. Dann ist 

S = - +(1 )d d dr rI E  eine Korrelationsmatrix genau dann, wenn - £ £
-
1

1.
1

r
d

 Die 

Eigenwerte li  von Sd  sind gegeben durch l = + -1 1 ( 1)d r  undl = - =1 , 2, , .i r i d  

Eine Orthonormalbasis 1, , dT T  zugehöriger Eigenvektoren ist gegeben durch 

=1

1 tr
dT

d
e  und ( )= 1 , ,

tr

j j djT t t  für £ £2 j d  mit =- £ <
-

1
für 1 ,

( 1)
ijt i j

j j
 

-
= =

1
 für ij

j
t j i

j
 und = <0 für .ijt j i   

 

Hieraus folgt S = tr
d AA mit = DA T  wobei [ ]= 1, , dT TT   und ( )l lD= 1diag , , .d  
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 

Anmerkung: Sd  ist eine spezielle symmetrische Toeplitz-Matrix, daher können die ei-

genwerte und Eigenvektoren auch folgendermaßen dargestellt werden:  
 

p
l

-

=

ì - = -æ ö ïï÷ç= + =÷ íç ÷ç ïè ø + - =ïî
å

1
*

1

1 , 1, , 12
1 cos

1 ( 1) ,

d

j
i

r j dij
r

d r j dd


 

und 

p pæ ö æ ö÷ ÷ç ç+÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
= £ £*

2 2
cos sin

, 1 , .ij

ij ij
d dt i j d

d
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 

Wir werden im folgenden eine Gauß-Copula mit der Korrelationsmatrix 

S = -
- -

1
1 1d d d

d
d d

I E  für =-
-
1

1
r

d
 eine minimal korrelierte Gauß-Copula nennen. 

Man beachte dabei, dass  Sd  singulär ist. Für = 2d  ist die minimal korrelierte Gauß-

Copula identisch mit der unteren Fréchet-Schranke  2.  
 

Eine minimal korrelierte Gauß-Copula kann also in gewissem Sinn als multivariate Ver-

allgemeinerung der unteren Fréchet-Hoeffding-Schranke  2  angesehen werden. 
 

Alle bivariaten Teilcopulas einer minimal korrelierten Gauß-Copula mit dem Repräsenta-
ten U besitzen einen oberen Tailabhängigkeitskoeffizienten  
 

( )l
 -

= > > =1 21
: lim 0.U t

P U t U t  

 

Für fast ungünstigste Patchwork-Copulas werden wir im Folgenden für die Verteilung 
von V eine minimal korrelierte Gauß-Copula verwenden. 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Fast ungünstigste Patchwork-Copulas:  

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa) 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Fast ungünstigste Patchwork-Copulas:  

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa) 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
  

Fast ungünstigste Patchwork-Copulas:  

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa) 
 

Randverteilungen lassen sich gut durch Lognormalverteilungen schätzen mit 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Fast ungünstigste Patchwork-Copulas:  

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa) 
 

 
 

Empirische Korrelationen der logarithmierten Verluste 
gelb: hoch, grün: gering 
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Fast ungünstigste Patchwork-Copulas:  

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa) 
 

    
                                                                 

A3 vs. A4: 
                            Bernstein-Copula                                         Gauß-Copula 

weiß: empirische Copula-Punkte 



Dietmar Pfeifer  Olena Ragulina   Generating unfavourable VaR scenarios with patchwork copulas 65 

                                                                   Mathematisches Kolloquium, 17.1.2024 

5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Fast ungünstigste Patchwork-Copulas:  

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa) 
 

       
                                                                 A3 vs. A4:          

                                Bernstein-Patch-Copula mit uniformem V, = 0.994p  
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Fast ungünstigste Patchwork-Copulas:  

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa) 
 

 

 
U: Bernstein-Copula, V: min korr Gauß-Copula: [ ]= 11 ( ) ;p F x  [ ]= 20.99 ( ) ;p F x  [ ]= 30.994 ( )p F x  

U: Bernstein-Copula mit = 0.994p  und V: Copulas d  [ ]4 ( ) ;F x   Unabhängigkeitscopula [ ]5 ( )F x  
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5. Ungünstige Patchwork-Copulas 
 
Fast ungünstigste Patchwork-Copulas:  

Beispiel: 19-dimensionaler Datensatz (Naturgefahren, Mitteleuropa) 
 
 

p 1 0.990 0.994 0.994 0.994 

V ---- min korr Gauss min korr Gauss d  uniform 

VaRa  2.256 Mio. 4.647 Mio. 5.272 Mio. 3.976 Mio. 5.018 Mio.  

 

a = 0.005   

 
Für eine reine Gauß-Copula ergibt sich: a =VaR 2.505  Mio. 
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