
Übungsaufgaben und Musterlösungen

zur Einführung in die Algebra im Sommersemester 2004

Aufgabe (1). Sei D eine nichtleere Menge und M := Abb(D,D).

(a) Zeigen Sie: M ist bzgl. der Hintereinanderausführung von Abbildungen ein Monoid.

(b) Kann es vorkommen, dass M eine Gruppe wird?

(c) Bestimmen Sie das Zentrum Z(M) = {g ∈M : ∀f ∈M : f ◦ g = g ◦ f}.

Lösung. a) M ist ein Monoid, da folgende Eigenschaften gelten:

(i) Die Komposition zweier Abbildungen aus M ist wieder in M , d.h. ◦ ist tatsächlich eine
Verknüpfung auf M .

(ii) Die Assoziativität ist gegeben, da für alle f, g, h ∈M und x ∈ D gilt:

(f ◦ (g ◦ h))(x) = f((g ◦ h)(x)) = f(g(h(x))) = (f ◦ g)(h(x)) = ((f ◦ g) ◦ h)(x).

(iii) Es existiert ein neutrales Element, nämlich id D, für das id D ◦f = f ◦ id D = f für alle f ∈M
gilt.

b) Für |D| = 1 ist M = {id D} eine Gruppe. Für |D| 6= 1 seien a, b ∈ D, a 6= b und ca die konstante
Abbildung auf a. Für jedes g ∈M gilt somit

(ca ◦ g)(b) = ca(g(b)) = a 6= b = id D(b),

d.h. es kann kein Inverses zu ca geben.

c) Sei g ∈ Z(M) und x ∈ D. Dann gilt mit cx der konstanten Abbildung auf x:

g(x) = g(cx(x)) =
g ∈ Z(M)

cx(g(x)) = x.

Also ist g = id D und Z(M) = {idD}.

Aufgabe (2). Sei A ein nichtleeres Alphabet und zu n ∈ N+ sei Wn = {“Worte” der Länge n}.
Betrachtet werde die folgende Verknüpfung auf Wn:

a1 · · · an ◦ b1 · · · bn := ai1 · · · air
bj1 · · · bjs

,

wobei r ≥ 1, s ≥ 1, r+s = n und i1, . . . ir, j1, . . . js ∈ {1, . . . , n}. Geben Sie Bedingungen an dafür,
dass eine Halbgruppe entsteht. Kann unter Umständen auch ein Monoid entstehen?

Lösung. Gilt |A| = 1 so ist auch Wn einelementig und wir haben ein Monoid.

Gilt |A| 6= 1, d.h. es gibt x, y ∈ A, x 6= y, so müsste für ein neutrales Element e1 · · · en gelten:

e1 · · · en ◦ b1 · · · bn = ei1 · · · eir
bj1 · · · bjs

= b1 · · · bn.

Für b1 · · · bn = x · · ·x folgt einerseits ei1 = x und für b1 · · · bn = y · · · y andererseits ei1 = y, was
ein Widerspruch ist. Also entsteht außer im trivialen Fall nie ein Monoid.

Damit eine Halbgruppe entsteht, muss für alle a = a1 · · · an, b = b1 · · · bn und c = c1 · · · cn aus
Wn mit d1 · · · dn := ai1 · · · air

bj1 · · · bjs
= a ◦ b und e1 · · · en := bi1 · · · bir

cj1 · · · cjs
= b ◦ c gelten:

a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c, also ai1 · · · air
ej1 · · · ejs

= di1 · · · dir
cj1 · · · cjs

.

Setzt man b = c = x · · ·x, a = y · · · y folgt (I) i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , r} und für a = b = x · · ·x,
c = y · · · y ebenso (II) j1, . . . js ∈ {r + 1, . . . , n}.

Eine weitere Bedingung (III) iik
= ik, jjl

= jl für 1 ≤ k ≤ r und 1 ≤ l ≤ s erhält man durch
Setzen von a = b = c, wobei c das Wort ist, was nur aus x besteht außer an der Stelle ck bzw. cr+l.
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Dass diese Bedingungen auch hinreichend sind, rechnet man kurz nach:

a ◦ (b ◦ c) =
(II)

ai1 · · · air
cjj1

· · · cjjs
=

(III)

aii1
· · · aiir

cj1 · · · cjs
=
(I)

(a ◦ b) ◦ c.

(Bemerkung: Hier hätte eine hinreichende Bedingung, damit (A, ◦) eine Halbgruppe wird, zur
Lösung der Aufgabe bereits genügt.)

Aufgabe (3). In dem euklidischen Vektorraum R
2 mit Standardskalarprodukt ((·, ·)) seiK = {v ∈

R : ((v, v)) = 1} der sogenannte Einheitskreis. Seien v(1), v(2), v(3) gleichabständige Punkte auf K
und v(1) = (1, 0). Bestimmen Sie die Untergruppe G4 von R

2×2 aller orthogonalen 2×2-Matrizen,
deren zugehörige lineare Abbildung (bzgl. der kanonischen Basis) die Menge {v(1), v(2), v(3)} in sich
abbildet.

Lösung. Mit v(2) = (cos(2π/3), sin(2π/3)) und v(3) = (cos(2π/3),− sin(2π/3)) haben wir gleich-
abstandige Punkte. Sei A ∈ G4. Dann ist die zugehörige lineare Abbildung FA durch die Bilder
auf der Basis (v(1), v(2)) schon vollständig festgelegt. Wählen wir für FA(v(1)) einen der drei Punk-
te aus {v(1), v(2), v(3)}, so bleiben für FA(v(2)) nur noch zwei Wahlmöglichkeiten, da orthogonale
Matrizen vollen Rang haben. Wir bekommen also folgende sechs Matrizen:

[

1 0
0 1

]

,

[

1 0
0 −1

]

,

[

−1/2 −
√

3/2√
3/2 −1/2

]

,

[

−1/2
√

3/2√
3/2 1/2

]

,

[

−1/2
√

3/2

−
√

3/2 −1/2

]

,

[

−1/2 −
√

3/2

−
√

3/2 1/2

]

.

Nachrechnen bestätigt die Orthogonalität.

Da diese Abbildungen jeweils nur die Punkte untereinander vertauschen (und dabei alle Vertau-
schungen möglich sind), ist zu jeder dieser Abbildungen auch die inverse Abbildung in der Liste,
und ebenfalls zu je zwei Abbildungen die Hintereinanderausführung. Damit ist das Untergruppen-
kritierum erfüllt, womit G4 eine Untergruppe der orthogonalen 2 × 2-Matrizen ist.

Aufgabe (5). Sei α = e
2πi
3 ∈ C. Welche Ordnung hat die von

A :=





1 0 0
0 α 0
0 0 α2



 ∈ GL(C, 3) und B :=





0 1 0
0 0 1
1 0 0



 ∈ GL(C, 3)

erzeugte Untergruppe und welche Ordnung hat ihr Zentrum?

Lösung.

Behauptung: Es gilt |〈A,B〉| = 27 und |Z(〈A,B〉)| = 3.

Beweis: Wir bemerken zuerst, dass ordα = ordA = ordB = 3 ist und weiter BAB−1 = αA.

Weiterhin ist auch 〈αE3, A〉 ∩ 〈B〉 = {E3}, was man daran sehen kann, dass A2 sowohl 1 als
auch α2 6= 1 enthält. Somit enthält jede Matrix in 〈αE3, A〉 \ {E3} ein α, und in den Potenzen von
B ist nie ein α enthalten.

Setze G := {αaAbBc | a, b, c ∈ {0, 1, 2}}. Wir zeigen nun |G| = 27 und 〈A,B〉 = G, womit der
erste Teil der Behauptung folgt.

Teilbehauptung 1: Es ist G ⊆ 〈A,B〉.

Denn:

Sei αaAbBc ∈ G. Es ist αa = (BAB−1A−1)a, und somit gilt αaAbBc ∈ 〈A,B〉.

Teilbehauptung 2: Es ist 〈A,B〉 ⊆ G.

Denn:

Sei x = xe1

1 · · ·xen
n ∈ 〈A,B〉 mit xi ∈ {A,B} und ei ∈ {−1, 1} für 1 ≤ i ≤ n. Nun ist

A−1 = A2 und B−2 = B2, womit ohne Einschränkung ei = 1 vorausgesetzt werden
kann für alle i ∈ {1, . . . , n}.
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Nun ist BA = αAB. Gibt es also ein i ∈ {1, . . . , n − 1} mit xi = B und xi+1 = A, so
ist

x = αx1 · · ·xi−1ABxi+2 · · ·xn.

Nun kann man so lange die Kombination BA in x durch αAB ersetzen und die αs nach
vorne ziehen, so dass es a′, b′, c′ ∈ N gibt mit

x = αa′

Ab′Bc′ .

Nun ist ordα = ordA = ordB = 3, womit man a, b, c ∈ {0, 1, 2} wählen kann mit
αa′

= αa, Ab′ = Ab und Bc′ = Bc (Division mit Rest; Eigenschaft der Ordnung).

Damit gilt |〈A,B〉| = |G| ≤ 27.

Teilbehauptung 3: Es ist |G| = 27.

Denn:

Da wir bereits wissen, dass G maximal 27 Elemente enthält, reicht es zu zeigen, das
zwei dieser Elemente, die zu verschiedenen Exponententripeln gehören, paarweise ver-
schieden sind. Seien αaAbBc ∈ G und αa′

Ab′Bc′ ∈ G mit

αaAbBc = αa′

Ab′Bc′ .

Durch Multiplizieren von Links mit α−a′

A−b′ und mit B−c von Rechts erhalten wir

αa−a′

Ab−b′ = Bc′−c.

Wie oben bemerkt, gilt nun 〈αE3, A〉 ∩ 〈B〉 = {E3}, womit daraus

αa−a′

Ab−b′ = E3 = Bc′−c

folgt. Nun sind a, a′, b, b′, c′, c ∈ {0, 1, 2}, womit a′ − a, b′ − b, c′ − c ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}
folgt, und wegen ordα = ordA = ordB = 3 dann

a = a′, b = b′ und c = c′

sein muss.

Teilbehauptung 4: Es ist

Z(G) = {αaE3 | a ∈ Z} = {αaE3 | a ∈ {0, 1, 2}}.

Denn:

Die hintere Gleichheit folgt aus ordα = 3. Es ist αaE3 ∈ Z(G), da für alle M ∈ G gilt

(αaE3)M = αaM = αaME3 = M(αaE3).

Sei C = (cij)ij und D = diag(d1, . . . , d3) ∈ C
3×3. Damit CD = DC gilt, muss cijdi =

cijdj sein für alle 1 ≤ i, j ≤ 3.

Ist nun C ∈ Z(G), so folgt mit D = A, dass aij = 0 ist für i 6= j, also C =
diag(c11, . . . , c33).

Ist D ∈ Z(G), so wähle C = B. Daraus folgt d1 = d2 = d3, und somit D = λE3 mit
λ ∈ C. Nun sind die einzigen Matrizen in G mit dieser Form gerade αkE3 mit k ∈ Z,
womit die Behauptung folgt.

Damit ist die Behauptung vollständig gezeigt. 2

Aufgabe (6). Bestimme die Konjugationsklassen von

(a) der Gruppe G4 aus Aufgabe (3) und

(b) der Gruppe 〈A,B〉 aus Aufgabe (5).
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Lösung. a) Mit den Bezeichnungen aus Aufgabe (3) betrachten wir die Untergruppe

G4 = {O ⊆ R
2×2 | O orthogonal, ∀i ∈ {0, 1, 2} ∃j ∈ {0, 1, 2} : Ov(i) = v(j)}

der orthogonalen 2 × 2-Matrizen.

Diese wird von einer Spiegelung an der x-Achse und einer Drechung um 120◦ nach links erzeugt.

Wir sehen, dass in [E2]≈ keine weiteren Matrizen außer E2 liegen, da aus CE2 = BC mit
C,B ∈ G4 mit der Identität CE2 = E2C und der Rechtskürzungsregel B = E2 folgt.

Die beiden echten Drehungen sind konjugiert, da folgende Gleichung gilt:

[

1 0
0 −1

] [

−1/2 −
√

3/2√
3/2 −1/2

]

=

[

−1/2 −
√

3/2

−
√

3/2 1/2

]

=

[

−1/2
√

3/2

−
√

3/2 −1/2

] [

1 0
0 −1

]

.

Da für die restlichen drei Matrizen die Determinante gleich -1 ist, können sie nicht zu den beiden
gerade betrachteten (mit Determinante 1) konjugiert sein. Für A,B,C ∈ G4 folgt aus CA = BC
nämlich det(CA) = det(C) · det(A) = det(B) · det(C) = det(BC), also det(B) = det(A). Damit
haben wir eine zweite vollständige Konjugationsklasse gefunden.

Die restlichen drei Matrizen, die das Produkt einer echten Drehung und Spiegelung sind, bilden
die letzte Konjugationsklasse, da die folgenden zwei Gleichungen gelten:

[

−1/2 −
√

3/2√
3/2 −1/2

] [

−1/2 −
√

3/2

−
√

3/2 1/2

]

=

[

1 0
0 −1

]

=

[

−1/2
√

3/2√
3/2 1/2

] [

−1/2 −
√

3/2√
3/2 −1/2

]

[

−1/2
√

3/2

−
√

3/2 −1/2

] [

1 0
0 −1

]

=

[

−1/2 −
√

3/2

−
√

3/2 1/2

]

=

[

−1/2
√

3/2√
3/2 1/2

] [

−1/2
√

3/2

−
√

3/2 −1/2

]

.

b) Wir betrachten nun die Gruppe 〈A,B〉 aus Aufgabe (5).

Seien αaAbBc und αa′

Ab′Bc′ konjugiert, d. h. es gibt ein αa′′

Ab′′Bc′′ mit

(αa′′

Ab′′Bc′′)(αaAbBc) = (αa′

Ab′Bc′)(αa′′

Ab′′Bc′′).

Nun ist

(αa′′

Ab′′Bc′′)(αaAbBc) = αa+a′′

Ab′′αbc′′AbBc′′Bc = αa+a′′+bc′′Ab+b′′Bc+c′′

und

(αa′

Ab′Bc′)(αa′′

Ab′′Bc′′) = αa′+a′′

Ab′αb′′c′Ab′′Bc′Bc′′ = αa′+a′′+b′′c′Ab′+b′′Bc′+c′′ ,

woraus wie oben folgt
b = b′ und c = c′.

Weiterhin gilt dann
αa+bc′′ = αa′+b′′c

und somit a+ bc′′ ≡ a′ + b′′c (mod 3). Ist nun b = c = 0 = b′ = c′, also αaAbBc = αaE3, so folgt
a = a′. Die Konjugationsklassen von αaE3 bestehen also jeweils nur aus αaE3 und sonst keinem
Element.

Ist nun b 6= 0, so kann durch Wahl von c′′ das Produkt bc′′ jeden beliebigen Wert modulo 3
annehmen1. Analog kann für c 6= 0 durch Wahl von b′′ das Produkt b′′c jeden beliebigen Wert
modulo 3 annehmen. Ist also (b, c) 6= (0, 0), so kann man für alle a, a′ passende c′′, b′′ so finden,
dass die Konjugationsgleichung erfüllt ist.

Damit sind die Konjugationsklassen gegeben durch

[AbBc]≈ = {αaAbBc | a ∈ {0, 1, 2}}, (b, c) ∈ {0, 1, 2}2 \ {(0, 0)},
[αaE3]≈ = {αaE3}, a ∈ {0, 1, 2}.

1Dies kann man einfach Nachrechnen, oder sich wie folgt überlegen: Rechnen modulo 3 ist wie Rechnen im Z3.
Nun ist Z3 ein Körper, also hat jedes Element ungleich 0 ein multiplikatives Inverses. Ist also a ∈ Z3 \{0} und
b ∈ Z3, so gibt es immer ein c ∈ Z3 mit ac = b.
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Aufgabe (7). Sei G eine Gruppe, und seien a, b ∈ G mit ord a < ∞ und ord b < ∞. Es gelte
weiterhin 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1}. Dann gilt ord(〈a, b〉) ≥ ord a · ord b, wobei sowohl Gleichheit als auch
Ungleichheit gelten kann.

Lösung. Setze
H := {aibj | 0 ≤ i < ord a, 0 ≤ j < ord b}.

Es gilt |H| ≤ ord a · ord b und H ⊆ 〈a, b〉. Wir zeigen nun, dass je zwei Elemente mit verschiedenen
Exponenten aus H paarweise verschieden sind, woraus |H| = ord a · ord b folgt. Dann muss auch
〈a, b〉 mindestens ord a · ord b Elemente enthalten, was zu zeigen war.

Seien aibj ∈ H und akb` ∈ H mit aibj = akb`. Multiplizieren von Links mit a−k und von Rechts
mit b−j liefert

ai−k = b`−j ,

was wegen der Voraussetzung 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {1} gerade

ai−k = 1 und b`−j = 1

liefert. Nun ist

− ord a < i− k < ord a und − ord b < `− j < ord b,

womit i− k = 0 = `− j sein muss, also ist i = k und ` = j.

Damit ist |H| = ord a · ord b gezeigt, und somit der erste Teil der Behauptung.

Als Beispiel für Gleichheit betrachte die triviale Gruppe {1} mit a = b = 1. (Die Voraussetzungen
sind dann natürlich erfüllt.)

Als Beispiel für Ungleichheit betrachte die Gruppe 〈A,B〉 aus Aufgabe (5).
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Lösungen einiger Präsenzaufgaben

Aufgabe (P1). Sei M die Menge der 2-elementigen Teilmengen von {1, 2, 3, 4}. Ist die induzierte
Abbildung ϕ : S4 → S(M) mit ϕ(σ) : {i, j} 7→ {σ(i), σ(j)} injektiv? Ist sie ein Morphismus?

Lösung. Seien σ, σ′ ∈ S4. Dann gilt für alle {i, j} ∈M

(ϕ(σ)ϕ(σ′))({i, j}) = ϕ(σ)({σ′(i), σ′(j)}) = {σ(σ′(i)), σ(σ′(j))} = ϕ(σ ◦ σ′)({i, j}),

womit ϕ ein Morphismus ist. Sei nun σ ∈ S4 mit ϕ(σ) = id M . Dann ist

{1, 2} = ϕ(σ)({1, 2}) = {σ(1), σ(2)}.

Weiterhin ist
{2, 3} = ϕ(σ)({2, 3}) = {σ(2), σ(3)}.

Nun ist {1, 2}∩{2, 3} = {2}, also ist auch {σ(1), σ(2)}∩{σ(2), σ(3)} = {2}. Nun muss σ(1) 6= σ(3)
sein, womit σ(2) = 2 folgt. Also ist auch σ(1) = 1 und σ(3) = 3, woraus sofort σ(4) = 4 folgt (dies
folgt alles, da σ bijektiv ist), also σ = id . Damit ist Kern ϕ trivial, und somit ist ϕ injektiv.

Aufgabe (P2). Die Gruppe G sei von 2 Elementen a, b erzeugt und folgende Relationen seien
bekannt: Es gibt r, s, t ∈ N+ mit aba−1 = bt, ord a = r, ord b = s und es gilt 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈1〉. Zeige
G enthält genau r · s Elemente.

Lösung. Setze H := {aibj | 0 ≤ i < r, 0 ≤ j < s} ⊆ 〈a, b〉. Genau wie in Aufgabe (7) zeigt man
|H| = ord a · ord b. Wir zeigen nun 〈a, b〉 ⊆ H, womit die Behauptung folgt.

Sei x = xe1

1 x
e2

2 · · ·xen
n ∈ 〈a, b〉 mit xi ∈ {a, b} und ei ∈ {−1, 1} für i = 1, . . . , n. Da a und b

endliche Ordnungen haben ist a−1 = ar−1 und b−1 = bs−1, womit man ohne Einschränkung ei = 1
fordern kann für alle i = 1, . . . , n.

Die Voraussetzung aba−1 = bt bedeutet gerade, dass ab = bta ist, womit jedes a in x in endlich
vielen Schritten nach hinten verschoben werden kann. Insgesamt erhält man x = biaj mit i, j ≥ 0.2

Nun gibt es i′ ∈ {0, . . . , r−1} und j′ ∈ {0, . . . , s−1} mit ai = ai′ und bj = bj
′

(endliche Ordnungen
von a und b, Division mit Rest), womit man

x = ai′bj
′ ∈ H

hat.

Aufgabe (P3). Sei G eine kommutative Gruppe multiplikativ geschrieben. Betrachte

Φ : (Z, ·) → Abb(G,G), Φ(z) = τz

mit τz : a 7→ az.

Zeige: Φ ist ein Monoidmorphismus und Bild Φ ist kommutativ. Gib Beispiele von Gruppen an,
wo Kern Φ nicht trivial ist.

Lösung. Seien z, w ∈ Z. Dann gilt für alle a ∈ G

(Φ(z)Φ(w))(a) = τz(τw(a)) = τz(a
w) = (aw)z = awz = azw = τzw(a) = Φ(zw)(a),

womit Φ ein Monoidmorphismus ist. Sind ϕ,ψ ∈ Bild Φ (also ϕ = Φ(z) und ψ = Φ(w) für gewisse
z, w ∈ Z), so ist

ϕψ = Φ(z)Φ(w) = Φ(zw) = Φ(wz) = Φ(w)Φ(z) = ψϕ,

also ist Bild Φ kommutativ.

Als Beispiel für einen nichttrivialen Kern wähleG = Z
∗
3 (die Gruppe der Einheiten des Monoiden3

(Z3, ·)). Hier gilt Kern Φ = 2 Z +1. Für z aus Z gilt nämlich

Φ(2z + 1)(2) = 22z+1 = 2 · 22z = 2 · (22)z = 2 · 1z = 2

2Mathematisch einwandfrei lässt sich dies durch Induktion über die Anzahl n der Faktoren a, b in einem Produkt
zeigen. Für n = 1 ist die Aussage klar. Für x1 · · ·xn mit xµ ∈ {a, b}, 1 ≤ µ ≤ n gibt es nach Induktionsvoraussetzung
i, j ∈ N mit biaj = x2 · · ·xn. Ist x1 = b oder i = 0, sind wir fertig. Ansonsten ist x1 · · ·xn = btax3 · · ·xn, wobei nun
nach Induktionsvoraussetzung µ, ν ∈ N mit bµaν = ax3 · · ·xn gibt, so dass x1 · · ·xn = bt+µaν folgt.

3Es ist Z
∗

3 = {1, 2} mit 1 · x = x = x · 1, x ∈ Z
∗

3 und 2 · 2 = 1. Es ist (Z∗

3, ·) isomorph zu (Z2, +).
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und Φ(2z + 1)(1) = 12z+1 = 1, also Φ(2z + 1) = id G. Da Φ(2z)(2) = 22z = (22)z = 1z = 1, also
Φ(2z + 1) 6= id G, folgt Kern Φ = 2 Z +1.

Generell ist Kern Φ bei endlichen Gruppen G nicht trivial. Zum Beispiel ist dann Φ(|G| + 1) =
Φ(1) = id G.

Aufgabe (P4). Zeige: Ein endliches Monoid mit einer Kürzungsregel (z.B. Links) ist eine Gruppe.

Lösung. Sei M endliches Monoid, und es gelte für alle a, b, c ∈M

ab = ac⇒ b = c (Linkskürzungsregel).

Sei nun a ∈M beliebig. Betrachte die Potenzen

a0, a1, a2, . . . .

Diese liegen alle in M und da M endlich ist, gibt es ein i > j > 0 mit ai = aj . Also gilt

ajai−j = aj+(i−j) = aj = aj · 1,

woraus mit der Kürzungsregel

ai−j = aai−j−1 = ai−j−1a = 1

folgt. Damit ist a invertierbar. Da a beliebig gewählt war, sind alle Elemente aus M invertierbar,
also ist M eine Gruppe.

Aufgabe (P5). Z2 ×Z3 ist eine Abelsche Gruppe bzgl. komponentenweiser Addition. Ist sie
isomorph zu Z6?

Lösung. Ja, sie ist isomorph: Es ist Z2 ×Z3 = 〈(1, 0), (0, 1)〉. Weiterhin ist (1, 0) = (1, 1) + (1, 1) +
(1, 1), also (1, 0) ∈ 〈(1, 1)〉, und es ist (0, 1) = (1, 1) − (1, 0), also (0, 1) ∈ 〈(1, 1)〉. Damit folgt
Z2 ×Z3 = 〈(0, 1), (1, 0)〉 ⊆ 〈(1, 1)〉 ⊆ Z2 ×Z3, also ist Z2 ×Z3 zyklisch mit dem Erzeuger (1, 1).
Nun sind zwei zyklische Gruppen gleicher Ordnung isomorph, womit Z2 ×Z3 isomorph zu Z6 ist
(vergleiche Satz 3(b) in § 3 der Vorlesung).

Aufgabe (P6). Sei H eine Untergruppe von G. Gilt [G : H] = 2, so ist H ein Normalteiler.

Lösung. Wir zeigen aH = Ha für alle a ∈ G; daraus folgt mit Aufgabe 8(a) die Behauptung. Sei
also a ∈ G beliebig. Gilt a ∈ H, so ist aH = H = Ha.

Ist dagegen a 6∈ H, so ist aH 6= H 6= Ha, da mit dem neutralen Element e ∈ H das Element
a auch in aH und Ha liegt. Nun ist [G : H] = 2, womit es nur genau zwei Links- und zwei
Rechtsnebenklassen von H gibt. Da H selber auch eine Links- und Rechtsnebenklasse von H ist,
und G die Vereinigung aller Links- oder Rechtsnebenklassen ist, muss gelten aH = G \ H und
Ha = G \H, also aH = Ha.

Aufgabe (P7). Sei H ein Normalteiler von G. Gilt ord(H) = 2, so ist H im Zentrum Z(G)
enthalten.

Lösung. Sei H = 〈a〉, also a2 = 1, a 6= 1. Ist nun x ∈ G beliebig, so gilt {x · 1, x · a} = xH =
Hx = {1 · x, a · x}. Da beide Nebenklassen die Mächtigkeit 2 haben und 1 · x = x · 1 ist, muss auch
ax = xa sein. Da x ∈ G beliebig ist, folgt a ∈ Z(G) und somit H = 〈a〉 ⊆ Z(G).
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