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Schmale

Aufgabenblatt 9

(33) Bestimmen Sie alle reduzierten G B-en fiir das Ideal I = (z2 4y, xy>R in R = K|z,
[Anleitung: Man verfolge den Buchberger-Algorithmus in den beiden Fillen ”2? > ¢” und "z? < y”]

(34) Seien R := K[z1,...,z,) und f,g € R\{0}. Mit geeigneten v, € N" gelte
2 f=1'g ()

(a) Veranschaulichen Sie sich (x) fiir n = 2 mit Hilfe der entsprechenden Newtonpo-
lytope.
(b) Zeigen Sie direkt, ohne Buchberger’s Kriterium zu benutzen:

[f, g] ist universelle Grobnerbasis von (f, g)R.

[Anleitung zu (b): Wenn in h := uf + vg, gilt: LM (uf) = LM(vg) > LM(h), dann ist LT (uf) +
LT (vg) = 0. Folgere LT (u)f + LT(v)g = 0 und betrachte @ = u — LT (u),7 = v — LT (v)]

(35) Eine grundlegende Korrespondenz bei algebraischen Gleichungssystemen.
Seien R := K|x1, ..., zy] Polynomring in n unabhéngigen Variablen iiber dem Koérper
K, L eine Korpererweiterung von K, {§l der Idealverband (bzgl. C,N,+) von R (= R-
Untermmodulverband von R), und %7, der Teilmengenverband von L" (bzgl. C,N, V).
SchlieBlich seien J: ¥, — 000 , Wy, : 00l — 71 wie folgt definiert.

Fiir I € Wlsei Wp(I)={v e L":Vfel: f(v) =0} = TIund fir Ve 1 sei
IV)y={feR:YweV:flv)=0}=V"

Zeigen Sie:

(a) V' € 00" €1, und J, W, sind antiton und i.A. nicht injektiv und nicht surjektiv.
(b) JO’H)LOJIJ und ,H)LOJONL:’H)L .

(¢) Sind P, @ Teilmengen von R, dann gilt:

(P),=(Q), = W(P)=1.(Q)

(d) Beschreiben Sie fiir n = 1, K =R, L = C die abgeschlossenen Mengen (V" = V)
in 7 und (I” =1I) in 0.

(36) * Seien p1 = 22 + y?z — 2z — 1, pp = 2® + L y?*2 — 2 — 1 in Q[z,y, 2] = R. Zeigen Sie:
(a) p2 € (f1, fa), , p1 & (f1, fo), und (f1, f2), = (h1, h2), mit
1 =242 -1, fo=2l 4P+ (212 -4, hy =2 +2°—1, hg=y? — 222
f Y y

(b) Wg(z? —1,y% —2) C Wr(p) 2 Wr(2? + 22 — 1) N Wg(y? — 22 — 2)
(¢) Deuten Sie Thre Ergebnisse geometrisch.

*Nach [CLS2], Exercise 2 p.20.



