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Kapitel 1

Algebraische (GGleichungen in einer
Variablen



2 KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GLEICHUNGEN IN EINER VARIABLEN
1.0 Vorbemerkungen

Die Algebra ist ein riesiges Gebiet:
e Gruppentheorie (Lie-Gruppen, allgemeine Gruppentheorie, etc.),
e Ringtheorie,
e Idealtheorie,
e Algebren,
e Korpertheorie (Galoistheorie),
e Garbentheorie,
e (Kategorientheorie, Modelltheorie),
e Homologie-/Kohomologietheorie,
e universelle Algebra,
e multilineare Algebra — Grassmannalgebra,
e Differnentialalgebra,
etc.
e algebraische Geometrie,
e kommutative Algebra,
e (zu diesen beiden gehoren auch Grobnerbasen),
e Zahlentheorie,
e Darstellungstheorie,

etc.

Seid ca. 1975: berechnende Algebra (computational algebra), Computeralgebra, symbolisches
Rechnen; wirkt in alle Gebiete rein.
Vorbemerkungen: Algebraische Gleichung in einer Variable:

f(t) = Zn:aiti =0,
1=0

gesucht ist t.
e n = 1: trivial,
e n = 2: Schule,
e n = 3,4: — Jacobson, Basic Algebra I,

e n>57

"3 / i+ "qz+ ...

e Bis n = 4: Losungstyp
Bei der Betrachtung der Gleichung f(t) = 0 gibt es zwei Standpunkte:

(A) Korper K, f € Klz|. Zeige: Es gibt eine algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung
L : K (i. A. Mengentheorie, etwa Lang: Algebra). Betrachte dann K(aq,...,a;), wobei «;
Nullstellen von f in L sind.

Insbesondere K(ayq,...,a,) C L. Zum Beispiel K =Q, L = C oder L = A.
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(B) f € K[z]\ K gegeben, f unzerlegbar. Konstruktion eines Zerfiallungskoérpers L von f iiber
K.
Schritt fiir Schritt: K[z|/fK[zx] =: K2; f hat in K3 mindestens eine Nullstelle (Kronecker-
Konstruktion). Wenn f iiber K nicht in Linearfaktoren zerfillt, dann Ko[z]/ faKa[z] =: Ko,
wobei fy unzerlegbarer Teiler von f € Ks[x] ist mit Grad groBer 1. Ohne Einschriankung
se1K§K2§K3QQL

Beispiel 1.0.0.1. f = X5 -2, K = Q. f ist iiber K unzerlegbar nach Eisenstein. o := /2 € R.
Ky == Q[z]/ fQ[z], Q(a) C C.

Zusammenhang zwischen K und Q(«):

L=}
8B,
4

Q[z]/ fQla] = Ko

Esist o: g — g+ fQ[z], sowohl g als auch 7, sind surjektiv, und ker p = fQ[z] = ker 74, womit
K5 und Q(«) nach dem Homomorphiesatz isomorph sind.

(A) und (B) vermischen sich oft, insbesondere wenn es um das Rechnen geht.
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1.1 Wiederholung, Kérpertheorie

Eine Gleichung der Form
n
Z aiti =0
=0

heifit algebraische Gleichung in einer Variablen t. Dabei sind a; € R, 0 < ¢ < n und R ein
kommutativer Ring mit Eins vorgegeben, und gesucht ist ein Oberring S von R und ein t € S,
welches diese Gleichung 16st.

1.1.0.0.1 Zusammenhang mit Anwendbarkeit (u. A.)

e Kklassische Probleme der konstruierenden Geometrie;

Losung duch Wurzelziehen (Radikale);

Existenz allgemeiner Losungsformeln?

Theorie endlicher Korper;

Theorie der Zahlen, Einheitswurzeln;

theoretische Informatik, Codierung, Kryptographie;

Computeralgebra, symbolische Analysis, Termvereinfachung.

1.1.1 Einsetzen in Polynome und Nullstellen

Im folgenden sei R ein kommutativer Unterring des Ringes R’.

1.1.1.0.2 Einsetzen in Polynome
Definition 1.1.1.1. Seien o € R und p € R[z].
(a) « heifit einsetzbar (in Polynome aus R[z]) :<Vr € R: ar = ro;

(b) « heift Nullstelle (aus R' von p) :& « einsetzbar und p(a) = 0.

Beobachtung 1.1.1.2. Wenn « einsetzbar ist, dann ist 7, : R[z] — R’ mit p — p(«a) ein
Ringhomomorphismus.

Definition 1.1.1.3. 7, heifit Einsetzungshomomorphismus. R[a] := Bild 7.

Beobachtungen 1.1.1.4. Es ist R[a] = {31 ja;a’ | n € N,ag,...,a, € R} der kleinste
Unterring von R’, der R und « enthilt. R[«] ist als homomorphes Bild von R[x] stets kommutativ.
Aufgrund des Homomorphiesatzes gilt

Rla] = R[z]/ ker mq,.

Die Struktur von R[] wird daher weitgehend von ker 7, bestimmt. Ist insbesondere R = K ein
Korper, dann ist K|z]| ein Hauptidealbereich und ker 7, = pK[x] mit einem p € K[z] \ K oder
p = 0. Der uns hier interessierende Fall ist p € K[z]\ K. Fiir alle k € K\ {0} gilt pK[z] = kpK|z].
Deswegen werden wir gegebenenfalls ohne Einschriankung annehmen, der héchste Koeffizient von
p sei 1.

Definition 1.1.1.5. Ist {0} # kerw, = pR|x], und hat p als hichsten Koeffizienten 1, dann
heifst p Minimalpolynom von «. Man sagt in diesem Fall auch: « besitzt ein Minimalpolynom.
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Beobachtungen 1.1.1.6. Wie schon oben festgestellt, ist p = 1 unmoglich fiir ein Minimalpoly-
nom. Auflerdem kann « hochstens ein Minimalpolynom besitzen. Besitzt a ein Minimalpolynom
p und ist degp = n, dann ist

Rla] = {Z?:_ol rio ‘ T0y+ -y Tn1 € R}

und 1, o, ..., " ! sind R-linear unabhingig. Kurz: RJa] ist ein freier R-Modul der Dimension 7.

Im Allgemeinen ist allerdings nicht garantiert, dass « tiberhaupt ein Minimalpolynom besitzt.
Ist ¢ € R[z] und g(a) = 0, dann ist lediglich gesichert, dass ¢R[z] C ker 7, ist.

Wenn allerdings R = K ein Korper ist, dann ist kerm, stets ein Hauptideal. Falls dann
ker my, # 0 ist gibt es ein Polynom p # 0 mit hochstem Koeffizienten 1 und degp > 1 so, dass
ker oy = pK|z].

Definition 1.1.1.7. Sei « einsetzbar. Dann heifit «
(a) algebraisch iiber R :< kermq # {0};

(b) transzendent tiber R :< ker m,, = {0}.

1.1.1.0.3 Nullstellen und lineare Faktoren
Satz 1.1.1.8.
(a) a Nullstelle aus R’ von p < (z — «) | p in (R[a])[z];

(b) R’ kommutativer Bereich, p # 0, dann hat p héichstens degp Nullstellen in R’.

Beispiele 1.1.1.9.
1. R=7, R =Q;

2. R=R =1Zg p=12>—u.

Eine wichtige Folgerung aus Satz 8 ist z. B., das nichtlineare unzerlegbare Polynome aus
R[z] keine Nullstellen in R besitzen konnen.

1.1.2 Algebraische Elemente und ihre Konstruktion (Voriiberlegungen)

1.1.2.0.4 Zunichst der Fall R =Q, R' = C Wegen der Nullteilerfreiheit von Q[z] geniigt
es, Nullstellen fiir unzerlegbare Polynome zu untersuchen.

Sei also p € Q[z] unzerlegbar (per Definition ist dann p # 0 und degp > 1) und a € C
eine Nullstelle von p. Qo] = Q[z]/pQlx] ist dann ein Kérper. Bezeichnung in diesem Fall:
Q(«a) := Q|a]. Natiirlich gilt Q C Q(«a) C C. Q(«) ist ein Q-Vektorraum der Dimension deg p.

Die Frage nach Losungen algebraischer Gleichungen iiber @Q héngt somit eng zusammen mit
dem Studium von Korpern “zwischen” Q und C mit endlicher -Dimension.

1.1.2.0.5 Allgemeine Konstruktion von Nullstellen bzw. algebraischer Elemente
Seip € R[z]\ R, degp=n>1und p= " ;a;z’ mit a,, = 1. Wir betrachten R[z]/pR[z] =: R
und fassen R als Unterring von R auf vermoge der Einbettung r +— r + pR[z] =: 7. Sei T =
+pR[z], dann gilt p(T) = 31 a7’ = 3} ai(w +pR[])’ = (3 aix’) +pR[z] = pRlz] = 0.

R ist demnach ein Oberring zu R, der eine neue Nullstelle von p enthilt, und zwar unabhéngig
davon, ob R schon Nullstellen von p enthélt oder nicht. Da R C R ist auch R[x] C R[z], also
p € R[x]. Mit der gleichen Konstruktion kénnte eine weitere Nullstelle von p erzeugt werden
und so fort.

Anstelle des Faktorrings R kénnen natiirlich auch dazu isomorphe Ringe betrachtet werden

(Matrizenmodelle, kanonische Modelle).
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Beispiel 1.1.2.0A (Matrizenmodell, Spezialfall). R = C, p = 22+ 1, ¢ = (0 —1)7

1 0
Clg] c C?*2,

R := Cl¢] = Clx]/(2® + 1)C[z]. Die Matrix c ist eine weitere Nullstelle von z? + 1 aus
R'. p ist schon zerlegbar iiber C, denn es ist p = (z + i)(z — i) in C[z]. Es ist aber auch
p = (x +c)(x —c) = 22 + 1. Nach Identifizierung von C mit {z + (2% + 1)Clx] | z € C} gilt
R=CCR.

Betrachte 7. : Rlx] — R’ und 7. : Clz] — R'. Man erhilt ker 7, = (2% + 1)R[z], ker 7/, =
(22 + 1)Clx] und C = R[x]/(2% + 1)R[z] ist ein Korper, wihrend R’ = Cl[c] Nullteiler enthélt:
(i—c)i+c)=0.

Beispiel 1.1.2.0B (Kanonisches Modell). Sei f € K[z]\ K, deg f = n. E := {3 ka" |
ko,...,kn—1 € K} C Klz]. E ist n-dimensionaler K-Vektorraum mit der kanonischen Basis 1,
x, ..., 2"

Definiere fiir u,v € E: u e v := Rest von uv € K[z] bei Division mit f =: of(uv).
Behauptung: F ist Ring bzgl. + von K[z] und e.
Behauptung: FE als Ring ist isomorph zu K|z]/fK[z] mit einem K-linearen Isomorphismus.

Zum Beweis: o : K[z] — E, g — 0¢(g9) = Rest von g bei Division durch f, LK(f) =
Nachrechnen: gy ist K-linearer surjektiver Ringhomomorphismus.

Beachte: of|g ist die identische Abbildung, also insbesondere bijektiv und K-linear.

Ubung: Zeige or(gh) = o07(g) ® 07(h).

Vorsicht: In E ist z keine Unbestimmte iiber K'! Denn es gilt in E: 2™ = o (2") = — ZZ 0 4T’
wenn f =7 —o @iz’ + 2" ist.

Daher besser Umtaufen: x — «.

Beispiel 1.1.2.0C (Matrizenmodell). f = z" + Y7/ 0 @i’

0O --- 0 —ap—1
1 . .
A:=C(f) =
-0 :
0 1 —Qa

Es ist K[A] C K™*", wobei K[A] = {koEn +kiA+ -+ kA" | r €N ko, ..., k€ K}. K[A] ist
kommutativer Unterring von K"*"™.
Behauptung: Es ist K[A] = K[z]/fK|z] mit einem K-linearen Isomorphismus.

Beweis. my @ K[x] — K[A], g — ¢g(A) Einsetzungshomomorphismus, surjektiv und K-linear,
ker mg = M4 K|x], wobei M4 das zu A gehérende Minimalpolynom ist. Es ist bereits M4 = Py
das charakteristische Polynom von A (warum?), also kermy = P4 Klz| = fK|z]. O

1.1.3 Algebraische Korpererweiterungen
Sei K ein Unterkorper von K'. K’ heifit dann Kdrpererweiterung von K.

Definition 1.1.3.1.

(a) K’ heifst algebraisch iiber K :& K’ heifit algebraische Kérpererweiterung von K :< Va €
K’ : « algebraisch iiber K.

(b) K’ endliche Kdirpererweiterung :< dimg K’ endlich < K' endlich iber K.

Beispiel 1.1.3.2. dimg R ist nicht endlich!

Schreibweise 1.1.3.3. Es heifit [K': K| := dimg K’ der Grad von K’ iiber K.
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Satz 1.1.3.4. K’ endlich iber K < K' algebraisch iber K und [K': K| endlich.

Satz 1.1.3.5. Sei a € K’ algebraisch iiber K. Dann gilt

(i) {0} # kerm, = pK|x| mit p € K[z], degp > 1 und 1 als hochstem Koeffizienten von p.
Kurz: a besitzt ein Minimalpolynom p.

(ii) Das Minimalpolynom p von « ist unzerlegbar.

(ili) K(«) := KJa] ist eine algebraische Kérpererweiterung von K.

(iv) Es st [K(«a): K| = degp.

Satz 1.1.3.6 (Dimensionsformel). Sei K C K' C K" ein Kérperturm, dann gilt:

(a) [K": K] endlich < [K" : K'] endlich und [K' : K] endlich;

(b) #m endlichen Fall gilt [K" : K| = [K" : K'|[K' : K].

Satz 1.1.3.7. Sei K Unterkorper von K' und M eine Teilmenge von K'. Definiere

K[M] := m{R C K'| R Unterring von K' mit K UM C R}

der kleinste Unterring von K', der K und M enthilt.

(1) FEs gilt dann:
(a) K[M]= {37 kial" o | n,meN,ry4,...,rni €N aj € M, k; € K},
(b) und falls N C M gilt (K[M \ N])[N] = K[M].

(2) Sind auflerdem alle « € M algebraisch iiber K, dann gilt noch:
(a) K(M) := K[M] ist Unterkorper von K';
(b) K (M) ist algebraisch iiber K ;
(c) falls [K(M) : K] endlich ist und N Teilmenge von M, dann gilt [K (M) : K] = [K(N) :

K|[K(M) : K(N)] und weiterhin [K(M) : K] <[K(M\ N): K|[K(N) : K].

(d) Es gilt [K(M) : K] endlich < 3 endliche Teilmenge N C M : K(M) = K(N).

Satz 1.1.3.8 (Transitivitit algebraischer Erweiterungen). Sei K C K' C K" ein Kérper-
turm.

1. K" algebraisch iiber K = K" algebraisch iiber K' (die Riickrichtung gilt i. A. nicht);
2. K" algebraisch iiber K' und K' algebraisch iiber K < K" algebraisch iiber K.
Beispiel 1.1.3.9. Zu (1): Q c R c C.

1.1.3.0.6 Relativer algebraischer Abschluss

Definition 1.1.3.10. Sei K’ eine Kérpererweiterung von K. Dann heifst KN = {ae K' |«
algebraisch iber K} der relative algebraische Abschluss von K in K.

Der relative algebraische Abschluss ist immer ein Koérper und damit eine algebraische Kérperer-
weiterung.

Beobachtung 1.1.3.11. K™ ist eine algebraische Korpererweiterung von K.

Beweis. Beachte dazu, dass wenn «, 8 € K’ algebraisch iiber K sind, die endliche Kérpererweiterung
Kla, 3] algebraisch ist und somit o + 3, /3 und a~! falls o # 0 ebenfalls algebraisch iiber K
sind. 0

Beispiel 1.1.3.12. K =Q, K’ =C. A := @C =: Korper der algebraischen Zahlen.

Satz 1.1.3.13. A ist abzdhlbar.

Beweis. Es ist Q[x] abzdhlbar. Sei zu f € Q[z] Ny die Nullstellenmenge von f in C. Dann ist
A= FEQ\Q Ny als abzihlbare Vereinigung endlicher Mengen wieder abzéhlbar (Cantorsches
Diagonalverfahren). O
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1.1.3.0.7 Algebraisch abgeschlossene Korper

Definition 1.1.3.14. Sei K ein Korper. K algebraisch abgeschlossen < In jeder Kiorpererwei-
terung K' von K gilt K" =K.

Satz 1.1.3.15. Sei K’ eine Kirpererweiterung von K. Ist K' algebraisch abgeschlossen, so auch
7K/
K.

Beispiel 1.1.3.16. K = A, K’ =C.
Weiterhin ist A die kleinste algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung von Q.

1.1.4 Zerfiallungskorper
Definition 1.1.4.1. Sei K ein Korper und f € K[z]\ K.

(1) Zundchst sei 1 der hichste Koeffizient von f. Eine Kérpererweiterung K' von K heifit
Zerfiallungskorper von f iiber K, wenn gilt oy, ..., o, € K', so dass

(@) f=(x—ai) - (z—a1) € K'[z] (insbesondere sind dann die o; algebraisch iber K!),

(b) K'=K(a,...,ap).

(2) Hat f den héchsten Koeffizienten k # 0, dann heifit K' Zerfillungskorper von f iiber K,
wenn K' Zerfillungskorper von k' f iiber K ist.

Beobachtung 1.1.4.2. Zerfillungskorper innerhalb eines umfassenden Korpers sind eindeutig.

Beispiel 1.1.4.3 (Existenz und Eindeutigkeit von Zerfillungskérpern innerhalb C).
Seien f € Q[z], deg f = n > 1, und der hochste Koeffizient von f sei 1. Es gibt dann ay, ..., «, €
C derart, dass f = (z —a1) - (z — an). Q(aq,...,ap) ist dann der Zerfallungskorper von f
iiber Q innerhalb C.

Satz 1.1.4.4 (Existenz von Zerfillungskorpern). Zu jedem Korper K und jedem mnicht
konstanten Polynom f € K|x| gibt es einen Zerfillungskéirper von f iber K.

Satz 1.1.4.5 (Eindeutigkeit von Zerfillungskérpern). Seien K, K' Kérper, ¢ : K — K’
ein Isomorphismus, f € Klz], degf = n > 1, o(f) =: f' € K'[z]. Dabei wird ¢ auf K|z]
kanonisch fortgesetzt. Sei nun L ein Zerfillungskorper von f iiber K und L' ein Zerfillungskérper
von [’ diber K'. Dann gibt es einen Isomorphismus ® : L — L' mit ®|x = .

Zum Beweis von Satz[1.1.4.5 benotigen wir folgenden
Satz 1.1.4.6. Secien K, K' Kérper und ¢ : K — K' ein Isomorphismus.

(a) Der Isomorphismus ¢ setzt sich auf natirliche Weise fort auf K[x] durch die Fortsetzung

w(§:mﬂ>v=§:¢w0ﬁ€lﬂwk
=0 i=0
(b) Seip e Klz], p' := ¢(p) € K'[y]. Dann gilt

K C K[z]/pK[z] = K'[y]/p'K'[y] D K’

mit einem Isomorphismus, der ¢ fortsetzt.
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1.1.5 Weitere Eigenschaften von Zerfillungskorpern
e Satz1.1.5.1/befreit die Definition des Zerfillungskorpers von einem willkiirlichen Polynom.
e Satz 1.1.5.7/macht die Definition v6llig unabhéngig von Polynomen.

e Invariante Hiille einer endlichen algebraischen Erweiterung.

Satz 1.1.5.1. Sei L eine Kiorpererweiterung von K. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(a) L ist Zerfillungskorper eines Polynoms f € K[z|\ K iiber K ;

(b) [L : K] ist endlich und jedes unzerlegbare Polynom g € K|x] zerfillt iber L in ein Produkt
gleichgradiger Polynome;

(¢) [L : K] < o0 und jedes unzerlegbare Polynom g € K|x], das eine Nullstelle in L besitzt,
zerfdllt in Linearfaktoren.

Beweis. (b) = (¢): v

(c) = (a): Esist [L: K] < oo. Es gibt also ay,...,a, € L so, dass L = K(aq,...,aq,) ist.
Die o sind algebraisch iiber K, und seien p; die Minimalpolynome der «; iiber K (i =1,...,7),
und setze f := [[, pi. Da «; Nullstelle von p; ist, zerfillt p; nach Voraussetzung iiber L in
Linearfaktoren, und damit auch f. Damit ist L Zerfillungskérper von f iiber K.

(a) = (b): Sei L Zerfallungskorper von f iiber K. Seien pi,ps € L[x| Primteiler des iiber
K unzerlegbaren Polynoms g € K[z]. Sei Z ein Zerfdllungskorper von g, und seien ai,aq
Nullstellen von pq,pe aus Z. Es ist K(ap) & K(az), da g unzerlegbar und damit K(ap) =
K[z]/gK|[x] = K(ag). Nun ist L(cy) Zerfallungskérper von f iiber K(a ), i = 1,2, und damit
folgt mit Satz [1.1.4.5 L(ay) = L(az2). Nun gilt [L(ag) : L|[L : K] = [L(a2) : K] = [L(oq) :
K] =[L(cq) : L][L : K], und da 0 < [L : K] < oo folgt [L(c) : L] = [L(a1) : L]. Da weiterhin
grad p; = [L(«y) : L] fiir i = 1,2 folgt die Behauptung,.

Z
/ \
L(ov) L(az)

NN

K(ap) L K(as)

N

K

O]

Satz[1.1.5.1 ermoglicht einen Negativ-Test fiir die Zerfiallungskorper-Eigenschaft, wenn eine
Primzerlegung iiber L berechnet werden kann.

Beispiel 1.1.5.2. f = X6—-2 € Q[z], a = V/2, eine Primzerlegung ist f = (X —a)(X +a)(X%+
aX +a?)(X?-aX +a?) € Q(a)lz]. Damit ist Q(a) kein Zerfillungskorper iiber Q. Uber Q(v/2)
ist f = (X34 v2)(X3 — /2) eine Primzerlegung von f. Es ist jedoch Q(v/2) Zerfillungskorper
von X2 — 2.

Definition 1.1.5.3. Sei E Korpererweiterung von K und o ein Automorphismus von E. o
heifst dann Automorphismus von FE iiber K oder K-linearer Automorphismus von E oder K-
Automorphismus von E, wenn zusditzlich gilt o|x = idg, oder dquivalent o ist K -linear.

Beweis. Zur Aquivalenz: o|x = idg, dann fir k € K, e € E: o(ke) = o(k)o(e) = ko(e). o
K-linear, dann fir k € K: o(k) =o(k-1) = ko(1) = k. O
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Motivation 1.1.5.4 (fiir Definition [1.1.5.5). K C L C F, o Automorphismus von E iiber
K, fe Klz]\ K, o € L mit f(a) =0. Es ist 0 = o(f(«)) ; I:<[ | flo(a)). Ist also N = {a €
€N |x

L | f(a) = 0}, so gilt o(N) = N (die Gleichheit folgt, da N endlich ist), also ist o|n eine
Permutation.

Sei zusdtzlich L Zerfillungskérper von f iiber K. Dann gilt o(L) C L, und da o K-linear
und [L : K] = dimg L < oo folgt o(L) = L.

Definition 1.1.5.5. Sei L eine Korpererweiterung von K. L heifit invariant {iber K, wenn in
allen Erweiterungskérpern E von L und fir alle Automorphismen o von E iiber K gilt o(L) C L.

Beobachtung 1.1.5.6.
(a) Sei [L: K] < oo, dann gilt o(L) C L = o(L) = L.

(b) Ist L invariant iiber K, E Erweiterung von L, o Automorphismus von F iiber K, dann gilt
o(L) = L.

Beweis. (a) ist klar nach der Motivation. Zu (b): Es ist 0! ebenfalls ein Automorphismus von
E iiber K. Nun gilt L = o~ (o(L)) Co (L) C L. O

Satz 1.1.5.7. Sei L ein Erweiterungskérper von K. Dann sind dquivalent:
(a) Es st [L: K| < oo, und L ist invariant tiber K;
(b) Der Korper L ist ein Zerfillungskorper von f € Klz]\ K dber K.

Beweis. (a) = (b): Sei L endlich algebraisch iiber K, etwa L = K(a1,...,a,). Die a; sind
algebraisch iiber K, p; die Minimalpolynome von «; iiber K, ¢ = 1,...,r. Setze f := [[\_, pi
und sei Z ein Zerfiallungskorper von f iiber L.

Z

K(a

-
.

K

Seip € {p1,...,pr}, @ € {a1,...,a,} mit p(a) =0, und sei § € Z mit p(F) = 0. Es gibt einen
Isomorphismus ¢ : K(a) — K(§) mit o(a) = 8 (Vorkenntnis). ¢ kann auf den Zerfiallungskorper
von f fortgesetzt werden zu einem Automorphismus ® von Z. Nach (a) folgt ®(L) C L. Da
O(a) = () = B folgt B € L. Da p, «, B beliebig sind, folgt dass L ein Zerfillungskorper von
f tiber K ist.

(b) = (a): Esgelte L = K(a1,...,a,) und f = [[;_,(z—a;) iiber L. Sei E Erweiterungskorper
von L und o K-Automorphismus von E. Es ist o(f) = f, also o(«;) C {a1,...,a,} und damit
o(L)CL,da L=K(ay,...,q). O

Beispiel 1.1.5.8. f = X6 -2 c Q[z], a = V2, ( = e%, und N := {(’a |i=0,...,5} sind die
Nullstellen von f iiber C.

(a) Q € Q(a) € C, o komplexe Konjugation, o|g) = idg(a)-

Bemerkung: Jeder Automorphismus von R 148t Q(«) invariant.
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(b) Ca ist Nullstelle von f. N C Q(«, () = Q(N) =: L Zerfillungskorper von f iiber Q. Q(a) =
Q(¢ar), aber Q(a) # Q(¢a).
Setze ¢ : Q(a) — Q(C«) fort zu Automorphismus ® von L. Dann gilt ®(Q(a)) = Q(Ca) £
Q).

Invariante Hiille:

Definition 1.1.5.9. Sei K C L C E ein Korperturm. E heifst invariante Hiille von L dber K,
wenn gilt

(i) E ist invariant tiber K;

(ii) Ist E' C E Unterkorper, gilt L C E' und ist E' invariant iber K, so folgt E = E'.

Satz 1.1.5.10. Sei K C L und [L : K] < co. Dann gilt
(a) FEs existiert eine invariante Hiille, diese ist endlich iiber K.
(b) Je zwei invariante Hillen von L dber K sind isomorph.

(c) Jede diber K invariante Kérpererweiterung von L enthdlt genau eine invariante Hiille von
L diber K.

Diese wird mait fim} bezeichnet.

1nv

(d) Es ist '™ =T

1nvU

v

(e) Ist K C L C L' ein Korperturm, dann gilt ™ cr

Beweis. Zur Ubung. ]

1.1.6 Einfache Korpererweiterungen

Definition 1.1.6.1. Die Korpererweiterung L : K heift einfach tiber K, wenn es ein o € L
gibt mit L = K(a). Wenn « algebraisch iiber K ist, dann heiffit o primitives Element von /fiir L
tiber K.

Satz 1.1.6.2. Endliche Korper sind einfach tber ihrem Primkorper.

Beweis. Es ist F; = F, \ {0} ist zyklisch (vergleiche Algebra-I-Skript). O

Satz 1.1.6.3 (Steinitz 1871-1921). Sei L eine Kirpererweiterung von K. Dann ist L einfach
algebraisch tber K genau dann, wenn es zwischen L und K nur endlich viele Zwischenkdrper
gibt.

Beweis. “=": L = K(«a), a algebraisch iiber K. Dann gibt es f = MiPo(a, K) € Klz].
Setze & := {Z Zwischenkorper zwischen K und L}. Es gilt insbesondere K, L € % . Betrachte
p: % — Llz|, u(Z) = MiPo(a, Z) =: gz. Dann gilt gz | f in Z[z] und damit auch in L[z]. Also
gilt |u(Z)| < co. Wir zeigen nun p injektiv, woraus folgt | 2| = |u(Z)| < oc.

Gelte gz, = gz, mit Z1,Zy € Z. Also gz,,9z, € (Z1 N Z3)[x]. Sei d = grad gz,. Nun ist gz,
auch gleich MiPo(«a, Z1 N Z3), also gz, = 9z,nz, = 9z,- Also [Z1(«) : Z1] = [(Z1 N Z2)(a) - Z1 N
Zs) = [Za(«) : Zs], und dann Zy = Z1NZy = Zs, da damit Z;, Z5 und Z; N Zy Untervektorriume
der gleichen endlichen Dimension innerhalb von L sind.

“<”: Es geniigt zu zeigen: zu oy, g € L existiert ein o € L mit K (a1, a2) = K(«). Ist dann
L=K(ai,...,an), a; € L, so kann dies durch Induktion auf L = K(«) fiir ein a € L rezudiert
werden. Es sei ohne Einschrinkung |K| = cc.

Betrachte die Abbildung F' : K — %, k — K(a1 + kaz). Da |K| = oo ist F' nicht injektiv.
Gelte K(a1 + kag) = K(aq + K ag) =: Z mit k, k' € K, k # k. Also aq + kag, a1 + K'as € Z,
und somit o, e € Z. Setze a := ay + kag. Dann gilt also K(a) = K(aq, ag). O
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Zusammen mit Ergebnissen aus Kapitel II (siehe unten) ergibt der Satz von Steinitz direkt
folgenden Satz:

Satz 1.1.6.4 (Satz vom primitiven Element). Sei L = K(ay,...,a,) eine algebraische
Erweiterung von K und seiten ao, ..., q, separabel, d. h. die Minimalpolynome von aas, ..., a,
haben keine mehrfachen Nullstellen in ihren Zerfdllungskorpern. Dann ist L einfach tiber K.

Beweis. Sei ohne Einschréankung |K| = oo, und weiter L = K («, ) mit [ separabel (ansonsten
verwende Induktion). Setze f = MiPo(a, K), g = MiPo(8, K). Sei M ein Zerfillungskorper von
fg iber K und seien a = a3, ...,a,, 8 = 01,...,0s die Nullstellen von fg.

Ansatz: v = a+ kS, k € K geeignet zu suchen.

Trick: Substitution: f = f(—kz + ) € K(y)[z]. Gilt dann f(8;) = 0 fiir ein ¢ > 1, so
muss 0 = f(63;) = f(—kB; + o+ kB) = f(a+ k(B — ) sein, also a + k(3 — ;) = a; fiir ein
je{l,...,r}. Es gilt also k = %J__B(j Da |K| = 0o kann k so gewihlt werden, dass f und g nur
die Nullstelle 3 gemeinsam haben. §3 ist einfache Nullstelle, da 3 separabel. f, g € K(v) [x].

Insbesondere folgt: ggT(f,g) =z — f € K(y)[z]. Also § € K(v) und damit auch a € K (7).

Ergebnis: K(a, 8) = K(7v). O

Siehe auch B. L. van der Waerden.
Fiir ein Beispiel sieche Aufgabe 7/8.

Folgerung 1.1.6.5. Jede endliche algebraische Erweiterung eines Kdorpers der Charakteristik 0
(d. h. k-1xg =0 k=0 fir k € Z) ist einfach (z. B. iber Q).

Bemerkung 1.1.6.6. Zur Berechnung:
(a) Berechne MiPo(a + k@3, K), wenn (im Beispiel X6 — 2) Grad 12, fertig.

(b) Mit diesem Beweis:

a;—x

Voraussetzung: man kennt die Nullstellen und K ist grof§ genug: wahle k # 55 1< <s,
1 < j <r.Dann ist v = a + k{3 primitives Element.
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1.2 Galoistheorie

Siehe die Vorbemerkungen aus Kapitel 0. Es geht im Groben um die “Feinstruktur” von Zerfallungskorpern.
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1.2.1 Die Verbande & und %

Die wichtigsten Objekte der Galoistheorie:
Sei L eine Korpererweiterung von K. Setze

% = 2k (L) :={Z | Z Unterkorper von L und K C Z}
= {Z | Z Zwischenkoérper zwischen K und L},
G := Autg (L) :=={¢: L — L | ¢ Automorphismus von L iiber K}.

G ist eine Gruppe. Schreibe

U =% (G) :=Ux(L):={U C G| U Untergruppe von G}.
Beobachtung 1.2.1.1.
(a) %, Z sind geordnet bzgl. C.

(b) %, Z sind abgeschlossen bzgl. N und V, wobei fir 7y, Zy € &
IV Zy=((ZeZ| 2102 C 2}

und fir Uy, Uy € %
U VU= {Ue% |U1ul, CU}.

Bewess.
(a) Klar.
(b) Zy V Zy ist Korper zwischen L und K, und U; V Us ist Gruppe zwischen {1} und G.
O

Definition 1.2.1.2. Fine (partiell) geordnete Menge heifst Verband, wenn zu je zwei Elementen
ein Supremum und ein Infimum existieren.

Definition 1.2.1.3. Fin Verband heifit vollstandig, wenn zu jeder beliebigen Teilmenge Supre-
mum und Infimum existieren.

Beobachtung 1.2.1.4. 2 und % sind vollstindige Verbéande.

Beweis. Zur Ubung. O

Herzstiick der Galois-Theorie ist das Wechselspiel zwischen % und % . Wie grof3 sind 2 und
U

Satz 1.2.1.5. Ist [L : K] < oo, dann folgt |Autk (L)| < oo und damit | %k (L)| < oc.

Beweis. Sei L = K (o, ...,ay), o; algebraisch iiber K, und sei f; := MiPo(«;, K). Setze Ny, :=
{z € L] fi(z) =0} (esist a; € Ny,), und G := Autg(L). Betrachte die Abbildung

v:G— Np x - x Ny, o (o(ar),...,o(an)).

Dann ist v injektiv: Sei v(o) = v(7), also o(a;) = 7(y) fir ¢ = 1,...,n. Ist £ € L, { =
i Ko ipl -y, dann ist o(6) = S kiy,i,0(00)1 -+ o{an)in = 3 Ky, (01 -+ ()i =
7(0), also o = T.

Daraus folgt |G| < oc. O

Die Endlichkeit von 2 wurde in Abschnitt 1.6 untersucht. Insbesondere iiber Q: [L : Q] <
o0 = |Z| < 0.
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Beispiel 1.2.1.6. L = Q(v/2,v3), @ = V2 + /3. Es ist MiPo(a,Q) = z* — 1022 +1 =
(22 —a?)(2?—a?) = (r—a)(z+a)(r—a)(z+a) mit & = vV2—+/3. L = Q(a), also ist « primitives
Element. Nach dem Satz vom primitiven Element gilt |Z| < oo. Wieviele Zwischenkérper gibt
es aber genau?

Nach dem Beweis vom Steinitz’schen Satzes gilt

|2%(L)| < |{ normierte Teiler von f in L[z]}| = 2% = 16,

aber diese Abschitznung ist noch zu grofl. Echte Zwischenkorper haben den Grad 2 iiber Q;
Teiler von f vom Grad 1 oder 3 scheiden also aus. Dies ergibt |Z] < 8.

Behauptung: | 2| = 5. Wer findet sie? — spéter: G = Zy X Zs.

Wieviele Automorphismen? L = Q(«) ist einfach, 0 € G = Autg(L) ist vollstandig durch
o(a) festgelegt. Moglichkeiten sind o — «, @ — —a, a — @&, o — —a. Alle vier sind Automor-
phismen! (Siehe Aufgabe 5.)

Also: |G| = 4. Und |%| =? Antwort hierauf erfordert Kenntnisse iiber die Struktur von G.

Als kleiner Vorgriff auf den Hauptsatz in Abschnitt 2.3:

Satz 1.2.1.7. Sei L = K(«a), o algebraisch dber K, f = MiPo(«, K). Dann ist |Autg(L)| =
{BeL]|f(B)=0}

Beweis. Siehe Aufgabe 5. O

Beispiel 1.2.1.8. Sei a = V2 € R, L = Q(a), MiPo(«, Q) = 2® — 2. Es ist Autg(L) = {id.},
da die weiteren Nullstellen aus C\ Q(«) sind.
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1.2.2 Galois-Korrespondenz

(Stichwort “galois connection”; vergleiche [Bir73].)
Zunichst allgemein fiir Kérpererweiterungen, spiter spezialisieren auf “Galois-Erweiterungen”.
Sei L ein Erweiterungskorper von K. Wir betrachten die Abbildungen

Aut: & - Y, Z +— Autz(L),
Fix: % — Z, U~ Fixy(L) :={ae€L|VoeU:o0(a)=a}=Fixy.

Dabei ist zu kldren:

Beobachtung 1.2.2.1.

(a) Z':=Aut(Z) e %,

(b) U':=Fix(U) € Z.

Beweis.

(a) v per Definition (Z-linear impliziert K-linear).

(b) Seien a,b € U', 0 € U. Dann ist o(a+ b) = o(a) + o(b) = a+ b und o(ab) = o(a)o(b) = ab,
und falls a # 0 ist o(a™!) = o(a) ™! = a1

O
Mit Galois-Korrespondenz bezeichnet man das Zusammenspiel von %, 2, Fix und Aut.

Beobachtung 1.2.2.2.

(a) Die bﬂdungen Aut und Fix sind antiton’. Entsprechend sind Auto Fix und Fixo Aut
isoton?.

(b) FiralleUe %, Z e Z gilt U CU" und Z C Z".

(c) FiralleU e %, Z € & git U =U" und Z' = Z".

(d) Fiiralle Z1, Zo € 2 ist (Z1V Zo)! = Z/N\Z}, und fiir alle Uy, Us € % ist (U, VUs) = UNUS,.
Dies gilt im allgemeinen nicht fiir die “gespiegelten” Aussagen (AN B) = A’V B'.

Beweis.

(a) Seien Zy,Zy € %, und Z; C Zy. Zu zeigen: Z), C Z}. o € Z} lésst jedes Element von Z fest,
also auch jedes von Z;. Damit o € Z]. Analog zeigt man die Behauptung fiir Untergruppen.

Da weiterhin die Verkniipfung zweier antitoner Abbildungen isoton ist, folgt der zweite Teil
der Behauptung.

(b) Sei ¢ € U. Dann hélt o alle Elemente aus U’ fest, womit o € U” gilt. Analog zeigt man
ASVAS

(c) Esgilt U CU", U CU". Aus U CU" folgt U' O U", also U' = U"". Analog Z' = Z".

(d) Seien Z1,Z, € Z. Es ist Z1 V Zy O Zy, Zs, und Zi,Zé ) (Zl V ZQ)/. Also gilt Z{ N Zé D)
(Z1V Zy)'. Fiir die andere Richtung sei o € Z; N Z),. Dann hilt o Z; und Z3 fest, und damit
auch alle Elemente aus Z; V Za, also o € (Z1 V Zy)'.

O]

Wichtig: i. a. sind Aut, Fix nicht surjektiv!

'Eine Abbildung f : A — B zwischen zwei geordneten Mengen A, B ist antiton genau dann, wenn fiir alle
a,be Agilt a <b= f(b) < f(a).

2Eine Abbildung f : A — B zwischen zwei geordneten Mengen A, B ist isoton genau dann, wenn fiir alle
a,be Agilt a<b= f(a) < f(b).
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Beispiel 1.2.2.3.

(a) 7 = V2,5 =v2, L =Q(rs), [L:Q] =6 Autg(L) besteht aus zwei Elementen. Q' =
(Q(r))’, also ist Fix nicht injektiv.

(b) Siehe Aufgabe 12.

Galois-Hiillenoperationen in 2 und %:

in 2.7 :=2",

inw:U:=U".

Hiilleneigenschaften ergeben sich mit Beobachtung 2:
(i) zC Z;
(i) Z =2,

(iii) 21 C Zo = Z1 C Zs.

(Analog mit U.)

Definition 1.2.2.4. Setze &' :={Z' | Z € &} und % :={U' | U € %}, und weiter
Z={ZeZ|Z=27} und U ={Uec% |U="U}.

Beobachtung 1.2.2.5.

(a) Es ist o
Z =U"={Z e 2| Z abgeschlossen } ={Z | Z € Z},

und
U =2"={U €% | U abgeschlossen } = {U |U € %}.

(b) Z und @sind Verbinde beziiglich C, N und der folgenden Supremums-Konstruktion: Fiir
Z1,7Z9 € Z und Uy, Uy € U setze

WU Zy =71V Zy und UyuU;y :=U; VU,.

Warnung: Im Allgemeinen sind 2, % keine Unterverbénde von 2, % .

Bemerkung 1.2.2.6. Die Verbiinde 2, % sind Unterverbiinde von %, % genau dann, wenn
gilt
ZWN Zy = 71U 7y und U vVU;, =U; UUy

fir alle 71, Z5 € ?, Ui,U; € 72

Betrachtet man nur die “schénen” (d. h. abgeschlossenen) Objekte, so erhidlt man schéne
Zusammenhénge:

Satz 1.2.2.7. Die Einschrinkungen Fix |, und Autz sind sich gegenseitig wumkehrende Ver-
bandsantiisomorphismen.

Beweis.
(a) Wir betrachten zuerst Fix |

e Injektivitiit: Seien Uy, Uy € %, etwa mit Z; = Uy und Z} = Us. Annahme: U] = U},
also Z{ = U =Up = 2§ = Uy = 2y = 2 = Ul = U = 2 = Zy = Us.
e Surjektivitit: Sei Z € Z, also Z = Z”. Dann gibt es U € % mit U =27"=Z. Nun
U=2Z2 und damit U = Z' = 7" =U", also U = U” und damit U € % .
(b) Die Betrachtung von Aut |5 erfolgt analog zu der von Fix ;.

(c) Der Rest (Umkehren, Antiisomorphie) verbleibt zur Ubung.
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O

Bemerkung 1.2.2.8 (Schlulbemerkung zu § 2). Uns interessiert die Situation [L : K] < oo,
und dort die Zusammenhénge zwischen 2°,% und G = Autg(L). Wir wissen bereits, dass
|% | < oo ist. Aber gilt auch | 27| < co?

Wir wissen: Ist L einfach, so gilt |2 < co. L ist einfach z. B. wenn K = Q. Galois’ Ansatz
dazu ist: Studiere G statt L.

Dies wirft neue Fragen auf:

e Was ist mit L, wenn G zyklisch ist?
e Was ist mit L, wenn G kommutativ ist?
e Was ist mit G, wenn L auflosbar ist?

e Wie kann man Normalteiler von G interpretieren, ...?7

Definition 1.2.2.9. Wenn Z € Z ist, dann heifit L galois’sch iiber Z. Insbesondere ist L
Galois’sch tiber K, wenn K = K.
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1.2.3 Hauptsatz der Galois-Theorie
Siehe [Kap72], [Art04] oder [Wae03].

Satz 1.2.3.1 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei L eine Korpererweiterung von K, G =
Autg (L), und weiterhin 2, % wie in § 2, und sei [L : K| < oo und K € %, also K abgeschlos-
sen in L bzw. K = K. Dann gilt:

Esist Z =2 und % =% .
Es sind Fix und Aut sich gegenseitig umkehrende Antiisomorphismen.
Fiir alle Z1,Z> € % mit Zy C Zy gilt [Za : Zh] = |2} : Z) = | Z1/ 7).

Fiir alle U1,Us € U gilt |U2/U1| = [UQ : Ul] = [U{ : Ué]
Insbesondere ist |G| = [L : K].

(e) EinU € % ist genau dann ein Normalteiler in G, wenn K abgeschlossen in U’ ist. Analog
ist K genau dann abgeschlossen in Z € %, wenn Z' ein Normalteiler in G ist.

(f) Ist K abgeschlossen in Z € %, so gilt Auty(Z) = G/Z'. Genauer: wir haben eine exakte
Sequenz

0—— 7/ —— Autz(L)“—— Autg (L) —= Autg(Z) ——=0

von Gruppen.
Der Beweis des Hauptsatzes ergibt sich aus den néchsten Sétzen:

Satz 1.2.3.2. Fir alle Z1,Z2 € % mit Z1 C Zy und fiir n € Nsg gilt [Z2 : Z1] = n = [Z] :
Zh] < n.

Beweis. Betrachte die Wirkung der Automorphismen auf Zs. Seien o, 7 € G.

L 1
Zs Z)
A 7!
K G

Dann gilt 0|z, = 7|z, © 7 0|z, =idg, © 7 l0o € Zh & 7702 = 7}, & oZL = 77,

Zu o € G: Sei 6 = 0lz,. Sei (G;)icr ein Vertretersystem fiir die Einschrénkungen von Auto-
morphismen auf Zs.

Ergebnis: Die Anzahl der Nebenklassen von Z} in Z] ist gleich der Anzahl von verschiedenen
Einschrénkungen von Automorphismen auf Z,. Wir brauchen eine Ubersicht iiber die Moglich-
keiten, die identische Abbildung von Z; fortzusetzen zu einem Monomorphismuég von Zs in L.
Mit Satz[1.2.3.3,(b) folgt die Behauptung: O

Satz 1.2.3.3 (Fortsetzungshauptsatz). Sei Zy eine Korpererweiterung von Zy, L Kdorperer-
weiterung von E. Es sei weiter ¢ : Z1 — E ein Isomorphismus.

(a) Sei Zy einfach algebraisch iber Zy, etwa Zo = Zi(«), und sei p = MiPo(a, Z1). Dann
gibt es genauso viele Fortsetzungen von ¢ zu einem Monomorphismus ® : Zo — L, wie es
verschiedene Nullstellen von ¢(p) in L gibt, also hichstens grad p.

3Ein Homomorphismus heisst Monomorphismus, wenn er injektiv ist.
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(b) Sei [Zy : Z1] = n, etwa Zy = Zi(ay,...,a,) mit p; = MiPo(«a;, Z1) € Zylz], i = 1,...,7.

Dann gibt es hiochstens n verschiedene Fortsetzungen ® : Zy — L von .

(¢) Enthdilt L einen Zerfillungskdrper von p(p1) - - - @(pr), und zerfallen die Polynome ¢(p;) alle
i paarweise verschiedene Nullstellen, dann gibt es genau n Fortsetzungen.

L
pi Zy —5= (%) (pi)
A - E

Beweis.

(a) Sei ® eine Fortsetzung von ¢ zu einem Isomorphismus ® : Z;(a) — E(®(«)) (bzw. zu einem
Monomorphismus ¢ : Z;(a) — L).

L
Z1(0) ——5— B(®(a)
Z i E
MiPo(a,Z1) MiPo(®(a),E)
=p€Z1]z] =p(p)€E|z]

Dann hat ¢(p) hochstens grad ¢(p) = grad p Nullstellen. Also ist die Anzahl der Moglichkei-
ten fiir ® kleinergleich grad p. Wenn L ein Zerféllungskorper von ¢(p) iiber E ist und wenn
©(p) in L paarweise verschiedene Nullstellen hat, dann gibt es genau grad p Fortsetzungen.

(b) Sei etwa Zs = Z1 (a1, az).

Zy ——— 0(2))

Zi(a) —= ®(Z1(a1))

P11
=®lz1 (a1)

IR

A

E

A

Ist po = MiPo(ae, Z1(a1)) und p; = MiPo(ay, Z1), dann hat jede Fortsetzung von ¢ auf
Z1(av1) hochstens (oder gegebenenfalls genau) grad p; Fortsetzungen. Insgesamt gibt es also
hochstens grad py - grad po = [Z2 : Z1] Fortsetzungen (oder gegebenenfalls genauso viele).

(c) Folgt aus den Beweisen zu (a) und (b).

Satz 1.2.3.4. Fiir alle Uy,Usy € % mit Uy C Us und fiir n € Nsq gilt

[Uy: U] =n=[Uj: U <n.
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Beweis. Da [Uy : Uj] = n gibt es o1,...,0, € Uz derart, dass Us disjunkte Vereinigung der
Nebenklassen o1Uj, ..., 0,U; ist. Ohne Einschrankung sei oy = 1. Fiir alle ¢ € Us ist Uy dann
auch disjunkte Vereinigung der Nebenklassen oco1Uy, ..., 00,U;. Automorphismen von Us aus
ein und derselben Nebenklasse haben die gleiche Wirkung auf Fj := Uj, denn fiir alle z € F}
und o7,00 € oU; gilt 07(2) = 0(z) und op(z) = o(2).

Schreiben wir & fiir die Einschrinkung o|r, von o auf Fi, so gilt deswegen fiir alle o € Uy

(001,...,000) = (C4yy...,05,) (1)

mit einer von o abhéngigen Permutation (i1, ...,i,) von (1,...,n). Beachte: Die Abbildungen
Oiys---,04, sind unter Umsténden nicht alle verschieden?; dies macht jedoch fiir den Beweis
keinen Unterschied. (Dass die oo; eine Permutation der o; sind folgt direkt aus der obigen
Aussage iiber die Nebenklassen von Uj.) Nun zeigen wir: Je n + 1 Elemente c1, ..., cy41 aus Fy

sind linear abhéngig iiber F; := Uj, womit die Behauptung [F} : F»] < n folgt. Sei dazu

A = (O'Z(C])) i<i<n € Lnx(n+1)

1<j<n+1

und r :=rang; (A). Es ist sicher » < n. Sei ohne Einschrinkung A # 0 und die ersten r Spalten
aW ..., a von A L-linear unabhiingig. Es gibt dann ¢1,...,¢, € L derart, dass gilt

T
arth) — Zﬁia(i). (2)
i=1
Durch Anwenden von Automorphismen aus U, auf (2) werden wir nun nachweisen, dass die
Koeffizienten ¢1,...,¢, in (2) tatsichlich aus F, sind. Da 01 = 1 und somit (cy,...,cp41) die
erste Zeile von A ist, folgt dann unmittelbar die lineare Abhéngigkeit von (c1,...,c,41) iiber
.

Sei also o € Us. Mit (2) erhélt man

T

o(a" V) =3 o(ti)o(a), 3)

=1

wobei o komponentenweise auf Vektoren und Matrizen angewendet wird. Wegen (1) entsteht
oA aus A durch eine Zeilenpermutation. Gelte etwa 0 A = PA mit einer Permutationsmatrix P.
In (3) ergibt sich dann

Palrth) = Za(ﬁi)Pa(i).
i=1
Darin kann nun P gekiirzt werden, so dass gilt

T

at =3 "o (6;)al). (4)
=1

Da die aV, ..., a(") linear unabhingig iiber L sind, folgt aus (2) und (4)

O’(fl) :fl,...,d(fr) :fr,

und zwar fiir alle o € Us. Da Fy = U), folgt schliesslich ¢y, ..., ¢, € Fs. O

Satz|1.2.8.4 gilt also ohne Finschrinkungen. Er wird fir den Hauptsatz in § 8 nur mit abge-
schlossenem Uy benutzt. Wenn Uy abgeschlossen ist, dann sind im Beweis 71, ...,0, paarweise
verschieden.

Satz 1.2.3.5. Seien 21,22 € 2, Z1 C Za, und sei [(Zy : Z1) = n < o0 und Zy = Z1, also
7y € Z. Dann gilt auch Zy € % und [Z] : Z§] = n.

4 Alternative: (Nach einer Idee von Frau Rull) Nebenklassen von U; N Us betrachten. Dies funktioniert, da wir
ja nur Automorphismen aus Uz betrachten wollen.
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Beweis. Es ist

n=1[2y: 2| <[ZY: 21 =2 : Z] < (Z1 : ZY)] < [Zy: Z1) = n,

Satz[1.2.3.4 Satz[1.2.3.2
also [Z] : Z}] = n und da dimg, Zy = dimy, Zs < co und Zy C Z5 folgt Zy = Zs. a

Satz 1.2.3.6. Seien Uy,Uz € %, Uy C Uz, und sei Uy : U] = n < oo und Uy = Uy, also
Uy € % . Dann gilt auch Uy € % und [U] : Uj] = n.

Beweis. Es ist

n = [UQ : Ul] S [Ué/ . Ul] = [Ué’ : Uﬁ < [U{ : U/] < [UQ . Ul] =n,

Satz[1.2.3.2] 2 Satz[1.2.3.4
also [U] : US] =nund da [Uy : Up] = [Us : U] < 0o und Uz C Uy folgt Uy = Us. O

Folgerungen hieraus:
Satz 1.2.3.7. Spezialfille der letzten Sdtze:
(a) Ist Z€e Z, KC Zund [Z : K| < o0, soist Z € Z.
(b) IstU €%, [U:{1}] < oo, dann ist U € % .
Beweis.
(a) Folgt mit Z; := K und Zs := Z aus Satz[1.2.3.5.
(b) Folgt mit {1} = {1} aus Satz(1.2.3.6.

Die Sétze 1.2.3.2 bis[1.2.3.7 ergeben den Hauptsatz (a) bis (d):

Beweis des Hauptsatzes|1.2.5.1), Teil 1.
(a) folgt aus Satz

(b) folgt mit (a) aus Abschnitt [1.2.1}
(c) folgt aus Satz

(d) folgt aus Satz[1.2.3.6!

Beispiel 1.2.3.8.

(a) Sei K :=Q, f:=2—22-2=(22-2)(2? +1) = (z + V2)(z — V2)(z +i)(z — i), und sei L
der Zerfillungskérper von f iiber Q in C, also L = Q(v/2,1). Offensichtlich ist [L : Q] = 4.
Behauptet wird nun 2 = {Q,Q(i), Q(v/2), Q(iv/2), L}. Wir bestitigen dies mit Hilfe der
Untersuchung der Automorphismengruppe G := Autg(L) = Aut(L).

Die Automorphismen der einfachen Erweiterung Q(i) von Q sind gegeben durch die Zuord-
nungen id :i—iund 7:i— —i.

Die Automorphismen von L iiber Q(i) sind gegeben durch die Zuordnungen id : v/2 — /2
und 7 : V2 — —/2.

Da L Zerfallungskorper iiber Q, kann & fortgesetzt werden durch die Festsetzung o : i — —i,
V2 — /2. Insgesamt haben wir bereits vier Automorphismen:

I
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Esist 02 = 72 = (07)? = idy.

Mit Hilfe von Satz[1.2.3.3 erkennt man: G = {1, 0, 7,07}. Also ist G kommutativ, aber nicht
zyklisch. Man sieht leicht G = Zy x Za (bzgl. +).

Ist Q abgeschlossen in 2°? Ja, denn nach Satz [1.2.3.5ist [L : Q] = [G : 1] = |G| = 4 =
[L : Q]. Wir werden bald sehen, wie man die Abgeschlossenheit des Grundkoérpers direkt an
Polynomen ablesen kann.

Teil (a) des Hauptsatzes besagt nun: 2 = 2° und % = %, und 2 und % sind antiisomorph.
% ist aber ganz leicht zu bestimmen:

U = {<1> ) <0> ) <T> ) <UT> 7G}

Dabei ist fiir ¢ € G mit (g) die von g erzeugte zyklische Untergruppe bezeichnet; es ist
(9) ={9° | z € Z}. Da |Z| = |%| besteht Z tatsichlich genau aus den oben angegebenen
Koérpern.

Sei K = Zjp, wobei p prim, [L : K] =n > 2, G = Autg (L) = Aut(L). Sei ¢ der Frobenius-
Monomorphismus von L; da |L| < oo ist ¢ sogar ein Isomorphismus. In diesem Fall ist die
Automorphismengruppe G besonders leicht zu bestimmen: es ist G = {1,¢,..., 0" 1}.

Dies ergibt sich wie folgt: L ist Zerfillungskorper des Polynoms zP" — x ohne mehrfache
Nullstellen. L besteht demnach genau aus den Nullstellen dieses Polynoms. ™ ist daher die
Identitéit auf L. ¢" = idy, mit 1 < r < n ist aber nicht moglich, da dann das Polynom 2P —z
zuviele Nullstellen haben miisste. Es bleibt zu zeigen, dass dies alle Automorphismen von L
sind. Sei dazu « ein Generator von L* und ¢ € Aut(L). Dann gibt es ein 0 < k < |L| mit
Y(a) = oF, und fiir alle € L gilt ¢(x) = ¥ (schreibe x = o' fiir ein i € N und wende die
Homomorphismus-Eigenschaften an). Wir zeigen nun, dass k eine Potenz von p ist.

Angenommen k = p‘m so, dass m teilerfremd zu k ist. Gilt m # 1, so betrachte o o
¢~" = (z — ™). Betrachte nun das Polynom f := (z + 1)™ — 2™ — 1; da = — 2™ ein
Automorphismus ist muss dieses Polynom jedes Element aus L als Nullstelle haben, und da
m > 1 ist folgt f # 0 (betrachte den Koeffizient von z™~!: dieser ist m); also deg f > |L|.

Dies widerspricht jedoch deg f =m < k < |L]|.
Wie im Beispiel 25(a) ergibt sich nun auch hier 2 = 2’ und % = % und die Antiisomorphie.

An Stelle der Zwischenkorper kann man jetzt genausogut auch die Untergruppen der zy-
klischen Gruppe G bestimmen. Dies kann in multiplikativer Schreibweise oder in additiver
geschehen. Es ist G 2 (Zy, +).

Jede Untergruppe (bzgl. +) von Z,, ist automatisch ein Ideal in Z,, oder sogar Z-Untermodul.
Wenn man also schon einmal alle Ideale in Z, bestimmt hat, kann man das hier benutzen.
Es ist aber auch nicht besonders schwer, fiir G in multiplikativer Schreibweise zu zeigen

U Untergruppe von (p) < 3d € Nyg: U = <<pd> und d | n.

Sei T+ (n) = {d € Nsq | d teilt n}; dann folgt entsprechend |%| = |T4(n)| = |Z].

AuBlerdem konnen die Zwischenkorper wie folgt bestimmt werden: 2 = {Z(d) | d € T'+(n)}

mit Z(d) ={¢ € L | " = ¢}. Z(d) ist ein Korper mit p? Elementen, denn [Z(d) : Z,] = [G :
<g0d>] = % = d. Die ‘Lage’ der Zwischenkorper zueinander ergibt sich aus der Beziehung
Z(d1) C Z(da) < dy | da. Sie ergibt sich aus dem Multiplikationssatz fiir Kérperdimensionen.

% ist demnach isomorph zum Teilerverband der Zahl n.



24 KAPITEL 1. ALGEBRAISCHE GLEICHUNGEN IN EINER VARIABLEN

Fiir n = 28 etwa sieht dieser wie folgt aus:

28

\7
e

NN

Definition 1.2.3.9. Sei Z € %. Dann heifit Z G-invariant genau dann, wenn fir alle 0 € G
gilt o Z C Z.

Bemerkung 1.2.3.10.
(a) Firallece Ggilt 0 Z CZ = 0Z = 7.

(b) Ist Z € & invariant, so auch insbesondere G-invariant.

Satz 1.2.3.11. Fir alle Z € & und fir alle U € % gilt:

(a) (1) Ist Z G-invariant, so ist Z' Normalteiler in G, in Zeichen Z' 1 @.
(i) Ist U <G, so ist U G-invariant.

(b) (i) Ist Z G-invariant, so auch Z.
(ii) Ist U Normalteiler, so auch U.

(c) Ist Z G-invariant, so gilt G|z == {7 € Autg(Z) |Jo € G: 0|z =7} = G/Z'.

(Da Z G-invariant ist jede Einschrinkung eines Automorphismus aus G auf Z ein Auto-
morphismus von Z tber K.)

Beweis.

(a) (i) SeiT € Z' und o € G. Zu zeigen ist o170 € Z'.
Sei z € Z. Dann ist (07 '70)(2) = o7 Y(7(0(2))), und da o(z) € Z ist dies gleich
o071 (0(2)) = 2. Damit gilt 070 € Z’, und da o, 7 beliebig ist Z’ Normalteiler in G.
(ii) Sei z € U und o € G. Zu zeigen ist o(z) € U'.
Sei 7 € U. Dann is 0~ 170 € U (da U Normalteiler) und damit (c~170)(2) = 2z oder
7(0(2)) = 0(2), also o(z) € U' da 7 beliebig war.

(b) (i) und (ii) folgen durch zweifaches Anwenden von (a).

(c) Betrachte ¢ : G — G|z, 0 — 0|z € Autg(Z), da Z G-invariant. Wende den Homomorphie-
Satz fiir Gruppen an: Es ist € surjektiv per Definition, und ¢ ist Gruppenhomomorphismus,
da fiir 0,7 € G gilt (0 07)|z = o]z o 7|z. Weiter ist kere = Z', da 0|z =idy & 0 € Z'.
Ergebnis: 0(G) = G|z =2 G/Z'.

O

Wir folgern nun weitere Figenschaften fiir G-invariante Zwischenkorper.

Satz 1.2.3.12. Sei E : K eine Korpererweiterung und K abgeschlossen in E. Dann zerfallt
jedes unzerlegbare Polynom aus K [x] mit einer Nullstelle in E in paarweise verschiedene Line-
arfaktoren.



1.2. GALOISTHEORIE 25
Beweis. Seip € K[z] unzerlegbar, und a € E mit p(«) = 0. Die G-Bahn von « in E ist definiert
als B(a) :={o(a) | 0 € G}. Es gilt 8 € B(a) = p(8) = 0. Setze q := [[5cp(o)(z — B) € Elz].
Sei 0 € G; dann ist 0(q) = [[3ep(a)(z — 0(B3)). Da weiter o(B(a)) = B(a) (Beweis zur Ubung)
ist also o(q) = ¢. Also gilt ¢ € K|x], und da nach Voraussetzung gilt K = K folgt also q € K|[z].

Es ist leicht zu zeigen, dass g unzerlegbar ist, und damit ¢ = MiPo(«, K). Dann folgt die
Behauptung. O

Beachte: FEs ist zwangsliufig p = q.

Satz 1.2.3.13. Sei wieder G = Autg(L).

(a) Ist K abgeschlossen in L, dann ist K in allen G-invarianten Z € % abgeschlossen.
(b) Ist K abgeschlossen in Z € % und Z algebraisch iiber K, so ist Z G-invariant.
Beweis.

(a) Seia € Z\ K. Dann muss es ein 0 € G geben mit o(a) # o (da K = FL). Da Z G-invariant
gilt o(a) € Z. Nun ist 0|z € Autg(Z), da Z G-invariant. Also gibt es auch in Autg(Z)

einen Automorphismus, der o bewegt. Es folgt K =K.

(b) Sei a € Z algebraisch iiber K, und sei p = MiPo(a, K). Satz [1.2.3.12 besagt: p zerfillt in
(paarweise verschiedene) Linearfaktoren iiber Z. Sei nun o € G, dann gilt also o(«) € Z.
Da «, o beliebig folgt Z G-invariant.

O]

Nun ergibt sich der Rest des Hauptsatzes:
Beweis des Hauptsatzes[1.2.3.1, Teil 2. (e) Folgt aus Satz[1.2.3.11(a), Satz1.2.3.13(a), Satz/1.2.3.13(b).

(f) Folgt aus Satz 1.2.3.13(b), Satz [1.2.3.11(a) und (c). Man erhilt zunichst G/Z" = G|z C
Autg(Z), und es bleibt zu zeigen G|z = Autx(Z). Dabei sind L und Z Zerféllungsksrper
iiber K. Jeder Automorphismus von Z {iber K kann dann fortgesetzt werden auf L, und
dann gilt auch “=".

O

Definition 1.2.3.14. Die Kdrpererweiterung L heifit (endliche) Galois-Erweiterung von K oder
(endlich) galois’sch iiber K, wenn K abgeschlossen ist in L (und [L : K] < 00). Autg (L) heifit
dann Galois-Gruppe von L diber K.

(Diese abstrakte Definition geht auf Emil Artin zurick.)

Diese Definition ist sehr abstrakt und ohne Bezug zu einem konkreten Polynom.
Wir beobachten:

Satz 1.2.3.15. Endliche Galois-Erweiterungen sind einfach.

Beweis. Der Hauptsatz besagt | 2| < oo, und der Satz von Steinitz (Abschnitt[1.1.6, Satz[1.1.6.3)
liefert dann die Behauptung. O

Jedoch ist nicht jede einfache Korpererweiterung galois’sch.

Beispiel 1.2.3.16. Ist Q(z) galois’sch iiber Q7 Ja, denn:
Wir nehmen an, Q # Q. Dann wiire nach Aufgabe 12(a) [Q(x) : Q] < 0c. Da Autg(Q(z))| =
oo ergibt sich ein Widerspruch zu Satz[1.2.3.2l

Satz 1.2.3.17. Es ist L endlich galois’sch iiber K genau dann, wenn L Zerfillungskorper eines
Polynoms aus K|z] ist, dessen unzerlegbare Faktoren paarweise verschiedene Nullstellen haben.
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Beweis. “=": Klar nach Satz[1.2.3.12]
“=”: Sei f =py---pr, wobei die p; paarweise verschiedene Nullstellen haben. Satz(1.2.3.3(c)

besagt [L : K] = |Autg(L)| = |G|. Satz[1.2.3.2 besagt |G| = [G : (1)] < [L : K|. Da aber
[L:K]>[L:K]folgt [L:K|=][L:K],und da [L : K] < oo folgt K = K und somit ist L
galois’sch iiber K. ]

Bemerkung 1.2.3.18. Insbesondere ist jeder Zerfallungskorper iiber Q galois’sch, und ebenso
iiber einem endlichen Korper.

Zusammenhang zur Invarianz:

Satz 1.2.3.19. Sei L endlich galois’sch iber K, und G = Autg (L). Dann sind alle G-invarianten
Z € Z bereits invariant.

Beweis. Nach Satz 1.2.3.13 ist Z galois’sch iiber K. Der Rest ergibt sich aus Abschnitt(1.1.5l [
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1.2.4 Symmetrische Polynome

Sei K ein Kérper und 1, . . ., x, unabhéngige Variablen (Unbestimmte iiber K), d. h. {z{* -+ - 22" |
(a1,...,an) € NL} ist K-Basis von K[zy,...,z,]. Sei F' = K(z1,...,2,) und S, die Gruppe
der Permutationen von {1,...,n}. Jede Permutation w € S,, fithrt zu einem Automorphismus

von F iiber K: Die Abbildung m — ¢r € Autg (F') ist injektiver Gruppenhomomorphismus. Das
Bild ist G := {¢r | 7€ S, }. (Esist G = S5,.)

F=K(zy,...,20) - — = Klx1,..., 2]

| |

| |

|

feT =Fixg(F)-———-—x!

‘ -

‘ -

| ////

K

Sei ¥ 1= Fixg(F) = G und B! := YN K[x1,...,2,].

Definition 1.2.4.1. Es heifit ¥ der Korper der symmetrischen Funktionen und X! der Ring
der symmetrischen Polynome.

Beispiele 1.2.4.2. Die Polynome sgn) =30 T, sgn) = Zl§i<j§n x;x;, und allgemein 35”) =

Y i<iy<..<ip<n Tiy * * - T, sind symmetrisch.

Definition 1.2.4.3. Die Polynome s, fiir r € N5 heissen elementare symmetrische Polynome.

Sei f =1l (z — ) € Flz], F = K(z1,...,z,) wie oben.

F=K(z1,...,xy)

> = Fixg(F) G = {on | 7€ Sy}

Nun hat f per Definition paarweise verschiedene Nullstellen, und weiterhin ist es unzerlegbar
iiber ¥ = Fixg(F); einmal ist es iiber ¥ definiert, da o(f) = f fiir alle 0 € G gilt, und
weiterhin gilt B(x1) = {o(z1) | 0 € G} = {z1, ..., 7, }, womit mittels Ubungsaufgabe 13(c) die
Unzerlegbarkeit folgt.

Beobachtung 1.2.4.4 (Vietasche Wurzelsétze). Sei f =[[;_,(z — ;) € F[z]. Dann ist

f=a"— Sgn)xnfl 4.4 (_1)n87(’Ln) _ Z Sl(cn)(_l)kxnfk
k=0

mit sg := 1, wobei z; die Nullstellen von f sind.

Beweis. Beweis durch vollstédndige Induktion nach n.
Anfang: Es ist sgl) =z und damit f =z —x1, v

Voraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein n € N.
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Schluf3: Es ist

n n
LV. _
f= 1~ )) (@ = ans1) 'S (Z s (~1)ka” k) (x = wni1)
i=1 k=0
n n
= sén)(—l)kxn+1_k - Z Sén)ivn-y-l(—l)kxn_k
k=0 k=0
n n
= gt Z Sl(cn)(_l)kanrlfk o Z Sl(qn_)lxn_f_l(_l)kflxwrlfk B S%")xnﬂ(—l)"
k=1 k=1
n
=" YD sl s (1
k=1
n n+1
= gt Z(_l)ksl(gnﬂ)xnﬂfk + Sflnjll)(_l)nﬂ _ Z(_l)ksl(gnﬂ)xmkk’
k=1 k=0
was zu zeigen war. O

Folgerung 1.2.4.5. Es sind s1,...,8, € X1/

Beispiel 1.2.4.6. Esist t; = s1, tp = a3+ --+a2, tg =2+ +ad, ... t, =2 +... 2l € 1.
Die Umrechnungen zwischen s und ¢ werden als Newton-Identitdten bezeichnet.

Satz 1.2.4.7 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome).

(a) FEs ist F' ein Zerfillungskorper von f diber ¥ und somit galoissch iber ¥, und weiterhin ist
¥ =K(s1,...,8n). Das Polynom f ist hierbei wieder gegeben durch

n
f=1l - )€ Kzy,...,2][x].
i=1
Die Galoisgruppe ist isomorph zu Sy,.

(b) Die Polynome si, ..., s, sind algebraisch unabhingig iber K, und die sy, ..., s, bilden eine
Transzendenzbasis von F.

(c) Esist X1 = Kls1,...,8n].

(d) Zu jedem symmetrischen Polynom f € K|x1,...,x,] gibt es genau ein Polynom h € K|y1, ..., Yn]
mit f = h(s1,...,8n).

Beweis.

(a) Betrachte die Diagramme

F=K(x1,...,29) (1)
Z:G’AK(sl,. , Sn) G
K(si,...,8n)
K Autg (F)
Nun ist f unzerlegbar iiber ¥ und F' ist ein Zerfillungskorper von f iiber K(s1,...,$,), und

es ist deg f = n. Damit folgt [F' : K(s1,..., )] < nl. Weiterhin ist |G| = n!, womit nach
Satz[1.2.3.6/ [F' : 3] = n! ist. Da K(s1,...,sy) C ¥ folgt somit ¥ = K(s1,...,Sn).

Dass die Galoisgruppe isomorph zu S, ist folgt direkt daraus, dass jede Nullstelle von f auf
jede andere abgebildet werden kann.
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(b) Siehe unten (Exkurs zum Transzendenzgrad).

(¢c) Konstruktiver Beweis: Sei f € ¥;. Zu zeigen: f € K[sy,. .., s,]. Betrachte die lexikogra—
phische Anordnung der Monome z{* - - - z&, und sei x1 > - -+ > x,,. (Beispiel: 2323 > 23x%;

siehe auch Abschnitt[2.1])

Betrachte die elementarsymmetrischen Polynome; es ist s1 = x1+-- -4+ %y, So = x129+- - -+
T1Tp + X233+ -+ T2Tp + "+ Tp—1Tn,y .y Sp = L1 Ty

Nun lisst sich f so anordnen: f = 27" - 28 + ..., so dass z{* - -- 22" das Leitmonom ist
(ohne Einschrénkung sei der hochste Koeffizient gleich 1). Weiterhin muss dann oy > ag >

- > oy, gelten (gilt z.B. oy < g, ist wegen der Symmetrie auch z{?z5" - -+ ein Monom in

f)-

Bilde dann f := f — s{172652793 ... g2 17 0 Dann ist das (lexikographisch) grosste
Monom von f kleiner als das von f.

Nach endlich vielen Schritten verbleibt eine Konstante.

Beispiel zum konstruktiven Beweis: Im Fall n = 2: Sei f = 2? + 3. Dann sind aj = 2,

as =0, also f=f— 5259 = —2s9, also insgesamt f = s3 — 2so.

Im Fall n = 3: Betrachte {3 = T3+ 23 + x% Dann sind a1 = 3, ag = a3 = 0, also
f=F—s3s9s) =a? + a3 + a3 — (x1 + 22+ 23)3 = ... (weiter zur Ubung).

Weiterhin im Fall n = 3: Betrachte f = (1 — x2)%(z1 — 23)%(v2 — 23)? = 223 £ .... Erster
Reduktionsschritt: f — .s:zll 25% f— (z1 + 22 + 23)% (2122 + T223 + T321)% = . ...
Weiterer Beweis: Es ist K[z1,...,z,] ganz algebraisch tiber Klsi,...,s,] (d. h. alle
Elemente sind ganzﬁ iiber Ks1,...,sy)). Die x; sind ganz iiber K|[sq,..., s,], und die Theorie
liefert dann, dass alle f € K[z1,...,2,] ganz sind.

Alsoist Kx1,...,zy] endlicher (d. h. er hat ein endliches Erzeugendensystem) K|s1, ..., sp]-
Modul.

Weiterhin liefert die Theorie K|sq,...,s,| ganz abgeschlossen in K(s1,...,s,) = %, d. h.
f € ¥ ganz iiber K[sy,...,8,] < f € K|[s1,...,8y]. Dies liefert die Behauptung.

(d) Folgt direkt aus (b).
O

Satz 1.2.4.8 (Abe@ und Ruﬂi’n). Seien c1,...,cn algebraisch unabhdngig iber K. Die
sogenannte allgemeine Gleichung n-ten Grades dber K,

g=a"—ciz" '+ 4+ (=1)", =0
ist iber K(c1,...,cn) flir n > 5 nicht auflosbar. (Genaue Definition davon in Abschnitt 1.2.5.)

Beweis. (Zum Teil mit Verweis auf Abschnitt 1.2.5.)

Sei E ein Zerfallungskorper von g tiber K (cy, ..., ¢, ), und seien a, . .., a, € E die Nullstellen
von g. Dann ist £ = K(c1,...,¢,) (e, ..., ap). Wir wissen nach Vieta, dass ¢ = si(a1,..., )
ist, d. h. ¢1,...,¢, € K(a1,...,ay,). Da der Transzendenzgrad Tr.degy K (a1, ..., a,) eindeu-
tig ist, miissen die a1, ..., a, paarweise verschieden sein (ansonsten hétte K(aq,...,q,) einen
Transzendenzgrad kleiner n, der Unterkérper K (cq, ..., ¢,) hat jedoch nach Voraussetzung den
Transzendenzgrad n).

Es liegt also genau die Situation von Satz/1.2.4.7|vor. Damit ist E galoissch iiber K (cq,...,cy)
mit einer Galoisgruppe isomorph zu S,. In Abschnitt [1.2.5 wird gezeigt: Wenn f auflosbar ist,
dann ist auch G auflésbar. Da fiir n > 5 die Gruppe S,, nicht auflésbar ist (siehe Satz ,
folgt somit die Behauptung. O

5Sei S eine Ringerweiterung eines Ringes R. Dann heifit o € S ganz iiber R, wenn es ein Polynom f € R[z]\ R
mit LK (f) =1 gibt so, dass f(a) = 0 ist.

6 Abel, 1802-1829, allgemeiner Beweis

"Ruffini, 1765-1822, Beweis fiir n = 5
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Nun ein wenig Informationen zu den Begriffen Transzendenzbasis und -grad. Vergleiche Ja-
cobson, van der Waerden, Lang u.v.m.
Sei im folgenden L eine Korpererweiterung von K.

Definition 1.2.4.9. Sei © eine Teilmenge oder Familie aus L.

(a) Die Familie © heisst algebraisch abhingig (a. a.) iber K, wenn es n € Nsg, 01,...,60, € ©
paarweise verschieden und ein f € K[z1,...,x,) \ K gibt mit f(01,...,60,) =0.

(b) Die Familie © heisst algebraisch unabhéngig (a. u.) dber K, wenn © nicht a. a. ist.

Definition 1.2.4.10. Eine maximale (d. h. nicht vergréferbare) algebraisch unabhdngige Teil-
menge oder Familie © C L heiffit Transzendenzbasis von L dber K, und ihre Mdchtigkeit Tran-
szendenzgrad von L tber K.

Die ZweckmiBigkeit der Definition (insbesondere der des Transzendenzgrades) ergibt sich
unter anderen aus folgendem Satz:

Satz 1.2.4.11.
(a) Die Korpererweiterung L besitzt eine Transzendenzbasis.

(b) Alle Transzendenzbasen von L sind gleich mdichtig. Man kann also von dem Transzendenz-
grad von L tber K sprechen.

(c) Jedes Erzeugendensystem von L enthdlt eine Transzendenzbasis.

(d) Sei etwa L = K(©). Jede algebraisch unabhingige Teilmenge oder Familie aus © kann
gegebenenfalls durch Elemente aus © zu einer Transzendenzbasis von L iiber K ergdnzt
werden (vergleiche Basiserganzungssatz in der linearen Algebra).

(e) Fiir Teilmengen oder Familien © aus L gilt: Es ist L algebraisch iber K(©) genau dann,
wenn O eine Transzendenzbasis von L iber K enthdlt.

(f) Ist K C L C M ein Korperturm und ist © Transzendenzbasis von L diber K, ¥ Transzen-
denzbasis von M iber L, so ist © UY Transzendenzbasis von M tiber K. Der Transzendenz-
grad ist also additiv im Vergleich zum Korpergrad.

Einen gut lesbaren und dennoch kurzen Textabschnitt, der gut zu dieser kurzen Einfiihrung
passt, bilden die Seiten 139-149 in dem Buch A course in Galois Theory von D. h. H. Garling
[HGS6].

Aber auch in den bereits mehrfach erwihnten Algebrawerken von Scheja-Storch, Jacobson,
Lang und van der Waerden und vielen weiteren werden Transzendente Erweiterungen ausfiihr-
lich behandelt. Im Falle der Basic Algebra I von Jacobson [Jac85] geschieht dies in Band 2,
Seiten 510-512, als Beispiel zu einer axiomatisierten Abhéngigkeitstheorie (Seiten 122-125), die
dann in recht unterschiedlichen Kontexten benutzt werden kann.
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1.2.5 Auflésen von Gleichungen durch iteriertes Wurzelziehen (“Radikale”)

Bekannte Auflosungen von algebraischen Gleichungen:

quadratische Gleichungen (Char K # 2) Schule

kubische Gleichungen [Ebb92], [Jac85], [Wae03], [Tig02], ...
(siehe auch Ubung 19/20)
4. Grades [Jac85], [Wae03], [Tig02], ...

In allen drei Fillen sind die Lésungen iterierte Wurzelausdriicke.

Definition 1.2.5.1.

(a) Eine Korpererweiterung W von K heifst Wurzelerweiterung (WE) oder radikale Erweiterung
von K, wenn (i) W = K(«) fir ein « € W, und (ii) es ein n € Nsg gibt mit o™ € K.
(Dann ist o Nullstelle des Polynoms z™ — o™ € K|[x].)

(b) Ein Koérperturm K = FEy C Ey C --- C E. = W heifst Wurzelturm dber K und W
eine iterierte Wurzelerweiterung von K (iWE), wenn fir 1 < i < r der Korper E; eine
Wurzelerweiterung von E;_q ist.

Definition 1.2.5.2. Fine Polynom f € K|x]\ K heifit zerlegbar oder auflésbar durch iterier-
tes Wurzelziehen, wenn es eine iterierte Wurzelerweiterung W von K g¢ibt so, dass W einen
Zerfillungskdorper von f enthdlt. Kurz: f z. 1. W /a. i. W.

Ist f zerlegbar in W, so nennt man die Gleichung f(z) = 0 auflésbar in W.

Beispiele 1.2.5.3.

(a) Eine Rechnung in MAPLE:

> fi=212 - 1025 + 1;
f=z2-102%+1

> factor(f); y ;
=102 +1

> factor(f,v/2);
—(@8+222V2—-1)(—24+223V2 4+ 1)

> factor(f,\/3);
(=2 +223V3-1) (a5 +223V3 + 1)

> factor(f,{v2,V3});
(z® + V3 +v2) (2® — V3 +V2) (=2 = V3 +V2) (—2* + V3 + V2)

> alias(a = (v2 + /3)1/3));

> ff = simplify(factor(f,{v2,V3,a}));

f=—@>—za+o0)(—2>—ozxV3+oxV2—aV3+aV2)

(2? —oxV3+oxV2+aVv3—aVv2) (@ +ra+o)(z—oV3+oV2)
(—z —oV34+0V2) (=22 +90)

wobei o:=(V3+ \@)(2/3)

>g:=op(l, ff);h:=o0p2,ff);k:=0p3,ff);l:=op4,ff);
g:=—1

hi=a?—za+ (V3+v2)3
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ki=—2? - (V3+V2)# V3 4+ (V3+v2)® V2 —aV3+av2
=22 = (V3+V2)¥) e V34 (V3+V2)HaevV2+av3—av2

> collect(l, X);
22— (V3+ V2P e V3 + (V3+V2)H 2 vV2+aV3—a V2
> solve(%);

(V3+VICH VB (V3+vaE V2

2 2
1
51y 5 ot20 VEVI-40vI+iavi,

(VE+VDEVE  (VB+ VDR V3
2 2

—%i\/—5 o+2 0 V3V2—4aVv2+4avV3
wobei o= (V3+ \/5)(4/3)

> ff = simplify(factor(f,{v2,V3,a,i}));

IF=(—a+aVv3i+2z)(a+aV3i—2z)
(6vV3—0V2+0v2V3i—3io+422)
(6vV2V3i4+o0V2—-3io—0V3—21)
(—oV3+0v2—3io+0V2V3i+21)
(6vV3—0V2—3io+ovV2V3i—22)(a+aV3i+2z)
(—a+aV3i-22)(z—oV3+0V2)(—z—oV3+0V2) (22 +0)/
256

wobei o= (V3+v2)??3)

> simpli fy(subs(z = —(a +iaV3)/2, f));

> alias(8 = RootOf(f));
a, 3

> factor(f,B);
—(B*+Br+2?) (2?2 1082+ M e — 108 + 810 (22 —108° z + Lz + 10 8% — 519)
(8% =Bz +2%) (x =108 + ") (~2 = 105° + ') (z + B) (—z + 9)
> factor(f,{3, RootO f(x? + 10x3° — x3' + 108* — 310)});
(108° =" +o+a) (—z+0) (x+0) (108 = " + o —x) (z —108° + ')
(—z—108°+ ") (B+0pB%—a) (08 +2) (B+oB+1)(08° —2) (z+ )
(—z+B)
wobei o := RootOf(_Z? + (10 8° — g'1) _Z — 51 + 10 8%)

Setze Fy := Q, By := Ey(i), By := E1(V2), B3 == Ey(V3), By == E3(V/V2+V3) = W.
Wir wollen zeigen, dass W ein Zerfillungskorper von z'2 — 102% 4+ 1 iiber Q ist (nur speziell
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in diesem Beispiel!).

W =E, (1)
3

E;5 G
2

24 FEp Go
2

FEq G
2

Ey Go=G

Hier speziell ist F galoissch iiber Ey, Fo galoissch iiber F,, F3 galoissch iiber Fo und Fy
galoissch tiber Fj.

e Satz[1.2.3.13} E; ist G;_1-invariant fir 0 < ¢ < 4.
e Satz[1.2.3.11t G; ist Normalteiler in G;_1, und G;_1/G; = Autg, ,(E;).

Es liegt also eine Normalteilerkette vor:
(1) =G4 <G34G2,AG1 <Gy =G,

wobei der Faktor G;_1/G zyklisch ist (also insbesondere kommutativ). Siehe auch Definiti-
on|1.2.5.6

(b) Ist |K| < oo, f € K[x] \ K, dann ist f auflsbar durch iteriertes Wurzelziehen.

Beweis. Es sei L ein Zerféllungskorper von f iiber K, Char K = p. Dann ist L einfach iiber
K,und |L| = p". Sei L = K(¢), ¢! "' =1 € K, also ist L Wurzelerweiterung iiber K. [

(c) Das Polynom x° — 4z + 2 € Q[z] ist nicht auflésbar durch iteriertes Wurzelziehen (siehe
unten).

Beobachtung 1.2.5.4.

(a) (i) Sei L eine Korpererweiterung von K, und Z,W € Z%(L). Sei W eine Wurzelerwei-
terung von K, etwa W = K(«) mit o € K. Dann ist Z(W) eine Wurzelerweiterung
iiber Z und insbesondere Z(W) = Z(«).

L

ZNW =W(Z

/\
\/

(ii) Ist W iterierte Wurzelerweiterung iiber K, dann auch Z (W) iiber Z.

= K(a)

(b) Sei W = K(a) Wurzelerweiterung iiber K, o™ € K, f = 2" — k € K[z] mit k = a™. Ist
weiterhin Z ein Zerféllungskorper von f iiber K («), so ist Z eine iterierte Wurzelerweiterung
von K.

Bewess.
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(a) v

(b) Sei G = Autg(Z), K(a) = E C Z. Dann ist o(F) C Z fir o € G. Weiterhin ist Z =
Ve o(E) (dabei ist o(E) eine Wurzelerweiterung von K'). Benutze (a): £ C E(o1(E)) C
--- C Z iterierte Wurzelerweiterung.

Beobachtung 1.2.5.5.

(a) Sei W = K(«a), o™ € K, n > 1 eine Wurzelerweiterung. Dann gibt es Primzahlen py,...,p,
mit p; | n und ai,...,q, € W mit K C K(a1) C K(aq,0) C -+ C K(aq,...,0p) =W
und of € K(aq,...,qi-1).

(b) Jeder Wurzelturm kann zu einem Primwurzelturm verfeinert werden. Sprechweise: iterierte
Primwurzelerweiterung (i. PWE).

Beweis.

(a) Seip; | n, n =mp;. Dann setze ap := . Nun ist K(«) eine Wurzelerweiterung von K («1),
wobei o' € K (o) ist. Fahre iterativ fort, bis m = 1 ist.

(b) Folgt aus (a).

Definition 1.2.5.6. Sei G eine endliche Gruppe. G heifst auflésbar, wenn es eine Normaltei-
lerkette (Normalreihe) (1) = G, < G,—1 <--- I G1 <Gy = G gibt derart, dass die Faktoren
Gi—1/G; kommutativ sind.

Insbesondere ist also jede endliche abelsche Gruppe auflésbar. Nun ein Satz aus der Grup-
pentheorie:

Satz 1.2.5.7.
(a) Untergruppen und Faktorgruppen aufiésbarer Gruppen sind auflosbar.

(b) Sei G eine Gruppe und H ein Normalteiler in G. Wenn H und G/H auflosbar sind, dann
auch G.

Wir benutzen (a) (ohne Beweis).

Satz 1.2.5.8 (Notwendige Bedingung fiir die Auflésbarkeit einer algebraischen Glei-
chung in einer Variablen durch iteriertes Wurzelziehen). Sei W eine iterierte Wurzel-
erweiterung iber K und F ein Zwischenkorper (K C F C W ). Dann ist Autg (F) auflosbar.

Bemerkung 1.2.5.9. Die Umkehrung gilt bei Char K = 0. Bei Charakteristik p gilt die Um-
kehrung nach Modifikation des Begriffes “iterierte Wurzelerweiterung”.

Beweis von Satz1.2.5.8.
(I) (Einfiihrung von K.) Es ist Autg (F) = Autz(F), und F ist iiber K galoissch.

(II) (Einfithrung von W.) Sei L ein Zerféllungskorper iiber K, der W enthiilt, und W die
invariante Hiille von W in L (es ist W =V, cp g, (1) (W)

Es ist W eine iterierte Wurzelerweiterung iiber K (siehe Beobachtung [1.2.5.4). Ohne
Einschrinkung sei W eine iterierte Primwurzelerweiterung.
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Jeder Automorphismus von F in K ldsst sich fortsetzen auf W. Es ist K abgeschlossen
in F, und [F : K] < oo.
Satz [1.2.3.13|liefert: F ist G-invariant mit G = Autz(W).
Satz(1.2.3.11(c) liefert: F' = Autr(W) <G, und G|r = G/F’, wobei G| = Autz(F) ist.
Mit Satz [1.2.5.7(a) reicht es also zu zeigen, dass G ~auflosbar ist (da G = Autg(F) =
Aut(F) ist und Aut(F) = G|F ein Quotient von G ist).

(Einfithrung von V und E.) Sei W = K (81, ..., 8,) mit ' € K, 87 € K(f1, ..., Bi—1) fir
2 <i < n, p; prim. Sei nun V' ein Zerfillungskorper des Polynoms g := (2P —1) - - - (2P —1)
iitber W. Der Korper V' enthilt einen Zerfallungskérper E von g iiber K.

Es geniigt, G = Aut(V) zu betrachten, da G (wie in (II)) eine Faktorgruppe von G ist.
(Auflosbarkeit von G.) Betrachte folgendes Diagramm:
Eoy, = V= Vn = Vn—l(ﬂn) GQn = <1>

<

A

Go=G

=

Eo =
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Es ist V,, Zerfallungskorper von xP» — L™ iiber V,,_1 in V, ..., V, Zerfillungskdrper von
xP2— 8% iiber V; in V, V; Zerféllungskorper von zP' — 37" iiber E in V, E Zerféllungskorper
von xPm — 1 iber E,,_1inV, ... FE» Eerféillungsk('jrper von P2 — 1 iiber Fy in V, und E;

Zerfallungskorper von oP* — 1 iiber K in V.

Setze Aij11 := Autg,(Eit1), 1 <1i < 2n. Dann gilt A;11 = Gi/Giy1, 1 < i < 2n (siehe
unten).

Nach Beobachtung [1.2.5.10 und Beobachtung [1.2.5.11 (siehe unten) sind Autg, (Eit1),
i=0,...,n—1und Auty;,(Vit1), i = 0,...,n — 1 (mit Vp := E,) kommutativ. Da alle
Vig1 Zerfallungskorper iiber V; und alle E;;q Zerfallungskorper iiber E; sind folgt (siehe
oben in (II))

Giy19G;  (i=0,....2n—1)

und

Gi/Gi—H = AutEi (Ei+1>7 Gn+i/Gn+i+1 = AutV,L.(V;_H) (Z =0,...,n— 1).

Insgesamt folgt die Auflésbarkeit von G. O

Die folgenden beiden Beobachtungen komplettieren den Beweis von Satz[1.2.5.8. Sie ergeben
die Kommutativitédt sémtlicher Faktoren A; 1 = Autg, (Fiy1).

Beobachtung 1.2.5.10. Sei ¢ eine Primzahl und L ein Zerfallungskorper von x4 — 1 iiber K,
dann ist Auty (L) kommutativ.

Beweis. Ist Char K = ¢, dann ist 29—1 = (z—1)9 und daher L = K und A = (1) kommutativ. Sei
also Char K # ¢. Dann hat 2 — 1 paarweise verschiedene Nullstellen (betrachte die Ableitung).
Die Menge N der ¢ Nullstellen ist eine multiplikative Untergruppe von L\ {0} und zyklisch, etwa
N = (p). Dann ist L = K(¢). Ein Automorphismus aus Autg (L) ist durch seine Wirkung auf
¢ vollig bestimmt. Seien o, 7 € Autg (L), dann gibt es i,5 € {1,...,q— 1} mit denen o(p) = ¢
und 7(p) = 7 gilt. Offensichtlich ist dann o7(p) = 70 (), woraus o7 = 70 folgt. Demnach ist
Autg (L) kommutativ. O

Beobachtung 1.2.5.11. Sei ¢ eine Primzahl, K ein Kérper und a € K. In K|x]| zerfalle 27 — 1
in Linearfaktoren. Sei aulerdem L ein Zerfillungskorper von 2% — a iiber K. Dann ist Autg (L)
kommutativ.

Beweis. Die Nullstellenmenge N von x? — 1 ist eine kommutative Gruppe. Fiir die Nullstel-

lenmenge M von z¢ — a gilt M = Na, wobei a eine Nullstelle von z?¢ — a ist. Seien nun
0,7 € Autg (L), dann muBl mit geeigneten ¢,9 € N gelten o(a) = pa und 7(a) = Ya. Da
L = K(«) ergibt sich o1 = 70. O

Ubungsaufgabe: Zeigen Sie in beiden Beobachtungen, dass Aut k(L) sogar zyklisch ist.

Was hilft uns Satz[1.2.5.87

Bei konkretem f € Q[z] etwa: Theorieorientiert: Konstruiere Zerfillungskorper und betrachte
die Gruppe. (Ist f unzerlegbar? Dann Fi := Qz]/fQ[z], und zerlege f iiber F} in Primfaktoren;
dies ist in endlich vielen Schritten berechenbar.) Zur Berechnung der Automorphismengruppe
(Galois-Gruppe) siehe weiter unten.

Wenn G nicht auflésbar ist, ist Satz[1.2.5.8 niitzlich.
Beispiele nicht auflésbarer Polynome: Siehe zum Beispiel das Aufgabenblatt.

Definition 1.2.5.12. Sei f € K[z]\ K, L ein Zerfillungskorper von f iber K und LK(f) =1
(also f normiert). Dann heiffit Autg (L) Galois-Gruppe von f iber K. Bezeichne Autg (L) mit
Gy.

Beobachtung 1.2.5.13 (Wiederholung). Ist f unzerlegbar, deg f = n, L = K(ay,...,a,),
so ist Gy isomorph zu einer Untergruppe von S,. Also ist |G ¢| ein Teiler von n!. Dabei kommt
S,, selber vor!
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Ist S, auflésbar? Da hilft folgender Satz aus der Gruppentheorie (vergleiche z. B. Jacobson,
S. 240):

Satz 1.2.5.14. Ist n > 5, so ist S, nicht auflosbar.

Satz 1.2.5.15. Sei p prim, f € Q[x] unzerlegbar, deg f = p. Wenn f genau zwei nicht-reelle
Nullstellen hat, dann ist Gy = S,,.

Beweis. Sei L ein Zerfallungskorper von f iiber Q und n = [L : Q]. Sei « € L mit f(«) = 0.

L

n

Q
Es folgt (Gradsatz, f = MiPo(«, Q))
p|n.

Dann hat G = Autg(L) genau n Elemente. Gruppentheorie: Es gibt eine Untergruppe der
Ordnung p (und diese ist zyklisch). Sei etwa o der Erzeuger; dann muss o ein p-Zyklus sein.

Entspreche 7 der komplexen Konjugation. Dann wirkt 7 als Transposition auf {aq,. .., ay,}. Die
Behauptung folgt mit Lemma[1.2.5.16: 0

Lemma 1.2.5.16. Sei U eine Untergruppe von S,, p prim, die einen p-Zyklus und eine Trans-
position enthdlt. Dann ist U = S,.

Beispiele 1.2.5.17.
e 2° — 62 + 3 [Kap72, S. 34];

o 15 —4x + 3 [Kun94, S. 193].

Vor dem Beweis mochten wir die Zykelschreibweise fiir Permutationen einfithren. Wir schrei-
ben (iyiz---i,) fiir die Permutation der Menge {1,...,n}, die i; auf 4,41 und ¢, auf 4; abbildet
und sonst die Identitdt ist. Nun kann jede Permutation o € S, als Produkt solcher Zyklen

geschrieben werden:
(1) (1) ) (i(k) (k) ).

o = (21 ”.Zr(l) 1 ...Zr(k)

Eine Transposition ist also ein Zykel der Form (ij).

Beweis von Lemmal1.2.5.16. Sei ohne Einschrinkung p > 3.

Sei o der p-Zykel und 7 = (ij), i < j die Transposition. Es gibt ein k € {1,...,p — 1} mit
o¥(i) = j. Da p prim ist 0¥ ein p-Zyklus. Ohne Einschrinkung sei o = (12---p), 7 = (12).
Nun gilt o700t = (23), 0?7072 = (34), ... (denn: (1---p)(12)(1p---2) = (23)). Nun ist jede
Transposition als Produkt der Transpositionen (12), (23), ..., (p — 1,p), (pl) darstellbar und
liegt damit in U, und damit wiederum folgt U = S),. O
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1.2.6 Zur Berechnung von Galois-Gruppen
Literatur:
o Garling, A course in Galois-Theory [HG86],
e van der Waerden, Algebra [Wae03],
e Cohen, A Course in Computational Number Theory [Coh03].
Hier:
e prinzipielles Verfahren
e Anwendung: modulares Verfahren
e Hinweise zu “realistischen” Verfahren

Idee: Sei f € Qz] unzerlegbar, deg f = n, [L : Q] < n! mit L Zerfillungskérper von f
iiber Q. Es sei L galoissch iiber Q (also Q@ = Q). Es gibt ein 3 derart, das L = Q(3). Seien
ai,...,on € L die Nullstellen von f, dann kann § in der Form > 7 ; a;n; gefunden werden
mit 1; € Q (Satz vom primitiven Element). Sei 0 € G (also Permutation der «a;s). Dann ist

o(B) = Zaa(i)m = Zai%*l(z‘y Es ist MiPo(3,Q) = Haecf (x —o(0)).
Universell/Allgemein: Sei K ein Koérper, t1,...,t,, y1,...,yn algebraisch unabhéngig iiber

K. Betrachte
n n n!
e 1 ( _ zta@yi) 1] ( B tiyal(i>> o)
o€Sn i=1 oESn i=1 i=0
wobei
¢ € Klt1, ..., tn, Y1, -+, Yn) und p € Kltr,....tn, Y1, -, Yn][] ist.

Die ¢; sind symmetrisch in (K[y1, ..., yn])[t1, ..., tn] und in (K[t1, ..., t5])[y1, . . ., yn]. Der Haupt-
satz iiber symmetrische Polynome besagt, dass die ¢; darstellbar sind durch symmetrische Po-
lynome.

Beispiele 1.2.6.1.

(a) Firn = 2:p= (z—t1y1 —toy2)(x —tay1 —t1y2) = z? —s51(t)p1(y)z+ (s2(t)p2(y) +p2(t)s2(y))
wobei p1(y) = s1(y) = y1 + y2 und p2(y) = y% + y%

(b) Fiirn=3:p=a®— -+ (s3(t)p3(y) + p3(t)s3(y)) mit ps(y) = v} +y3 + v3.

(c) Allgemein: p hat (n + 1)™ Terme. Im Fall n = 9 sind dies bereits iiber 10362831 Terme!

Im folgenden werden Permutationen o € S, auf sehr unterschiedliche Weisen interpretiert:

o 0,
— Automorphismen von L = K(aq,...,ay) iiber K, und die «; sind die paarweise
verschiedenen Nullstellen von f € K[z];
— Automorphismen von Ly, ..., y,] iiber K[yi,...,ynl;
— Automorphismen von Lyi, ..., yy|[z] tiber K[y1,...,yn][x].
o Ty
— Automorphismen von Klyi,...,y,] iiber K;
— Automorphismen von L[yi, ..., y,] iiber L;

— Automorphismen von L[yi, ..., y,][x] iiber L[x].



1.2. GALOISTHEORIE 39

Insbesondere werden diese Interpretationen auch benutzt fiir o € Gy C S,,. Seinun f € K[z]\ K,
LK(f)=1,und f habe die paarweise verschiedene Nullstellen a1, ..., oy, (n = deg f) in L, wobei
L Zerféllungskorper von f iiber K sei (insbesondere K = K). Einsetzen der «; in p liefert:

F= ]] @-amy == tomun) = [ (@—0a(B)) B=> aiy)

O'ESn O'GSn
=11 (e~ Xow) = [ =o' 6) = I] @~ ul®).
UESn UGSn UESn
Esist F' € K[y1,...,yn][z], denn (siche oben bei p) die ¢; sind symmetrisch in den «;. Einsetzen
der o; fithrt nach K. Beachte, dass oy, (3) = o, () fiir alle o € S,, gilt (Umordnung der Summe).
Wichtig: Die c¢;j(aq,...,a,) kénnen ohne Kenntnis der «; berechnet werden. Zerlege F' in
Primfaktoren in K[y, ..., yn][x] (zum Beispiel iiber Q in endlich vielen Schritten moglich).

Nun gilt F' unzerlegbar < Gy = S,. Sei nun F' = Fy---F,, r > 2, F; prim (paarweise
verschieden!). Dann gibt es Ny,..., N, C S, mit [JN; =Sy, N; N N; = 0 fiir i # j, und

Fi= ] = 0aB) = ] (= 05" (8))-

ocEN; ocEN;

Beachte: Anwenden von o, auf F' permutiert die Primfaktoren.
Wo steckt die Galois-Gruppe G?: Sei G; := {0 € S, | 0y(F;) = Fi}.

Behauptung: Alle G; sind konjugiert, d. h. zu G;, G; gibt es ein 7 € S, mit
Gl =G,
yGit, = Gj.

Beweis: Da S,, auf den n! Linearfaktoren (z — o,(f)) transitiv operiert gibt es
zu i # j stets ein 7 € S, derart, dass 7,F; = Fj. Dann ist @ijl = G, und
insbesondere G; = Gj. ]

Satz 1.2.6.2. Unter obrigen Voraussetzungen und der Annahme (x — 3) | F1 bzw. id € Ny gilt
Gy =G.

Beweis. Sei H = Haer (x — oy(B)). Wir zeigen, dass H unzerlegbar in Klyi, ..., y][z] ist. Da
F} und H beide g als Nullstelle haben und unzerlegbar und normiert sind folgt F; = H und somit
Gy = Ni. Nun ist Ny eine Untergruppe von S, womit G1 = {0 € S;, | N1 = N1} = N; = Gy
folgt.

Beachte, dass K(y1,...,yn)(a1,...,a,) galois’sch iiber K(yi,...,yy) ist, und dass man die
zugehorige Galoisgruppe durch {7, | 7 € G} gegeben ist. Sei 7 € G; dann ist

()= [[ @=70y8) = ] @ =0y, ' (8) = [] (@ —0y(8) = H.

O'EGf O’EGf O’EGf

Damit folgt H € K(y1,...,yn)[z] und auch H € K[yi,...,ys][z]. Dass H unzerlegbar ist folgt
daraus, dass alle 0,(f3), 0 € Gy Nullstellen von H sein miissen. O

Folgerung 1.2.6.3. Die Galois-Gruppe Gy ist effektiv berechenbar z. B. iiber Q oder gewissen
FErweiterungen.

Erlduterung: Ein moglicher Algorithmus:

e Eingabe f € Q[z] \ Q mit LK(f) =1, deg f = n, und f ohne mehrfache Nullstellen.

1. Stelle p dar in Q[t1,...,tn,y1,.-.,Ynllx]:

n!
p=Y 3" gPydat (0 € Qltr,... o], d=(drs...,dn) €N, yf =yt ooy,
k=0

Es ist p symmetrisch in den ¢;.
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2. Stelle g4 durch elementarsymmetrische Polynome dar:

p€Qls1(t),...,sn(®)][y1,- -, ynllx].

3. Esseil f=a"+ Z?:_()l a;x'. Setze a;j fiir s; ein (i, ] geeignet) und erhalte F'.

4. Faktorisiere F', F = Fy --- F}.

5. Fiir ein F; bestimmte G; = G.

Abschluss von Abschnitt 6: Das Verfahren, welches sich aus Satz [1.2.6.2 bzw. Folge-

rung [1.2.6.2 ergibt, ist praktisch gesehen fiir wachsende n unrealistisch (“Explosion”). Aber
es gibt praktische relevante Konsequenzen!

Satz 1.2.6.4. Seien f € Z[z|, p prim, ?é f (mod p) (in Z,), LK(f) = 1. Es habe f paar-
weise verschiedene Nullstellen in C und f habe paarweise verschiedene Nullstellen in einem
Zerfillungskdrper tiber Z,. Dann ist G? isomorph zu einer Untergruppe von Gy. Bei geeigneter
Interpretation: GT C Gy Untergruppe.

Beweis. Siehe van der Waerden [Wae03] oder Garling [HG86]. O

Beachte: G7 ist die Galoisgruppe von f iiber Z, und daher zyklisch (ohne Beweis).

Beispiel 1.2.6.5. Sei f = 2% + 2 + 1, unzerlegbar in Z[z].
en=2f=(+22+1)%
en=23 f=(z*+222+ 1)(x+ 1)(z+2);
en=>5f= (2 +42? +2+2) (23 + 2%+ 2 +3);
en="f=a0+2+1.
Auswertung:
e Modulo 7: G enthélt einen Automorphismus der Ordnung 6, da [Z7[z]/ fZz[x] : Z7] = 6.

o Esist [Zs[z]/(x* + 223 + 1)Zs[z] : Zs] = 4. G enthilt ein Element der Ordnung 4.

Solche Informationen geniigen oft zur vollstdndigen Bestimmung von G'y.

Weiteres realistisches Verfahren: (vergleiche [Coh03]) Resolventenpolynome F € Z[ty, . .., t,],
U:={o0 € Gy | Fltoqy, - tom)) = F(t1,...,tn)}. V sei Vertretersystem fiir Gy Modulo U.
Die Resolvente ist gegeben durch R(F, f) := [[,cy (* — F(ag()s- - Qo))
e Berechne numerisch annhidherungsweise ay, ..., a, € C (Nullstellen von f).
e Berechne damit R(F, f) niherungsweise. Da R(F, f) ganzzahlige Koeffizienten haben muss,
kann man unter der Voraussetzung, dass genau genug gerechnet wurde, die Koeflizienten
des nidherungsweise bestimmten Polynoms runden und erhélt das exakte R(F), f).

e Benutze Satz von Soicher!

Wahl von F jeweils speziell fiir jedes n — [Coh03].
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Schlussbemerkung zur Galois-Theorie

e vieles erreicht;
e vieles konnte folgen, nicht behandelt wurden unter anderen

— Umkehrung des Hauptsatzes (Satz(1.2.3.1),
— allgemeine Diskriminanten,
— Normen und Spuren,

— Normalbasis
und so weiter;
e die Galoistheorie ist ein Herzstiick der Mathematik mit prigender Wirkung!

e Ein Beispiel ist die differentielle Galoistheorie.

Sei Mg der Korper der reellen meromorphen Funktionen, C C Mpg. Zum Beispiel sind
sin, cos, exp transzendent iiber C, und ebenso alle nicht konstanten Polynome. Aber:
(D? + 1)sin = 0, also mit f := D? + 1 gilt f(sin) = sin” +sin = 0; der Sinus ist also
differentialalgebraisch tiber R.

Beispiel einer differentialtranszendenten Funktion ist die I'-Funktion.

Vergleiche Kaplanski, An Introduction to Differential Algebra [Kap76] und Magid, Lectures
on Differential Galois Theory [Mag94].

Zusatz: Was ist eine transzendente Funktion? Sei
Mp = { reelle meromorphe Funktionen }, R[z] € MR

mit x = idg. Dann heifit f € Mp eine transzendente Funktion, wenn f transzendent iiber
R[] ist. Zum Beispiel sind sin, cos, exp transzendent.
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1.2.7 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Literatur: Es gibt uniibersehbar viele Darstellungen der Galoistheorie. Alle bisher in der
Vorlesung genannten Algebra-Werke enthalten auch Kapitel tiber Galoistheorie und bei fast
allen ist darin ein Abschnitt {iber Konstruktionen mit Zirkel und Lineal enthalten. Dariiber
hinaus seien besonders hervorgehoben:

e Josef Rotmann, Galois Theory [Rot90];
e Charles Robert Hadlock, Field Theory and its Classical Problems [Had78];
e lan Stewart, Galois Theory [Ste73].

Das Buch von Rotman enthilt einen sehr lesenswerten (in der 2. Auflage berichtigten) An-
hang iiber “old-fashioned Galois Theory”. Eine Besonderheit des Buches von Hadlock ist, dass
Sétze stets so elementar wie moglich bewiesen werden und das alle Ubungsaufgaben geldst sind.
Lesenswert sind zum Beispiel auch die historischen Bemerkungen bei Stewart, Seite 57ff.

Kurze historische Hinweise finden sich in allen angegebenen Biichern. Ausfiihrlichere finden
sich in

e N. Bourbaki, Elements de Mathematiques, Algebra Ch. 4, 5, Notes historiques [Bou59],
e B. L. v. d. Waerden, A history of Algebra [Wae85].
Vorbemerkungen: Die klassischen Konstruktionsprobleme, um die es im folgenden geht, sind:

e Quadratur des Kreies,

Rektifikation des Kreisumfanges,

Wiirfelverdoppelung,

Dreiteilung eines Winkels und schliefflich die

Konstruktion eines regelméfigen n-Eckes.

Das Problem der Wiirfelverdoppelung wird oft auch Deli’sches Problem genannt; siehe dazu
Hadlock S. 2/3.

“Konstruktion” heifit dabei stets Konstruktion mit Zirkel und Lineal. Alle aufgefiihrten
Probleme sind zumindest teilweise unlésbar, wenn man sich strikt an gewisse Konstruktions-
regeln (siehe unten) hélt. Innerhalb der nach diesen Regeln konstruierten Geometrie wird die
Unmoglichkeit gewisser Konstruktionsergebnisse nicht deutlich. Erst die analytisch-algebraische
Interpretation der Konstruktion ebnete den Weg zu einer Klirung, indem sie die geometrischen
Probleme in algebraische Probleme {ibersetzte, die im Laufe des 19. Jahrhundert gelost wur-
den. Ausnahme dabei ist die Konstruktion eines regelméfigen n-Eckes, bei der das zugehorige
algebraische Problem bis heute noch nicht vollsténdig gelost ist (siehe unten).

Die “Ubersetzung” der Konstruktionsprobleme in algebraische Probleme ergibt sich mit ele-
mentaren Hilfsmitteln der analytischen Geometrie und der Korpertheorie: Der Schwierigkeits-
grad der entstehenden algebraischen Probleme ist recht unterschiedlich:

e die Quadratur des Kreises und die Rektifikation des Kreisumfanges sind dquivalent zur
Transzendenz von T;

e die Wiirfelverdoppelung ist dquivalent zur Bestimmung von [Q(+/2) : Q];
e die Dreiteilung des Winkels ¢ ist dquivalent zur Bestimmung von [Q(cos ¢)(cos %) : Q(cos ¢)];

e und die Konstruktion eines regelméfligen n-Eckes ist dquivalent zur Bestimmung aller
Fermat-Primzahlen.
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Nur bei dem zuletzt aufgefithrten “Ubersetzungs”-Problem werden wir die Galoistheorie und
insbesondere die Ergebnisse aus Abschnitt 5 einsetzen.
Die zuldssigen Konstruktionsschritte: Es geht um Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
in der Ebene. Letzere fassen wir als R?> = C auf mit dem rechtwinkligen Koordinatensystem,
das durch 1 und i vorgegeben ist.

Stets ist eine Punktmenge M vorgegeben () # M C C), aus der heraus neue Punkte nach
gewissen Regeln konstruiert werden kénnen:

e Mit dem Lineal konnen wir durch je zwei verschiedene Punkte a,b € M eine Gerade ziehen:

=T'(a,b)

Abbildung 1.1: Konstruktion einer Linie durch zwei Punkte

Diese sei mit I'(a, b) bezeichnet. Es ist I'(a, b) = I'(, a).

e Mit dem Zirkel konnen wir zu zwei gegebenen verschiedenen Punkten a,b € M um a
herum einen Kreis schlagen mit dem Radius |b — a|, der durch b geht:

K =K(a,b)

Abbildung 1.2: Konstruktion eines Kreises mit Hilfe von zwei Punkten

Dieser sei mit K(a,b) bezeichnet. Es gilt im allgemeinen K(a,b) # K(b, a)!

Offensichtlich ist es dabei sinnvoll, |[M| > 2 stets vorauszusetzen. AuBerdem wird weiter unten
vorausgesetzt, dass 0,1 € M ist. Dies kann im Fall |M| > 2 durch einen affinen Koordinaten-
wechsel erreicht werden.

Definition 1.2.7.1. Sei M C C mit |[M| > 2.
(a) Es heifit ¢ € C (in einem Schritt) aus M konstruierbar, wenn es a,b,a’,b’ € M mit a # b,
a #b gibt so, dass mit ' =T'(a,b), I" =T'(d', V), K = K(a,b), K' = K(d', V) gilt
(i) ce’NT und NI =1;
(ii)) ce I'NK und ' NK| =2; oder
(i) ce KNK und KN K'| = 2.
(b) Seien M© .= M, MM := {¢ € C | c aus M in einem Schritt konstruierbar } und fir r > 1
sei M) .= (M=) D) rekursiv definiert, und schlieflich

M= U M),
r>0

Es heifit ¢ aus M in endlich vielen Schritten konstruierbar, wenn gilt ¢ € M.

Bea}chte dabei: Stets ist M ¢ MM, und deswegen ist M ¢ MM ¢ M@ ¢ ... ¢ M") ¢
.-+ C M eine aufsteigende Kette. )

Beachte weiterhin: Es gilt ¢ € M genau dann, wenn es ein r € N gibt mit ¢ € M), Weiterhin
ist selbst im Fall | M| = 2 bereits (M’ — !
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1.2.7.1 Algebraische Beschreibung der Konstruktionsschritte und einige Folgerun-
gen

Die Auffassung der Konstruktionsebene als R? oder C beinhaltet bereits die Zugrundelegung
eines rechtwinkligen (cartesischen) Koordinatensystems. Dies ist die Grundlage fiir die algebrai-
sche Formulierung von Konstruktionsproblemen. Geraden und Kreise lassen sich durch Gleichun-
gen beschreiben. Die Punkte in M) ergeben sich dann als Lésungen von Gleichungssystemen.
Da wir (im Sinne der Algebraisierung) C dem R? vorziehen, ist es dann auch zweckmiBig, Gera-
den und Kreise im Komplexen zu beschreiben ohne Riickgriff auf die reellen Koordinaten (Real-
und Imaginérteil). Dies geschieht im folgenden:

Hilfssatz 1.2.7.2. Seien a,b € C und a # b.
(a) Esist'(a,b)={z€C|(b—a)(z—a)=(b—a)(z—a)}

(b) und K(a,b) ={z€C|(z—a)(z—a)=(b—a)(b—a)}.

Dabei wurde wie iblich die zu w € C konjugierte komplexe Zahl mit W bezeichnet.

Bewess.

(a) Sei A die rechtsstehende Menge. Man rechnet nach: I' = {a + (b —a)t | t € R} C A.
Umgekehrt gilt fiir z € A

(z—a)b—a) =(z—a)(b—a)7T,
daher gibt es ein ¢ € R mit (z —a) = t(b—a). Somit z € I', bzw. A C T".

(b) Ist wohl allgemein bekannt.
U

Sind im Hilfssatz a,b € M, dann sind sowohl b — a, b — a nicht mehr notwendigerweise in
M. Bei der Bestimmung etwa von I'(a,b) N K(a’,t’) und o', b’ € M treten noch verwickeltere
Ausdriicke in a,b,a’,0 auf, die im Allgemeinen alle nicht mehr in M liegen. Allerdings liegen
sie alle in Q(M U M) oder in einer Erweiterung vom Grad 2 von Q(M U M). Unter der zusétz-

lichen Voraussetzung 0,1 € M wird sich spéter noch ergeben, dass Q(M U M) C M gilt (folgt
unmittelbar aus Satz[1.2.7.8, siehe unten). Vorldufig spielt dies allerdings noch keine Rolle.

Satz 1.2.7.3. Seic € M. Dann ist

[Q(M U)(c) : QM UDM)] < 2.

Dabei ist M = {z | z € M}.

Bemerkung 1.2.7.4 (Wiederholung). Wenn Char K # 2 und [F : K| = 2, dann gibt es
a€F,dc K mit F=K(a) und o® = d (oder a = “V/d”). Kérpererweiterungen der Dimension
< 2, wie sie im Definition[1.2.7.1 auftreten, sind also stets Quadratwurzelerweiterungen (QWE).

Beweis von Satz|1.2.7.3.
(a) Betrachte folgende Zeichnung (Abbildung [1.3):
mit a # b, a’ # b und a,b,a’, v’ € M. Nach Hilfssatz[1.2.7.2(a) gilt
F'={zeC|(b—-a)(z—a)=(b—a)(z—a)}
und I'={zeC|(W —-d)(z—a)= U —-d)(z—d)}.

Fiir z € ' NI’ gilt dann

b— V—d _
a(z—a)—i—ﬁ und E:b/_zl(z—a')—i-a’,

also zu = v fiir u,v € Q(M U M).
Man sieht: Falls TNTY # 0, und T # I ist z € Q(M U M).
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Abbildung 1.4: Skizze zum Beweis von Satz[1.2.7.3, Beweisschritt (b)

(b) Mit Hilfssatz [1.2.7.2(a) und (b) erhélt man (Abbildung[1.4):

F={zeC|(b-a)z—a)=0a)—a) (+)

und K={zeC|(z-d)(z—d)=0-d)¥ —d)} (1.2.7.1)

Fir z € I'NK gilt zunéchst wieder z = %(z —a)+a. Damit kann in (x) Z eliminiert werden
und es ergibt sich eine quadratische Losung fiir z iiber Q(M U M). Da b # a hat diese zwar
stets Losungen, aber die Losungen fithren nicht immer zu Punkten in I' N KC.

(c) Hier gilt nach Hilfssatz 1.2.7.2(b) (Abbildung [1.5):

Abbildung 1.5: Skizze zum Beweis von Satz[1.2.7.3, Beweisschritt (c)

Fiir z € LN K’ gilt z = (b=a)(b=a) | G ynd 7 = E=DE =) | 77 Fs resultiert wieder eine

z—a z—a'

quadratische Gleichung fiir z mit Koeffizienten aus Q(M U M).
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O

Beispiel 1.2.7.5 (zu Beweisteil (b)). Seia=0,b=1i,a =2, =3. Dannist ' = {z € C |
zZ=—z2tund K ={2€ C| (2—2)(Z—2) =1} und die resultierende quadratische Gleichung
lautet 2?2 = 3.

Bemerkung 1.2.7.6. Sei K ein Unterkorper von C mit K = K und sei ¢ € C. Dann gilt
[K(c) : K] = [K() : K],

denn die komplexe Konjugation ~ ist ein Automorphismus von C.

Definition 1.2.7.7. Sei K = Fy C Fy C --- C F, = F ein Korperturm und es gelte [F; : F;_1] <
2 fiir alle 1 <i <r, dann heifst F iterierte Quadratwurzelerweiterung (kurz: i1QWE) von K.

Als Motivation fiir diese Definition dient der folgende Satz.
Satz 1.2.7.8. Sei K = Q(M U M).

(a) Ist c € C konstruierbar aus M, dann liegt K (c) in einer iterierten Quadratwurzelerweiterung
innerhalb C von K.

(b) Insbesondere ist [K(c): K] = 2™ mit geeignetem m € N.

Fiir (a) gibt es eine Umkehrung, siehe Satz|1.2.7.12, Aus [K(c) : K] = 2™ folgt jedoch im
Allgemeinen nicht die Konstruierbarkeit von c. Fir ein Gegenbeispiel siehe J. Rotmann: Galois
Theory, Remark p. 90.

Beweis. Seien cq,...,c, = ¢ die Punkte, die sich jeweils bei den endlich vielen Konstruktions-
schritten ergeben. Und zwar ¢; aus M und ¢; aus (M U{cq,.. .,ci,l})(l) fiirl <i<s. Wir
betrachten folgenden Korperturm:

K C K(c1) C K(e1,¢1) C Ki(e2) C Ki(e2,02) C -+ C Ks1(cs) C Ky1(cs,C5) =: F.
——— ——— —————
=K =:K> =:Ks

Wegen Satz 1.2.7.3[und der nachfolgenden Bemerkung[1.2.7.6 ist F' eine iterierte Quadratwur-
zelerweiterung von K. Beachte dabei, dass K, = Q(M U{c1,...,c, JUM U{c1,...,c }) ist. O

Der in den Vorbemerkungen angesprochene “Ubersetzungsvorgang” wird durch Satz 1.2.7.8(a)
und seine spéitere Umkehrung in Satz[1.2.7.12 geleistet:

Es ist ¢ aus M konstruierbar genau dann, wenn Q(M U M)(c) Teilmenge einer iterierten
Quadratwurzelerweiterung von Q(M U M) ist.

Will man darauf hinaus, dass ¢ nicht konstruierbar ist, geniigt schon Satz[1.2.7.8(a): Man
versucht zu zeigen, dass ¢ nicht in einem Quadratwurzelturm iiber Q(M U M) liegen kann.

Auch ohne die Umkehrung von Satz[1.2.7.8(a) lassen sich daher die oben angegebenen klas-
sischen Konstruktionsprobleme schon weitgehend kléren.

(a) Quadratur des Kreises: Gegeben M = {0,1} = M, also Q(MUM) = Q. Zu konstruieren:
_
c= Y~

Da [Q(v/7) : Q(7)] = 2 und [Q(7) : Q] = 0o wegen der Transzendenz von 8 st [Q(e) : Q] =
00. Also kann Q(c¢) nicht in einer iterierten Quadratwurzelerweiterung von Q liegen. Wegen
Satz[1.2.7.8/ist ¢ nicht konstruierbar.

(b) Rektifikation des Kreisumfanges: Gegeben M = {0,i}, zu konstruieren ist ¢ = 2.
Vorgehen analog zu (a) liefert das Ergebnis: ¢ ist nicht konstruierbar.

(c) Wiirfelverdoppelung: Gegeben ist M = {0,1}, und zu konstruieren ist ¢ = /2. Da
[Q(c) : Q] = 3 ist ¢ nach Satz1.2.7.8/nicht konstruierbar.
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Abbildung 1.6: Quadratur des Kreises

I 1 2

Abbildung 1.7: Rektifikation des Kreisumfanges

(d) Dreiteilung des Winkels ¢: Gegeben ist {0, 1, a}. Zu konstruieren ist irgendein Punkt b #
0 auf I" (sieche Abbildung/1.9). Offensichtlich ist ein solcher Punkt b genau dann konstruierbar
aus {0,1,a}, wenn cos § aus M = {0,1,cos ¢} konstruierbar ist.

Fiir gewisse ¢ ist eine Konstruktion moglich, zum Beispiel fiir ¢ = 90 Grad. Wegen Satz[1.2.7.8
untersuchen wir an Stelle des geometrischen Problems die Korpererweiterung F' = K (cos )
mit K = Q(cosy). Ist [F' : K| ungerade, ergibt sich die Unméglichkeit einer Konstruktion

fiir den gegebenen Winkel ¢.
Aus der Beziehung

. Lo\ 3
cosgo—l—isin(p:ew:(elS) :(cosg—i—ising)3
erhilt man eine Gleichung fiir a = 2cos % iiber K:

3
(2008%) -3 (2(:05%) —2cosp =0

bzw. a® — 3a — 2cos p = 0.
Behauptung: Fiir ¢ = 60 Grad ist cos% = co0s 20 Grad nicht konstruierbar.

Beweis: Dann ist cosp = % und f = 2% — 322 — 1 hat 2a = 2co0s20 Grad als Nullstelle.
Es ist f € Z[z] mit LK(f) = 1. Dann miissen alle rationalen Nulsltellen ganz sein und den
konstanten Term —1 teilen. Da f(1) # 0 # f(—1) hat f keine rationalen Nullstellen und ist
somit als Polynom vom Grad 3 unzerlegbar iiber K = Q(cos 60 Grad) = Q(5) = Q. Es folgt
[F': K] =3 und mit Satz[1.2.7.8 die Behauptung. O

Wie wir gesehen haben, fiithrt die Einfiihrung von Koordinaten und die algebraische Be-
schreibung (analytische Geometrie) zu einer “Trivialisierung” der betrachteten Konstruktions-
probleme. Das folgende Konstruktionsproblem ist auch auf der algebraischen Seite noch nicht
gelost:

Problem: Fiir welche n ist die Konstruktion der Eckpunkte eines regelméfiigen n-Eckes aus
M = {0,1} mit Zirkel und Lineal moglich?

Unser bisheriger Wissenstand erlaubt immerhin eine folgende Teilaussage, fiir die wir folgende

Definition benéttigen:

8Satz von Lindemann 1882 zitiert nach Ebbinghaus et al, Zahlen, 2. Auflage 1988, Seite 124.
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——

2

Abbildung 1.8: Wiirfelverdoppelung

w6

+ ‘
COS¥cos £ 1

Abbildung 1.9: Dreiteilung des Winkels ¢

Definition 1.2.7.9. Fine Primzahl p heif$t Fermat-Primzahl, wenn p = 22 41 mit t € N.
Bisher sind nur die Fermat-Primzahlen p = 3, 5, 17, 257 und 65537 bekannt (¢ =0,...,4).

Satz 1.2.7.10. Sei n > 3. Wenn das regelmdfige n-Eck aus {0,1} durch Zirkel und Lineal

konstruierbar ist, dann ist entweder n = 25 mit k > 2 oder n = 2Fp;---p, mit paarweise
verschiedenen Fermat-Primzahlen py,...,p, und k > 0.

Beweis.

(a) Das regelméflige n-Eck ist konstruierbar genau dann, wenn (, := e konstruierbar ist

(jeweils aus {0, 1}).
(b) Wenn ¢, konstruierbar ist, dann auch ,, fiir alle Teiler m von n, denn Cn% = (m-

(¢c) Wenn ¢, konstruierbar ist, p prim, p # 2 und p | n, dann ist p = p2t + 1, denn:
Da M = {0,1} ist hier Q(M UM) = Q. Das Minimalpolynom von (, iiber Q ist #P~1 +- ..+
x + 1. Daher ist [Q((p) : Q] = p — 1. Wegen Satz[1.2.7.8(b) muss dann gelten p — 1 = 2™,
m geeignet. Erstaunlicherweise muss nun zwangsldufig auch m einer Zweierpotenz sein. Denn
wére g > 2 ein ungerader Teiler von m mit m = rq, so wiirde gelten

P= M -l= —(2“1) -1 ung:erade (_2r)q -1
= (C2) =D ((2) e (22) 1),
#+1 #+1

<p
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(d) Ist p eine ungerade Primzahl mit p | n und ist ¢, konstruierbar, dann gilt nicht p? | n, denn:
Angenommen, es gelte p? | n. Wegen (b) ist dann (p2 konstruierbar. Nun ist (2 Nullstelle

2
von L =1 = (pr)izl = (zP)P~1 + ... + (zP) + 1 = f. Nun ist f unzerlegbar in Q[z] (mit

x := u+ 1 und Eisenstein; vergleiche Teil Einfithrung in die Algebra). Da deg f = p(p — 1)
folgt p | [Q((p2) : Q] im Widerspruch zu Satz[1.2.7.8(b).

O]

Nun mochte man natiirlich gerne noch wissen, ob zumindst fiir die oben angegebenen Fermat-
Primzahlen ¢, auch wirklich konstruierbar ist. Die Vorgabe einer Konstruktion ist eine Moglich-
keit, das Problem zu 16sen (bis n = 17 schon Gaufl bekannt; interessante historische Hinweise
fir n = 257 und n = 65537 in [FS83, S. 211] und in [Had78, p. 119]). Auf Gaul geht auch
die Umkehrung von Satz[1.2.7.10 zuriick. Zu ihrer Herleitung bendtigen wir eine Umkehrung

von Satz[1.2.7.8(a). Diese wird sich unmittelbar aus folgender detaillierten Beschreibung von M
ergeben, die auch fiir sich interessant ist.

Satz 1.2.7.11. Seien 0,1 € M.

(a) FEs ist M ein Unterkorper von C.

(b) Mit dem Kérper W = MNR gilt M = W +iW.
(c) Esist M algebraisch iber Q(M).

(d) Der Korper M besitzt keine Korpererweiterung der Dimension 2; kurz: M ist quadratisch
abgeschlossen.

(e) Der Kérper M ist der kleinste Unterkérper von C, der M enthdilt und quadratisch abge-
schlossen ist.

(f) Es ist M= U{F | F ist iterierte Quadratwurzelerweiterung von Q(M) in C}.

Der Beweis folgt am Ende des Abschnittes.

Die angekiindigte Umkehrung von Staz1.2.7.8(a) ergibt sich nun unmittelbar aus Satz[1.2.7.11(a)
und (d) oder (f):

Satz 1.2.7.12. Ist F eine iterierte Quadratwurzelerweiterung von Q(M) innerhalb C und c € F,
dann ist c € M (d. h. c ist konstruierbar).

Beweis. Da M C M und da M Unterkorper von C (Satz[1.2.7.11(a)) ist, gilt Q(M) C M. Wegen
Satz [1.2.7.11(d) oder (f) folgt nun sofort F' C M. O

Bemerkung 1.2.7.13. Satz[1.2.7.11(b) besagt insbesondere i € M und ¢, Re, Sc € M falls
ceM.

Mit Hilfe von Satz[1.2.7.12] erhalten wir Umkehrung von Satz[1.2.7.10:

Satz 1.2.7.14. Sein = 2* mit k > 2 oder n = 2Fpy---p, mit k > 0 und mit paarweise
verschiedenen Fermatprimzahlen pi,...,p.. Dann ist (, konstruierbar.

Bemerkung 1.2.7.15. Die Sétze 1.2.7.10 und [1.2.7.14 liefern eine vollstdndige Charakterisie-
rung derjenigen n, fiir die (, konstruierbar ist. Zugleich entsteht aber ein neues, zahlentheore-
tisches Problem: “Bestimme alle Fermat-Primzahlen.” Letzteres ist bislang ungeltst. Immerhin
wissen wir genau fiir welche n < 65537 (letzte bekannte Fermatprimzahlen) ¢, konstruierbar ist,
namlich fiir

n=3,4,5,6,8,10,12,15,16,17, 20,24, 30, 32, 34, . ..
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Beweis von Satz[1.2.7.1})

(a) Ist n = 2% dann ist ¢, offensichtlich konstruierbar.

(b) Sein = p, p eine Fermat-Primzahl. Das Minimalpolynom von (, iiber Q ist #P ™1 +---+z+1.
Daher ist [Q(¢y) : Q] = p — 1 = 2%, ¢ > 0 geeignet. Da a? ! + -+ 2 +1 =[]V (z - })
ist Q((p) Zerfallungskérper iiber K, also galois’sch iiber K, da ja CharQ = 0. Sei G =
Autg(Q(¢p)). Dann ist |G| =p — 1 = 2%,

Der erste Sylow’sche Satz (siehe [Jac85, S. 78]) besagt insbesondere, dass eine Gruppe der
Ordnung 2™ stets eine Untergruppe der Ordnung 2™~ ! enthilt. Diese ist zwangsliufig ein
Normalteiler (zur Ubung fiir den Leser)!

Mit Induktion ergibt sich daher, das G auflosbar ist, und zwar genauer, dass es eine Nor-

malteilerkette
(H)=G,4---<4Go=G

und |G;/Giy1| = [G; : Git1] = 2 gibt. Dem entspricht ein Kérperturm
QCcFcC - CF =Q()

mit [Fiy @ F;] = 2. Mit Satz[1.2.7.12]ist daher ¢, € {0, 1}, bzw. konstruierbar aus {0,1}.
(¢) Seien u,v € Ny, ggT(u,v) € Z* (also u, v teilerfremd) und seien (,, ¢, konstruierbar. Dann
ist auch (y, konstruierbar, denn:

Es gibt v/, v’ derart, dass uv’ + vu’ = 1 und es ist dann

’ ’
u v

(CU)UI (C,U)U/ = €(7+7)27T1 _ eﬂ — Cuv.

Da (y, ¢, € {0, 1} ist nun nach Satz[1.2.7.11(a) auch ¢y, € {0, 1}, oder, wenn man Satz 1.2.7.11
nicht benutzen will:

Nach Satz[1.2.7.8(a) sind Q(¢,) und Q(¢,) jeweils in einer iterierten Quadratwurzelerweite-
rung von Q innerhalb C enthalten ,daher auch Q(¢,) V Q(¢,) (zur Ubung fiir den Leser).

O]

Literaturhinweis: Ein Quadratwurzelausdruck fiir (17 wird ausfiihrlich bei F. Bachmann,
Algebra (1990) hergeleitet (Seite 186ff). Dort gibt es weitere Hinweise auf Seite 189. Die folgende
Formeln fiir ;7 ist diesem Buch entnommen:

(17 = %S+iw1 — (%5’)2
mit

—“14+V17  —1+V17 17T+ V17
8 * 16 2

S=(Gr+Ge) =

17 |1 1
N+3%T—7+¢7 T+J7_

1
t1 2 2

Offensichtlich ist 0 < § <2, da |(y7] = 1.
Es bleibt noch der Beweis von Satz[1.2.7.11] nachzutragen:

Beweis zu Satz1.2.7.11. Die folgenden neun Aussagen lassen sich alle durch Angabe einfacher
Konstruktionen beweisen. Sofern diese nicht offensichtlich sind, werden sie kurz angedeutet.
Satz[1.2.7.11] ergibt sich dann unmittelbar aus (1)—(9).

(1) ie M;

(2) a1 + iay € M impliziert ay,as € M;
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(3) a1 + iay € M impliziert as + iay, a1 — iay € M;
(4) a1,a2 € M NR impliziert a3 + iay € M;
(5) a,b € M NR impliziert a + b € M NR;

(6) a,be MR impliziert a - b € M R, denn:

Abbildung 1.10: Skizze zu Schritt (6) im Beweis von Satz[1.2.7.11

Siehe Abbildung 1.10. Es ist ¢ = ab aufgrund des Strahlensatzes.

(7) 0#ac€ MR impliziert a=' € M NR, denn:

Ziehe in obiger Figur die Gerade I'(1,a’) und konstruiere dann die Parallele durch e. Diese
schneidet die reelle Achse in a=! (Strahlensatz).

(8) 0<ac MR impliziert /a € M R, denn:

Abbildung 1.11: Skizze zu Schritt (8) im Beweis von Satz[1.2.7.11

Siehe Abbildung [1.11. Aufgrund des Ht')hensatzesg ist iy/a konstruierbar und damit auch
Va.
(9) a,be M impliziert a + b,a - b € M und 0 #+a€ M impliziert a=!, \/a € M.

Beachte dabei: mit a = 7el¥, b = sel? ist ab = rsel**t¥) und \/a = \/Fe%/:, und auflerdem

-1 _ a _
a —aaundaaeR.

O]

Schlussbemerkung: Das klassische Thema “Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal” kann
man als abgeschlossen ansehen. Allerdings stellt Satz [1.2.7.14 einen Zusammenhang her zu ei-
nem bisher ungelésten Problem der Zahlentheorie. Ganz anders sieht es aus, wenn man andere

9Es gilt h? = pq in ﬁ;
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Konstruktionstechniken zulésst. Ein Beispiel hierfiir ist die gut lesbare Arbeit Constructions
Using Conics von Eric Bainville und Bernard Geneves [BG00]. Dort werden unter anderem
schone Konstruktionen fiir regelméflige n-Ecke angegeben. Dabei wird sowohl MAPLE als auch
die Cabri-Geometrie-Software benutzt.
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2.0 Vorbemerkungen

Im Kapitel 1] wurden moglichst kleine Korper untersucht, welche die Koeffizienten von f enthal-
ten, und moglichst kleine Korper, welche die Nullstellen von f enthalten. Solche Kérper werden

betrachtet, um f zu verstehen.
In Kapitel 2 sind f1,..., f, € K[z1,...,z,] gegeben. Es geht um das Beschreiben von

V={veK"| filv)=0firalei=1,...,7}.

Ist zum Beispiel f = x1 + 2 € Q[z1,x2], so ist f(—m,7) =0, also 7 € V.
Nicht nur der Kérper der Koeffizienten bestimmt die algebraische Qualitdt der Losungen!

e Fall n = 1: Ist f € Q[z] \ Q unzerlegbar, V = {a € C | f(«) = 0}. Dann ist
{g € Qlz] | glv =0} = fQ[a].

o Im Fall n > 2 mit fi,...,fr € Q[z1,...,2,], V = {v € C" | fi(v) =0,i =
1,...,r}ist {g € Q[x1,...,2,] | gy = 0} nicht so einfach zu bestimmen.

Zur inhaltlichen Orientierung:

Beispiele 2.0.0.16. fiir das Auftreten algebraischer Gleichungssysteme und Ausdriicke:

(a) Esist Fi(z1,...,2r, fi(z1,..., %), ..., fs(z1,...,2,)) = 0 (mit F polynomial), k =1,2,....
Zum Beispiel fi(z1,...) = e*1173, fo(zy,...) =sinas, ...
Finde “moglichst einfache” und “dquivalente” Ausdriicke Gy, ..., G,.

(b) Lokale Optima: F(z1,...,y, f1,..., fs) polynomial, (gTi’ ce gTi) =0.
Zum Beispiel F' = 22y? + 3222 + 2222 € R[z, y, 2].

Aufgaben: Manipulation, Vereinfachung:

e Systematische Schreibweisen.

Endliche Darstellung.

Einfache, “schéne” Darstellung.

Rechenverfahren, Losen.

Wann ist die Losungsmenge endlich?
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2.1 Polynome und Monomordnungen

2.1.1 Vorbetrachtungen

Wie schreibe ich ein Polynom in mehreren Variablen auf? Was soll der Leitterm sein?
Falln=2: f=371",3"" aijz'y’ (der Ausdruck z’y/ wird Monom genannt).
Schone Veranschaulichung:

Beispiel 2.1.1.1. Sei f = 2y +xy — 2% + 523y + 2%y® — 8xy* + 229° — 1193 € Q[z, y]. Betrachte
Abbildung

.

¢ I €T

Abbildung 2.1: Das Newtonpolytop eines Polynoms f € Q[z, y]

Die konvexe Hiille der Punkte im Koordinatensystem wird als Newtonpolytop von f bezeich-
net, kurz New(f).

Was soll der Leitterm sein? (Bezeichnung LT'(P).) Es soll gelten LT(f-g) = LT(f)- LT (g).

Beispiel 2.1.1.2. Betrachte f = zy + 2%y + y?x € Q[z,y] und g = 23 + 2%y + 2%y? € Qlx, 9],
sieche Abbildung (2.2l Es ist fg = 2%y + 2%y + 2*y? + 259> + 252 + 2%y* + 2253 + 279 € Q[z, 7).
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Abbildung 2.2: Die Newtonpolytope zweier Polynome f, g € Q[z,y] und das des Produktes fg

2.1.2 Definition und wichtigste Eigenschaften von Monomordnungen

Wir betrachten Klzi,...,x,] in den Unbestimmten z1,...,z,. Diesen bezeichnen wir von nun
an kurz als K[z] mit * = (21,...,2,), und mit o = (i,...,i,) € N" schreiben wir z* fiir
xi' -+ - xlr. Damit schreiben sich Polynome f € K|[z] als

n

/ o a®

f= g AT :5 aq,iH T .
i=1

aeN"

Definition 2.1.2.1. Zu o € N" heifit 2 Monom (in K[z]). Insbesondere ist 1 = z° und
x; =a%, i=1,...,n. Bezeichne |a| :== 3" | o5 fiir a = (ou,..., o) € N" als den totalen Grad
oder Gesamtgrad von z®.

Beobachtung 2.1.2.2.
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(a) Die Menge der Monome in KJz] ist ein multiplikativer Untermonoid des multiplikativen
Monoiden K [x].

(b) Die Abbildung v — x® von (N, +) nach ({ Monome }, ) ist ein Monoidisomorphismus.
(¢) In K[z] gilt mit a, 3 € N™
2| a? = Vie{l,....n} o <Bi = Iy EN": at+y = f <= Vy € {—a+N"} : 227 | 2P,
(d) Fiir alle a, 8,7 € N* gilt 2 | 28 & 2077 | 277,
Beweis. Zur Ubung. O

Beispiel 2.1.2.2A. Sei f = 2"y und g = 2"'y* 2*'. Dann gilt f | g genau dann, wenn r < r/,
s<s undt<¢t.

Beachte: Bei (b) wird fiir die Injektivitit bendtigt, dass Monome K-linear unabhéngig bzw.
Z1,..., %y algebraisch unabhéngig iiber K sind.

Definition 2.1.2.3. Fine Menge M heifit (teilweise, partiell, schwach) geordnet, wenn es eine
Relation < auf M gibt mit

(i) Vae M:a<a (< ist reflexiv);
(ii) Va,b,ce M :a<bAb<c=a<c (< ist transitiv);
(iii) Ya,be M :a<bANb<a=a=Db (< ist antisymmetrisch).

Ist < eine Ordnung, so schreiben wir a > b wenn b < a, a < b wenn a < b und a # b und
a > b analog fir a,b € M.

Beispiele 2.1.2.4.

(a) Natiirliche Anordnung von N™:

a<gpfeVie{l,...,n}:a; <.

(b) Sei A € R¥™ und setze a <4 3 :& Aa <¢ AB fiir a, 8 € R”. Dann ist <4 eine Ordnung
auf R" genau dann, wenn rang A = n. (Spezialfall A = E,,, dann ist <4=<j.)

Es gilt stets: a <y 8o a+v<a B+1.

Frage: Wann gilt Voo € N” : 0 <4 o? (Ubung: alle Eintriige von A sind nicht-negativ.) Leider
ist <¢ nicht linear fiir n > 2.

Definition 2.1.2.5. Es sei M beziiglich < geordnet.

(a) Die Ordnungsrelation < heifit totale oder lineare Ordnung auf M, falls zusdtzlich gilt Va,b €
M:a<bVb<a.

(b) Eine lineare Ordnung < auf M heifst Wohlordnung auf M, wenn jede nichtleere Teilmenge
ein kleinstes Element enthdlt.

Beispiele 2.1.2.6.
(a) Die Ordnung <; auf N ist keine totale Ordnung.

(b) Betrachte die Ordnung N? in Abbildung[2.3| Diese Ordnung ist eine Wohlordnung.
(Analog fiir andere abzéhlbare Mengen.)

(¢c) Wohlordnungssatz (dquivalent zum Auswahlaxiom): Auf jeder Menge gibt es eine Wohlord-
nung.
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A

N

Abbildung 2.3: Eine Wohlordnung auf N?

Definition 2.1.2.7. Die Ordnung < auf N" heifit vertraglich, wenn fir alle o, 3,7 € N gilt
alfesat+ty<pB+y.

Beispiel 2.1.2.7A. Die Ordnungen <y und <4 sind mit + auf N” vertréglich.

Satz 2.1.2.8. Sei < eine lineare mit + wvertrdgliche Ordnung. Dann ist < genau dann eine
Wohlordnung, wenn gilt Voo € N™ : 0 < au.

Beweis. “=": Sei W = {a € N" | @ < 0} und sei W # (). Sei ayy € W minimal. Dann gilt
N" 3 aw + aw < aw < 0, Widerspruch zur Minimalitét.

“e": Sel W C N W #£0. Sei o € Wund CFf := {8 € N*" | a <¢ 8}. Sei 8 € N". Dann gilt
B<a= B¢&C,, denn sonst wire 3 —a € N" und 0 < 3 — a, also a < 3, Widerspruch.

Dabher ist folgende Konstruktion moglich:

Wihle a € W. Ist @ minimal, so sind wir fertig. Sonst gibt es ein § € W mit § < «a; dann
ist 8 & CF. Ist nun 3 minimal, so sind wir fertig. Ansonsten gibt es ein v € W mit v < 3 und
v¢ Ctu Cg.

Nach endlich vielen Schritten bricht das Verfahren wegen folgendem Satz ab: O

Satz 2.1.2.9. Sei Pt :={W CN" |Va € W : Cf CW}. Dann gilt

(a) Pt ist noethersch beziiglich C, d. h. alle aufsteigenden Ketten brechen ab.

(b) Jede nichtleere Menge aus PT besitzt nur endlich viele Minima (beziiglich < ).
Weiterhin sind die Aussagen (a) und (b) dquivalent.

Beweis. Der Teil “(a) < (b)” ist zur Ubung.

Zum Beweis von (b): Sei ) C W C P* und sei A = {a € W | a minimal beziiglich <g}.
Annahme: A nicht endlich.

Dann gibt es eine injektive Folge (a*); von Minima aus A mit a* = (a},...,ak). In dieser
Folge gibt es nun eine Teilfolge mit schwach monotonen ersten Komponenten, d. h. es gibt
streng monoton steigende k; € N so, dass (alf")i monoton steigend ist. Von der Teilfolge (alfi)i
gibt es wiederum eine Teilfolge mit schwach monotonen zweiten Komponenten, etc. So erhélt
man schlieBlich (nach n Schritten) eine Teilfolge von (a*), die in allen Komponenten schwach
monoton steigend ist. Damit ist aber {a* | k € N} total geordnet, Widerspruch. O

Der Satz wird spéter noch benutzt.

Definition 2.1.2.10. FEine lineare mit + vertrdgliche Ordnung auf N™ heifit Monomordnung,
falls auferdem gilt Voo € N™ : 0 < «. Diese Ordnung induziert eine entsprechende Ordnung auf
den Monomen x® in K|x].

Nach dem obrigen Satz ist jede Monomordnung eine Wohlordnung.

Beispiele 2.1.2.11.

(1) (a) Fur n =1 gibt es genau eine Monomordnung auf N.
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(b) Mit Aufgabe 29 kann man fiir n > 2 zeigen, dass es iiberabzéhlbar viele Monomordnun-
gen auf N” gibt.

(2) (a) Die lexikographische Ordnung “lex” auf N™:

Definiere o <je. 8 < erster Eintrag von g — «, der ungleich 0 ist, ist positiv, oder es ist
a <jex 0 < beim ersten Paar («a;, §;) mit oy # 5 ist a; < (3;, oder a = f3.

Dann ist <., eine Monomordnung.
Fiir alle « € N” mit aq > 0ist [{ € N" | § < a}| = oo.

(b) Sei P eine Permutationsmatrix. Setze o <p [ & Pa <j; PS. Dann ist <p eine
Monomordnung.

Setze <inples: =< (0 1) (inverse lexikographische Ordnung).
1
170

(3) Die Monomordnung <y, (andere iibliche Bezeichnungen sind <pje, und <gegrer) wird
definiert durch o <gpier 8 : (|| < |8]) V (|af =8| A a <jex B).

N

Abbildung 2.4: Die Monomordnung <g,je,

(4) Verallgemeinerung von (3): Sei < eine Monomordnung, w € RY,. Fiir o, 8 € N" sei
a<, Bewa<w’BV(wa=w'BAa<p).

Dann ist <,, eine Monomordnung (Ubung).

o
(5) (a) Iteration von (4): Seien w™, ..., w™ € R"\ {0} und U = ( :

> . Sei < linear und mit
e

+ vertrégliche Ordnung auf N™. Definiere zu «, 3 € N"
a<yB:eUla<,U'BVUa=U'BANa<f),

wobei <, auf R" fortgesetzt wird.
Ubung: <y ist lineare mit + vertrigliche Ordnung.
Ist rangU =n, so ist a <y < U'la <jep U'B.

(b) Wenn in (a) rang U = n ist, dann lisst sich <g; auf Q" fortsetzen: Fiir o, f € Q" setze
a<y f:eU'a <., U'S,
wobei <j., auf R" fortgesetzt wird.
(6) “greviex” [CLO96] (schon 1927 von Macanlay, vergleiche [Eis95b, p. 326])
@ <greviez B o] < BV (la] = 8] A a <inviex B),

a,f € N,
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2.1.3 Geometrische Beschreibung von Monomordnungen

Ziel: Uberblick iiber alle Monomordnungen.

Satz 2.1.3.1 (L. Robbiano 1985, Ostrowski 1975). Sei < eine Monomordnung auf N™.
Dann gibt es ui,...,us € R™ paarweise orthogonal derart, dass

a<BeU'<, U (2.1.3.1)

ul
fir alle a, 6 € N*, U = ( : ) € R%*™,

Us

Die in Satz[2.1.3.1 auftretende Matrix ist nicht eindeutig:

Satz 2.1.3.2. Fine Matriz U € R¥*" induziert iber[2.1.3.1 eine Monomordnung auf N genau
dann, wenn gilt

(i) Der erste von 0 verschiedene Eintrag in jeder Spalte ist positiv;

(ii) (KerrU)N Q"™ = {0}.
Beweis. Zur Ubung. O
Beweis des Satzes von Robbiano und Ostrowski.

(I) Fortsetzung von < zu einer mit + vertréglichen Ordnung auf Z™ und dann Q™.

Abbildung 2.5: Fortsetzung von < auf Z"™ durch Verschieben der Vektoren zuriick in N"™.

e Fortsetzen auf Z" durch Verschieben in N” (siche Abbildung[2.5).

e Multiplikation mit Hauptnenner fiir Fortsetzung auf Q™.

(IT) Setze Hy := {v € R™ | In jeder Umgebung von v liegen rationale Punkte < 0 und > 0}.
Behauptung A:

(i) H; ist Untervektorraum;
(ii)) dimg Hy =n — 1;
(iii) Hy NR% = (.
(ITT) Auswahl von u; € Hi-: Wegen (A)(ii) ist dimg Hj- = 1.
Behauptung B:
(i) Es gibt ein u; € Hll mit u; >, 0 und w1 # 0. Ein solches u; zeigt in den positiven

Halbraum, d. h. es gibt eine Umgebung von w; derart, dass alle rationalen Punkte
der Umgebung > 0 sind.

(ii) Fiir alle a, 8 € Q™ mit f — « & H; gilt
a<fBeuta<u B

(IV) Beschreibung der Anordnung auf H; N Q", Iteration.

Einfachster Fall: H; N Q" = {0}. Im allgemeinen auf H; so verfahren wie oben. Wieviele
u; notig sind hdngt davon ab, wie “irrational” die Monomordnung ist.
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Abbildung 2.6: Teil des Beweises von Behauptung A(i) beim Satz von Robbiano und Ostrowski
Esist a <0< 3,d <0< und damit a+o’ <0< 3+ 3.

Beweis von Behauptung A:
(i) Zu jeder Umgebung U von v + v (v,v" € Hy) gibt es V, V' (Umgebungen von v, v’) mit
U CV + V' Damitist v+ € Hy.
Analog: Zu A € R, v € H; ist Av € Hj.
Es ist 0 € Hy: Esist L0 > 0 fiir v € N*\ {0}, v > 0. Dann —v < 0 = Behauptung.
(ii) Esist v=(1,...,1) & Hy, also dimg Hy < n — 1. (Betrachte Kugel um v mit Radius 3.)
Betrachte

n 1, 3 Umgebung von v ohne rationale Punkte > 0
o 1 — R, o(v) = .
R™\ H R (v) .
—1, 3 Umgebung von v ohne rationale Punkte <0

Es ist o stetig (trivial: betrachte Umgebung aus Definition von o).
Konsequenz: R™ \ H; nicht zusammenhingend. Damit folgt dim H; = n — 1 (Beweis von

dieser Folgerung zur Ubung).

(iii) Sei v € Hy NR’. Es gibt eine Umgebung V' von v derart, dass V' C R’}. Da < Fortsetzung
einer Monomordnung ist, gilt Q7 2 VNQ" C {a € Q" | 0 < a}, Widerspruch zu v € H;!

Beweis von Behauptung B: Zur Ubung. O

Definition 2.1.3.3. Sei s minimal in Satz 1.8.1. Ist s = 1, so heifst < vom archimedischen
Typ. Ist s =n, so heifit < vom lexikographischen Typ.

Beispiele 2.1.3.4.

(a) Fiir <pep ist U = )
0 1
Es ist H; = {v € R" | v; =0}, also u; = e;. Dann ist Hy = {v € R" | vy = v =0} = {v €
H;y | v2 = 0}, also ug = es.

0 1
(b) Fiir <jppier ist U =
1 0
1 1 1 1 1 1
(c) Fiir <gpjep im Fallen =3 ist U = [2 —1 —1| oder einfacher U= |1 0 0
0 1 1 010
1 |
0 0o -1
(d) Fiir <grepier ist U = | : e ... 0
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1 \f 1+\/§>'

(e) Falln—3:U—<1 1

(f) Falln=3:U = (1 +2 +/3) beschreibt eine Ordnung von archimedischen Typ (fiir v € Q3
gilt U'v =0 < v =0).

Bemerkung 2.1.3.5.
e Vom R"™ aus sehen alle Monomordnungen “gleich” aus.

e Es gibt viele Monomordnungen, aber zur Unterscheidung endlicher Polynommengen geniigen
stets endlich viele (siehe unten).

2.1.4 Einige ordnungsabhingige Definitionen fiir Polynome

Definition 2.1.4.1. Sei < eine Monomordnung auf N™ und f € K[z1,...,z,]\ {0}. Dann gibt
es eine einelementige Darstellung
,
f = Z aa(i)ma(l)
i=1

mit a, @ # 0 und ) > ... > o) >0,
(i) Es heifit max<(f) := ") der (Multi-)Grad wvon f;
(ii) Es heift LK<(f) := a, der Leitkoeffizient von f;
(iii) Es heifft LM<(f) :== 22" das Leitmonom von f;

(iv) Es heifit LT<(f) := a2 der Leitterm von f.

Beobachtung 2.1.4.2. Seien f,g € K|z1,...,z,] \ {0} und < eine Monomordnung.

(i) Es gilt
LK<(f)-LK<(9) = LK<(f-9),
LM<(f)-LM<(g) = LM<(f - 9),
LT<(f) - LT<(g) = LT<(f - 9)

(ii) Es gilt

max(f - g) = mgX(f) +max(g), mgX(f +9) < max{mgX(f% max(g)}-

Es gilt max<(f + ¢g) = max{max<(f), max<(g)} genau dann, wenn LT<(f) + LT<(g) # 0.

(iii) Kiirzungsregel: Aus LM< (fh) = LM<(hg) # 0 folgt LM< (f) = LM<(g) und max<(f) =
max<(g).

Definition 2.1.4.3. Zu f € Klz1,...,2,) \ {0} mit f = 3 \cn @az® = 3" ayoz®” mit
paarweise verschiedenen a@,

(i) Es heifit supp(f) := {a € N | ay # 0} = {aV), ..., aM} C N* der Support oder Triger
von f.

(ii) Es heifft New(f) := conv(supp(f)) das Newtonpolyop von f.
(iii) Es heift New(f) := New(f) + RZ, das Newtonpolyeder von f.

Beispiel 2.1.4.4.
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5y8+x

=T

(a) Betrachte die Polynome f :
2oy" 4 xhyd 4 oty

(b) Betrachte die Polynome f; := yz3 — y*z, fo := 2* — 3225 und f3 := y"23 — 2645,

entsprechen genau den

w(f)

Satz 2.1.4.5 (Gritzmann/Sturmfels, 1993). Die Ecken von Ne

Monomen von f, die als Leitterme in Frage kommen.

g auf N2,

Sei < eine Monomordnun

Bemerkung 2.1.4.6. Der Satz von Robbiano besagt im N?:

dann existiert ein u; € R? mit nichtnegativen Eintriigen derart, dass

up A < ).

t

=p

B e atu < Bty \/(atul

a <

. 2n] \ {0}. Dann gilt

New(f) + New(g) (Minkowski-Addition) und

Satz 2.1.4.7. Seien f,g € K[x1,..
(b) New(fg) = New(f) + New(g).

(a) New(fg)

Beispiele 2.1.4.8.

(a) Beispiel zur Minksowski-Summe von Newtonpolytopen bzw. Newtonpolyedern.

Betrachte die Polynome

f = $5y8 + x4y10 + .’L‘SyG + 513‘2@/11 + :L,yQ’
g:= xlOy?) + $8y7 +x5y7 +m4y5 —|—l’4y2.

Es ist

fg — .1‘153/11 + .%'143/13 + x13y15 + $13y9 + x12y17 + x12y14 + x11y13 + $11y12

+ x10y18 + l‘lOyIS + $9y17 + :L,9y16 + $9y10 + $8y15 + $8y13 + l‘8y12

+ $7y18 + $7y11 + x7y8 + 2$6y16 + x6y13 + w5y14 + $5y11.

Die zugehorigen Newtonpoltope und Newtonpolyeder:
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(b) Beispiel zur Minksowski-Summe von Newtonpolytopen bzw. Newtonpolyedern von w-homogenen
Polynomen. (Zur Definition vergleiche eine der spéteren Ubungsaufgaben.)

Betrachte die Polynome
fii=ya® —y'e,
fo =2t — yPa®
fs = yla® —a%yC.
Es ist

f1f2f3 — xlOyB _ xSy a:13y7 + xllylo x12y10 + x10y13 + .73 y 13y12.

Die zugehorigen Newtonpoltope und Newtonpolyeder:

\
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2.2 Manipulation und endliche Erzeugung von Polynommengen

2.2.0 Vorbemerkungen
Ziele:

1) jedes algebraische Gleichungssystem ist in Wirklichkeit ein endliches Gleichungssystem. —
Hilbertscher Basissatz

Beweis stiefl auf Ablehnung, da er nicht konstruktiv war.

Spéter fand Gordan einen konstruktiven Beweis.

Der kiirzeste nicht-konstruktive Beweis wurde von Heidrun Sarges (siehe Kunz: Kommu-
tative Algebra und Algebraische Geometrie) gefunden. Siehe auch Algebra I, Kapitel 7,
die letzte Ubungsaufgabe.

e Hier: Konstruktiver Beweis.

2) Wie kann man ein endliches algebraisches Gleichungssystem vereinfachen?

Naheliegender Ansatz: elementare Umformungen: fi,..., fr — fi1 + afx, fo,..., fr mit a Po-
lynom, k > 1.

Aber: Hier treten Probleme auf!

2.2.1 Der Divisionsalgorithmus

Satz 2.2.1.1. Seien fi,...,fs,f € K[z1,...,z,] \ {0}, < eine Monomordnung auf N", F =
[fi,---, fs]. Dann gibt es ay,...,as,7 € K[x1,...,2,] derart, dass gilt

(i) f=afi+t - +asfs+r;

(ii) entweder ist r = 0, oder r # 0 und kein Term von r wird geteilt durch einen Leitterm der

f].?""fes;

(iii) es gilt max<(f) > max<(a;f;) fir allei =1,...,r mit a; # 0.

Schreibweise: Schreibe f L nur, wenn unser Algorithmus zu gegebenen f, F den “Rest” r
ergibt.

Beispiele 2.2.1.2.

(a) Sein =1, s =1, und f, fi € K[z|, F = [fi1]. Dann ist der Divisionsalgorithmus identisch
zur normalen Division mit Rest in einer Variablen.

(b) Sei n =2, s =1 mit der Monomordnung <y, und sei z > y. Ist f = 2%y + 22 + 2zy und
fi =2 —y—1,s0ist max<(f) = (2,1), max<(f1) = (1,0) und der Algorithmus lauft wie
folgt ab:

p a1 r

22y + 2> +2zy O 0

zy? + 2?2+ oy + 20y ay 0
y3+x2+xy+y2+2xy :Uy+y2 0
Y

Y

Y

x2+:cy+y2—|—2xy my+y2
4:Ey—|—y2+:c :Cy+y2+x
Sy +x+4y wy+y 4+ rtdy
r + 4y $y+y2+x+4y y3—i-5y2
Sy+1 zy+y2+ax+4y+1  y3 + 52
1 ay+y’+ao+4y+1 92 +5y% + 5y
0 zy+y>+at+4y+1 P> +52+5y+1

(c) Sei n =2, s = 2 mit der Monomordnung <j.,, und sei > y. Sei weiter f = 2% + 29> + 1,
fi=zy?> —2zy — 1 und fo =y — 1. Der Algorithmus liuft wie folgt ab:
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p @ az r

2oy’ +1 0 0 0

zyP+1 0 0 3

Pl +y+1 oy 0 z3

ry+y+2 y+1 0 3

r+y+2 y+1 =x x>
y+2 y+1 = 3+

3 y+1 z+1 28+2
0 y+1 z+1 23+2+3

(d) Sein=3,s=3, f=zx+y+z fi=z+y, fo=y+ 2, f3 =2+ 2z mit der Monomordnung
Slex, T>Y > 2.
Dann ist

o f [f1,f27f3]

o f [f17f37f2]

. f [f2.f1 f3]

o f [fzﬁ)fl] 2,

e ctc.
“Trotzdem” gilt: f = %( fi+ fa+ f3) — unser Algorithmus ist also nicht optimal!
(e) Sei alles wie in (d), nur jetzt f = x +y.

o f [flﬁ)fS]

o f

e ctc.

0,

Fntoifi)

(f) Sei fi = azy+1, fo = 2y> — 1, f = 2y> — 2, R = KJ[z1,22], und sei < eine beliebige
Monomordnung (die Leitterme sind hier unabhéngig von <!). Dann gilt

o f s

o f
Analog siehe [CLOY6].

Obwohl f € (f1, f2)p (das von fi und fy erzeugte Ideal) ist die Entscheidung hieriiber fiir
beliebige Monomordnungen alleine mit dem Divisionsalgorithmus nicht moglich.

—x — y und

[]ﬂ}] —x+ 1.

Beweis zu Satz 1 mit Induktion/Wohlordnung.
Anfang Sei max<(f) = 0. Gilt max<(f;) = 0 fiir ein (minimal gewé&hltes) i € {1,...,s}, dann

ist f = LT(f LT(fz) r=20,a; =0 fiir j # 1.
——

Ansonsten setze a; ;=0 fir i =1,...,s, r:= fundesist f =D 7 aifi + 7.

Es 148t sich leicht iiberpriifen, dass (ii) und (iii) in beiden Fillen gelten.

Annahme: Sei § > 0 und sei der Satz richtig fir alle f € Klzi,...,z,] \ {0} mit o :=
max<(f) < f.

Wir zeigen: Dann gilt der Satz auch fiir Polynome f mit max<(f) = (. Dann folgt die
Korrektheit des Satzes fiir alle f € K[zq,...,z,] \ {0}, denn sonst sei M := {a € N" | Satz ist
falsch fiir ein f € K[z1,...,2,]\{0}} # 0, und o := min M (existiert, da < Wohlordnung). Nun
gilt jedoch der Satz fiir alle f mit max<(f) < a, Widerspruch.

Schlufl: Sei max<(f) = .
1. Fall: Es gibt ein j € {1,...,s} (minimal gewahlt) mit LT(f;) | LT(f).
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Setze p := f — a; f; mit a; = LTU). Ist p =0, dann ist f = a;f +r mit r := 0, a; := 0 fiir

LT(f;)"
i # j, und (ii), (iil) gelten.
Ist p # 0, dann ist max<(p) < (. Nach Annahme gibt es ay,...,as derart, dass p =
Y oi_yaifi+rund (ii), (iii) gelten (mit p anstelle von f). Damit ist

F=> aifi+(a;+ay)f;+m,
i#£]
also gilt (i). Wegen der Annahme folgt (ii). Fiir ¢ # j gilt nach der Annahme max<(f) >
max<(p) > max<(a;f;) fir a; # 0, und fiir ¢ = j gilt auch

mgX(f) > max{mgX(ajfj), mgX(djfj)} > mgX(ajfj + a;fj).

2. Fall: Kein LT(f;) teilt LT(f).
Setze p := f — LT(f). Dann ist max<(p) < max<(f) = B. Sei p = >_7 ;a;if; + r nach
Annahme mit (ii), (iii) fiir p anstelle von f. Damit ist f = >, a; fi + (r + LT(f)), also gelten
(i) und (iii). Ebenso gilt (ii) nach Wahl von r und mit LT(f;) { LT(f), j =1,...,s. O

Ein weiterer Beweis findet sich in [CLO96, Seite 63].
Vorbemerkungen: Seien f1,..., f, fry1 € R = K[z1,..., 2], und betrachte das algebraische
Gleichungssystem f; =0, ..., fr4+1 =0.

Kann f,41 weggelassen werden? Ja, wenn fr41 => ., aifi, a; € R.

Problem: Divisionsalgorithmus kann nicht entscheiden, ob f.41 € (fi,..., fr)p — Beispiele.

2.2.2 Monomideale und Dickson’sches Lemma
Sei im folgenden R = K|x1,...,z,].

Definition 2.2.2.1. Fin Ideal I in R heifst Monomideal, wenn mit einer geeigneten Teilmen-
ge M CN" gilt I = ({z% | v € M})p.

Per Definition ist ein Monomideal ein Ideal. Zum Beispiel sind (1) = R, (z1,z2,...,zy)
Monomideale.

Beispiele 2.2.2.2. Sein =2, M ={(4,1),(2,3),(0,5)}. Siche Abbildung 2.7

Rl

Abbildung 2.7: Das von M erzeugte Monomideal

Beobachtung 2.2.2.3.

(a) Fiir o € N gilt (z*)p = ({27 | B € CJ}),.. Insbesondere ist {z” | 3 € CJ} genau die
Menge der Monome von (z%) p.

Begriindung: Sei 27 € () 5. Dann ist 27 = 2®- f, f € R\ {0}. Sei f = flznﬁm +-- -—I—ft:rﬁ(t),
fi,..., ft € K. Es folgt f =2 B N" 27 =g%P = 298 also v € C.

(b) Sei ) # M C N", dann gilt

cp+t

——
(o laeMh)p=> (g = 3 (e?|8eCt}) = <{xﬁ se U c;}> .
K

aEM (@) aeM aeM
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Insbesondere ist die Menge {2 | 8 € Uuecp C} genau die Menge der Monome von .

r a(®

Begriindung: Sei 7 € I. Dann ist 27 = Y} ;2% "¢; =: g, o) € M, g; € R. Sortiere g:
g= 23:1 ijﬂ (j), BUY) paarweise verschieden.

Beachte: Alle Terme in den g; sind Vielfache gewisser 2%, o € M. Es folgt: Alle ¢; = 0 bis
auf ein ¢j» und ¢j» = 1. Dann ist 27 = xﬁm), und BU") € Uaer Ca-

Folgerung 2.2.2.4. Sei ) # M CN", I = ({z* |a € M})p, B € N” und f € R\ {0}. Dann
gilt

(a) BsistaP € I < Ja € M : 2* | 2P;

(b) Esist f € I & jeder Term aus f liegt in I < f ist K-Linearkombination von Monomen
aus 1.

Lemma 2.2.2.5 (Dickson). [BW9S, S. 184] Sei0) # M CN", I = ({z* | a € M})p. Es gibt
endlich viele oV, ... a\") € M derart, dass

1) (r)
I:<xo‘ B > .
R

Beweis. Nach Beobachtung 2.2.3(b) ist I = ({2 | B € Upep Cf = =: W}) - Nun ist M abzihl-
bar, also etwa M = {oz(l), a® . }. Dann wird

-
+ + + +

clycciyuct, c---cljct,

nach Satz[2.1.2.9 konstant. O

2.2.3 Hilbertscher Basissatz und Grobner-Basen

Kiirzester nicht-konstruktiver Beweis von Heidrun Sarges, 1976 [BW98]. Siehe auch Algebra I,
Kapitel 7, die letzte Ubungsaufgabe. Wir benutzen den Divisionsalgorithmus und das Dickson-
sche Lemma.

Als Vorbereitungen:

Definition 2.2.3.1.  Sei) # I # {0}, I C R = K|z1,...,2,] und < eine Monomordnung auf
N™.

(i) Sei LM<(I) := {LM<(f) | f € I\ {0}} die Menge der Leitmonome der Menge I. Sei
analog LT<(I) :=={LT<(f) | f € I\ {0}} die Menge der Leitterme der Menge I.

(ii) Seiin<(I) = (LT<(I)), = (LM< (1)) das Anfangsideal von I beziiglich < (in steht fiir
initial ideal ).

Bemerkung 2.2.3.2. Es ist in< (/) immer ein Monomideal.
Beispiele 2.2.3.3.
(a) Sein =1, R= K[z], ) # I # {0}. Dann gilt stets in<(I) = 2*R, k geeignet.

(b) Sei I = (fi)p mit fi:=2—y—1, R=K[z,y], <gries, £ > y. Dann ist in<(I) = (z) 5.

(
(c) SeiI:<1,f> R Kz, y], <iezs x >y. Mit fi=ay? —2y—1und fo=y—1ist = R
und ing (1) = R 2 (LM(f1),LM(f2)) p = (2y*,9) , = (W) # R.
(d) Sei I = <f >R mit R = K(z,y, 2], <jep mit £ >y > 2. Sei I = (x+y,y+ 2,2+ 2)p,
inc (1) 2 (U ( ,LT(f2), LT(f3)) -

Folgerung 2.2.3.4. Sei I # (). Es gilt stets in<(I) = (LT(g1),...,LT(g,))p mit geeigneten
gi,---,9r € I.
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Satz 2.2.3.5 (Hilbertscher Basissatz). Jedes Ideal I in K[z1,...,x,] ist endlich erzeugt,
d. h. stets I = (g1,...,9s)p mit g1,...,9s € 1.

Beweis. Sei I ein Ideal in R, und sei ohne Einschriankung I # {0}. Es ist in< (/) nach Dicksons
Lemma endlich erzeugt von endlich vielen Leitmonomen von Polynomen aus I, etwa in<(/) =
<:ca(1), .. ,xa(s)> und 22 = LM(g;),1<i<s,g;€l.

Wir zeigen I = (g1,...,9s). Sei f € I. Der Divisionsalgorithmus liefert r,as,...,as € R mit
(i) f=>7aigi +r, (ii) kein Term von r wird durch ein LM(g;) geteilt, und (iii) max< f >
max< a;g; fiir alle ¢ mit a; # 0.

Sei angenommen r # 0 (sonst f € I). Betrachte f — Y 7 | a;9; € I, also r € I. Daher
LM< (r) € in<(I), Widerspruch zu (ii) und Wahl der g;.

Es ist gezeigt I C (g1,...,9s)p C I, also gilt die Behauptung. O

Definition 2.2.3.6. Sei I # {0} ein Ideal in R und < eine Monomordnung auf N™. Die endliche
Teilmenge {g1,...,gn} C I heifst Grobner-Basis (GB) von I beziiglich <, falls gilt

(LM<(g1), - -, LM<(g5)) = in<(1).

Satz 2.2.3.7. Jedes Ideal I # {0} in R besitzt eine Grobner-Basis (beziiglich jeder Monomord-
nung <).

Beweis. Siehe Beweis des Basissatzes. O

Beispiele 2.2.3.8. (wie 2.3.3)
(a) Im Fall n =1 ist jede Basis eine Grobner-Basis.
(b) Esist {f1} eine Grobner-Basis von I.

(c) Seien f1 = xy? —xy — 1, fo = y — 1, <jep mit > y die Monomordnung. Dann ist fi, fo
keine Grébner-Basis, aber trotzdem ein Erzeugendensystem. {1} ist eine Grobner-Basis.

(d) Es ist {f1, fo, f3} keine Grobner-Basis, und mit g; = %(fl —fa—f3), 92 = %(fl + fo — f3)
und g3 = 3(—f1 + fo + f3) ist {g1, 92, g3} eine Grobner-Basis.

Beobachtung 2.2.3.9. Eine endliche Monombasis eines (Monom-)Ideals I ist bereits eine
Grobner-Basis (da in<(I) = I) beziiglich jeder Monomordnung.

Definition 2.2.3.10. Fin endliches Erzeugendensystem eines Ideals in R, das Gribner-Basis
beziiglich jeder Monom-Ordnung ist, heifit universelle Grobner-Basis.

Das jedes Ideal eine endliche universelle Grobner-Basis besitzt, wurde erst 1987 bekannt.
(Eventuell spater mehr dazu.)
Zwei Konsequenzen aus dem Basissatz:

Satz 2.2.3.11. FEs ist R Noethersch, d. h. jede aufsteigende (Inklusions-)Kette von Idealen wird
konstant.

Beweis. (Siehe Ubung.) Sei Iy C I, C I3 C ... eine aufsteigende Kette, J = zozl I
(91,-.-,9s) (Basissatz). Dann gibt es ein k* mit g1,...,9s € I+, und damit ist Iy~ C I
-« CJ C I» fiir k£ > k*, womit die Behauptung folgt.

i

Beispiel 2.2.3.12. Essei fi = 22 +y, fo = vy*> + 2, f3 = 22+, f = 2*2% + 22 € Zy[x]. Sei
weiter F' = [fi, fo, f3]. (Beachte —x = 2 und 2 = 0 in Fy!)

(a) Sei <grieg mit z >y > 2z gegeben. Wir berechnen f LN
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Pla az az | r

2l 42z | 0 0 0 [0
r2y2? + a2 | 2222 0 0 |0
224wz | 22224 y22 0 0 |0
PBwz | 2222 +y?2 22 0 |0

0 a222+yz2 22 2z |0

(b) Sei <jep mit x >y > z gegeben. Wir berechnen f L (Bemerke: f3 =z + 22.)

P a az ag |r

o122+ 2z |0 0 0 |0
r2y2? + a2z | 2222 0 0|0
vz +y22? | 2222 +y22 0 0 |0
V2B 2?2y 00 2 |0
02222 +yz2 22 2z |0

In beiden Fallen ergibt sich der Rest 0. Ist F' eine Grobner-Basis?

Bemerkung 2.2.3.13. Seien f; = 2%y + 1, fo = 2y3 +1 € Q[z,y], und h := y%f1 —xfo = y> —

x € (f1, f2) g- Nun ist jedoch LM< (h) € in<(f1, f2) # (LM<(f1), LM<(f2))p = (2%y,2y°) ,
LM< (h) fiir jede Monomordnung <, also ist { f1, fa} keine Grobner-Basis.

Anmerkung fiir Losungsmengen algebraischer Gleichungssysteme:

Satz 2.2.3.14. Sei P C K|xy,...,2,] = R, P # 0. Es gibt stets endlich viele Polynome
91,5 9s € (P) g derart, dass fiir jeden Erweiterungskorper L von K gilt

Vi(P):={ve L" |¥feP: f(v) =0}
={vel"| g =--=gs(v) =0} =V(g1,...,9s)-

Beweis. Der Hilbertsche Basissatz besagt: Es gibt g1, ..

-y s mit <P>R:<gl7'-'7gS>R‘ 0

Bemerkung 2.2.3.15. Wesentlich fiir Satz[2.2.3.14] ist
(P)r=(Q)p = VL(P) = VL(Q),
wobei P,Q C R, P # () # Q. Die Riickrichtung
VL(P) =Vi(Q) = (P)p = (Q)g
ist im allgemeinen falsch! Ein Beispiel fiir n = 1 ist gegeben durch P = {22} und Q = {z}.

Wichtig: Bisher kennen wir kein Verfahren zur Berechnung von Grébner-Basen!
Wir wollen zuerst auf wichtige Spezialfille von Grobner-Basen eingehen, bevor wir uns dem
Problem der Berechnung von Basen widmen.

Definition 2.2.3.16. Seien I # {0} ein Ideal in R, < eine Monomordnung, ) # G C R\ {0}.
Schreibweise: Schreibe M (g) = {z“ | a € supp(g)} fiir die Monome von g.

(a) Die Menge G heif$t minimales Erzeugendensystem bzw. Basis von I, wenn gilt
(i) I =(G)g und
(i) Vg € G (G\ {g})p # 1.
(b) Die Menge G heiffit minimale Grobner-Basis von I bzgl. <, wenn gilt
(i) G ist Grobner-Basis von I bzgl. <,
(ii) G ist normiert (d. h. Vg € G : LK<(g) = 1) und

(iii) LM<(G) ist minimale Basis von in<(I).
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(¢c) Die Menge G heifit reduzierte Grobner-Basis von I bzgl. <, wenn gilt

(i) G ist minimale Grébner-Basis von I bzgl. < und

(i) Vg € G: M(g) Nin<() = {LM<(g)}

Beispiele 2.2.3.17.

(a) Hauptideal: Es sei I = (g) p, in<(I) = (LM<(g)) , und ohne Einschrénkung sei LK< (g) = 1.
Dann ist {g} reduzierte Grébner-Basis von I.
(b) Ab n > 2 sind minimale Grobner-Basen im allgemeinen nicht eindeutig!

Beispiel: B = Q[z,y], [ = (v +ky,y)p, k € Q, © > y. Mit g1 := x + ky, g2 = y ist
{91, 92} minimale Grobner-Basis von I, und {g1 — kg2, g2} ist reduzierte Grobner-Basis von
(x,y)p = (x + ky,y) p fiir alle k € Q.

Beobachtung 2.2.3.18. Fiir jedes Ideal I und beziiglich jeder Monomordnung < gilt
(i) I besitzt eine minimale Grobner-Basis;

(i) {g1,.--,9s} ist genau dann eine minimale Grébner-Basis von I, wenn {LT<(g1),...,LT<(gs)}
minimale Grobner-Basis von in<(I) ist;

(iii) Alle minimalen Grobner-Basen von I beziiglich einer Monomordnung sind gleich lang.

Beweis. Klar. O

Satz 2.2.3.19. Jedes Ideal I # {0} besitzt beziiglich einer festen Monomordnung < stets ge-
nau eine reduzierte Grébner-Basis (als Menge geschrieben; als Liste geschrieben ist sie bis auf
Permutationen eindeutig bestimmt).

Lemma 2.2.3.20. Sei G = [g1,...,9s] eine Grobner-Basis von I, i € {1,...,s}. Dann ist
G' = [g1,--.,95] mit g; := g; fiir j # i und

s

9i = gi — > g (*)

=155
LM(a;g;)<LM(g;)

mit entsprechenden a; € R eine Grébner-Basis von I. Wenn G minimal ist, so auch G'.

Beweis. Der Leitterm von g; dndert sich nicht durch (x). O

Beweis von Satz 2.3.19.
Existenz: Sei G = {g1,...,9s} eine Grobner-Basis, und G sei ohne Einschréinkung normiert.
Ist s =1, so ist G bereits eine reduzierte Grobner-Basis, und wir sind fertig.

Sei also s > 2. Ohne Einschrinkung sei G minimal (andernfalls lasse iiberfliissige Elemente
weg), und ohne Einschriankung gelte LM(g1) > - -+ > LM(gs) (wegen der Minimalitét). Weiterhin
gilt LM(g;) t LM(g;) fiir i # j wegen der Minimalitét.

g1 [QQL"S%] r1, also LT(r1) = LT(¢1);

i gi1,,95] ri, also LT(r;) = LT(g;);

gs =:Ts, also LT (rs) = LT (gs).
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Da LT(r;) =LT(¢i), 1 <i<sunddary,...,rs € [ist [rq,...,rs] minimale Grébner-Basis von
I beziiglich <.

Das obige Verfahren zeigt: Kein Term ausser den Leittermen der rq,...,rs kann von einem
der Leitterme der g1, ..., gs geteilt werden. Somit gilt M (r;) Nin<(I) = {LM(r;)}, 1 < j <s.
Eindeutigkeit: Seien G, G’ reduzierte Grobner-Basen von I, |G| = |G'|, G = {¢1,...,9s} und
G' ={4g},...,4d.}. Sei ohne Einschrinkung LT(g;) = LT(g}), 1 <1i < s.

Betrachte g; — g, € I. Falls gilt g; — g # 0, so ist max<(g; — g/) < max< g, = max< g,,
Widerspruch, denn LM(g; — g;) € in<(I) = (LM<(g1),...,LM<(gs))p- Also muss g; = g; sein,
1 <4< s, O

Beispiel 2.2.3.21. Sei f =z +yz, g=y+zz, F =[f,g].
(a) Fiir <jep, >y > 2 ist [z + yz,y2% — y] reduzierte Grobner-Basis.
(b) Fiir <jep, 2 >y > x ist [2y + 2, 22 + y,y? — 2] reduzierte Grébner-Basis.

Fine andere, verbreitete Bezeichnung fiir Grobner-Basen ist Standardbasis.
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2.3 Grobner-Basen

2.3.1 Weitere Eigenschaften von Grébner-Basen

. . —=F . C e . . . —F
Schreibweise: f sei der Rest von f bei Division mit F' mit unserem Algorithmus, also f LR .

Satz 2.3.1.1. Sei I # {0} Ideal in R, < feste Monomordnung.

(a) Sei G eine Grobner-Basis, dann gilt fir alle f € R
P =0efel

(b) Der Divisionsrest bei Division durch eine Grébner-Basis ist eindeutig und unabhingig von
der Reihenfolge der Basispolynome der Grobnerbasis.

Mit anderen Worten: Fiir Grobner-Basen G, H von I bzgl. < und alle f € R gilt ?G = fH.

\ \
§ \k\\Y
\
Br < N\ \§

Abbildung 2.8: Die Mengen in< (/) und By < aus Satz[2.3.1.1

(c) Sei Br< :={z% | 2* & in<(I)} (oder einfach nur B, falls I, < fest sind) heif§t die Menge
der Standardmonome (bzgl. I, <) oder der Basismonome. Jedes f € R hat eine eindeutige
Darstellung f = g+r mit g € I und r = 0 oder r liegt in (By,<). Man erhdlt r durch
Division mit Rest mit einer Grébner-Basis von I.

Insbesondere ist R = (Br,<), @ in<(I). Auferdem ist By < eine K-Basis von (B <)
Beachte dabei: in<(I) = ({2 | 2* € in<({)}) -

Beweis.
(a) “=": v

“«<”: Divisionsalgorithmus liefert f = >"7 | a;gi + 7 =: g +r. Wenn f € I ist, dann auch
r= f—g € I. Ware r # 0, so miisste ein Leitmonom von einem g; ein Teiler des Leitmonomes
von r sein (da G Grobner-Basis), Widerspruch zum Ergebnis des Divisionsalgorithmus. Also
folgt r = 0 und damit die Behauptung.

(b) Beziiglich G sei f = g+ r, r Divisionsrest, und beziiglich H sei f = ¢’ +r/, ' Divisionsrest.
Dannist 0 = (g —¢') + (r — '), also I 5 g — ¢’ =’ —r. Da G und H Grobner-Basen und
in<(I) nur von < abhéngt, gilt: Kein Monom von r — /' (falls # 0) wird geteilt durch eins
der Leitmonome der g; bzaw. h; (falls G = [g1,...,9s], H = [h1,...,h]). Da g —¢' € I muss
also r =’ und g = ¢’ sein.

(c) Ergibt sich mit (a), (b) und Lineare Algebra I.
O
Erst mit Satz[2.3.1.1 ist eine vollstindige Analogie zur Division mit Rest in einer Variablen

erkennbar.
Die Ergebnisse fithren zu einer kanonischen Darstellung fiir R/1:
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Satz 2.3.1.2. Bei festem Ideal I # {0} und fester Monomordnung < sei

0:R— (Br<)x CR, f'—’?G

fiir G eine Grobner-Basis von I beziiglich <. (Eindeutig bestimmt nach Satz[2.53.1.1.)
Es gilt

(i) eoo=o0;

(ii) o ist K-linear, surjektiv und ker o = I;
(iii) fir f,h € R gilt o(fh) = e(o(f)e(h)).
Bewets.

(i) v' mit Divisionsalgorithmus.

(i) Esist o(cf) = co(f) klar,c € K. Sei f = g+r, h = ¢'+r'. Dann ist f+h = (g+¢')+(r+7'),
g+g €l r+1" € (Br<),, womit die Behauptung folgt.

(iii) Ahnlich wie (ii).
O

Satz 2.3.1.3. Fiihre in <BI,%K =: A die Multiplikation r &1’ := o(rr’) ein. Dann ist (A, +,®,-)
eine kommutative K-Algebr, welche mit Ry < bezeichnet wird.

Weiter ist o : R — Ry < ein surjektiver K-Algebra-Homomorphismus mit ker o = I. Weiter
ist Rj < £ R/I, und g|g, . = idg, _-

Bemerkung 2.3.1.4. Es wird R/I also beschrieben durch in<(I) und p (festgelegt durch I und
<)

Wie kann man nun entscheiden, ob ein Erzeugendensystem eines Ideals eine Grébner-Basis
ist?

Satz 2.3.1.5 (Buchberger-Kriterium). Sei G = {g1,...,9:} C R\ {0} ein Erzeugendensy-
stem des Ideals I # {0} in R. Dann ist fir jede Monomordnung < G eine Grébner-Basis genau

2l x

.. o a TG .
dann, wenn fir alle i,j € {1,...,s} gilt S<(gi,9;) = 0, wobei Sg(flg) = LTm;(f)f ~ Y
mit 7 = kgV(LM<(f),LM<(g)). Das Polynom S wird als S-Polynom? bezeichnet.

xY

(Wichtig: max<(S<(f,g)) < max< ﬁw(f)f = max< mg.)

Bemerkung 2.3.1.6. Es ist S<(f,g9) = —S<(g, f).

Beispiel 2.3.1.7. Sei f = 2%y +y —1, g = 2°y?> + 2 — 1, und sei <y, mit z > y die
Monomordnung. Dann ist S<(f,g) = 23f —y3g = 23y — 2y — 23 +4>. Siehe auch Abbildung[2.9.

Beweis von Satz xx.
“:>”: /
“=”: Sei f e I\ {0}. Zu zeigen: LM(f) € (LM(G))g. Sei f = >7_, figi, fi € R (geht, da
fel).

Fall 1: LM(f) = LM(f;g;) fiir ein i = fertig.

Fall 2: Fir ein ¢ ist LM(f;9;) > LM(f). Dann gibt es j # ¢ mit LM(f;g;) = LM(fig:),
insbesondere s > 2.

ID. h. A ist ein Ring, der Vektorraumeigenschaften hat.
28 kommt von dem griechischen Wort ‘Syzygie’ (vergleiche Astronomie), was soviel wie Joch bedeutet.
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A1
1T

Abbildung 2.9: Die Polynome f, g und S<(f,g)

Ohne Einschrankung sei i =1, j = 2, und LK(g1) = 1 = LK(g2). Sei etwa f; = ez 4. .

2
fo=cox™” + ...,

S

) (2) (1)
f=(f+ee® g +ea@E g-1""g)+ < +>_ fig (*)
(restl. Terme =3
von fg)-go

Dabei ist xa(2)92 — xo‘(l)gl = x‘SSS (92, 91)- Der Divisionsalgorithmus liefert

—_—G
0= S<(g2,91) » a1g1 + -+ asgs = S<(g2, 1)

und LM(a;g;) < LM(S<(g2,91)) < kgV(LM(g2),LM(g1)). Einsetzen in (x) ergibt f =>"7 , flg;
und es gilt
[{i | LM(f{g:) = LM(fig1)}| < [{é | LM(figs) = LM(f191)}.

Nun kann in endlich vielen Schritten erreicht werden, dass Fall 1 eintritt. ]

Bemerkung 2.3.1.8. Der Beweis zeigt, dass das Buchberger-Kriterium unabhéngig vom spe-
ziellen Divisionsalgorithmus ist.

Die Menge der Losungen der linearen Gleichung
le1+"'+sts:07 szR
wird mit Syzg(f1,. .., fs) bezeichnet. Genauso im R, mit (fy,..., fs) € RI®.

Satz 2.3.1.9 (Syzygiensatz von Hilbert). Betrachte die Modulfolge

YSo=I={(fi,..., fs)p-
Y= SYZR(fla-"va) = <f1(1)""’ ‘§11)>R < RS7

S i= Syzp(f0, .. LWy = <f1(2), . .,f§22)>R C RS,

Dann gibt es stets ein k > 1 so, dass X eine Basis besitzt. (Stichwort: freie Auflosung.)
Satz 2.3.1.10. Seien f1,..., fs € R\ {0}, < eine Monomordnung,

geT(LM(fi), LM(f;)) =1 (1)

firl1<i<j<s.Dannist F:=[f1,..., fs] eine Grobner-Basis von I := (F)p.
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Beweis. Es gelte ohne Einschréinkung LM(f;) > --- > LM(f,) und es sei f; := ﬁ[fi“""’fs] fiir

1 < i < s das Ergebnis des Divisionsalgorithmus mit [fi+1,..., fs] und fs := fs (vergleiche
Beweis von Satz[2.2.3.19). Nach Lemma [2.2.3.20 ist F' genau dann eine Groébner-Basis von I,
wenn F = [f1,..., fs] eine Grobner-Basis von I ist. Dieses Reduktionsverfahren zusammen mit
(1) garantiert uns

LT(f;) = LT(f;) (2)

fir 1 <i<s,und fir 1 <j<s,j#1igilt
kein LM(f;) teilt ein Monom aus f;. (3)

Ab jetzt gelte ohne Einschrankung (1)—(3) schon fiir F.
Wir zeigen nun mit Hilfe des Buchbergerkriteriums, dass F' eine Grobnerbasis von [ ist.

Seien dafiir ¢ # j fest gew#hlt. Zu zeigen ist S(f;, fj)F = 0. Wir benutzten dabei folgende
Bezeichnungen fiir f € K[z1,...,zy]:

Sei f(O := fund fiir k > 0sei f¢+D) .= B _LT(f®), falls f*) £ 0, andernfalls f*+1) .= 0.
Weiter sei fiir k,¢ € Nsg definiert S ¢ := fjfi(k) — fifj@) insbesondere ist S11 = S(fi, fj). Auf

Grund von (1)—(3) gilt fiir k, ¢ € Nog und mit £ #0 # 71"

LM(f£") # IM(£if}"). (4)
Falls Sy ¢ # 0 gilt daher

entweder LM(Sy¢) = LM(f;f{") oder LM(Sy,¢) = LM(f:f\"). (5)

Mit diesen Bezeichnungen verfolgen wir die Berechnung von S(f;, fj)F mit dem Divisionsalgo-
rithmus der Vorlesung. Zunéchst stellt man als Konsequenz von (1)—(5) fest, dass fiir i # v # j
und k, £ € Nsg niemals LM(f,) | LM(Sk ) gelten kann.

Solange aber Sy, # 0 ist, gilt stets wegen (5) entweder LM(f;) | LM(Sk,) oder LM(f;) |
LM(Sk,). Im ersten Fall wird vom Divisionsalgorithmus wie folgt reduziert:

Ske = (F Y = Fi£0) = S = LT ) = G5 = F£9) = Skpre, (6)
und im zweiten Fall so:
Sk — (Ske + LT(f;E))fi) = (f; 1" - fz‘f](”l)) = Sk+1- (7)

Entweder wird dadurch Sj41,¢ = 0 oder Sk ¢4+1 = 0 und der Divisionsalgorithmus bricht ab, oder
es werden wieder Reduktionsschritte der Form (6) oder (7) durchgefiihrt. Nach endlich vielen
Schritten muss aber mit gewissen k', ¢ gelten Si/ ¢ = 0. Der Divisionsalgorithmus ergibt also

wie gewiinscht S(f;, fj)F =0. O

[f1,f2] _

Folgerung 2.3.1.11. Ist s = 2, ggT(LM(f1),LM(f2)) = 1, dann ist S(f1, f2) 0.

2.3.2 Der Buchberger-Algorithmus

Gegeben sei F' = [f1,..., fs] und eine Monomordnung <.
e Setze G :=F.
e Wiederhole:

— Setze G' .= G.
— Fiir jedes Paar {p,q} C G’ mit p # ¢:

’

* Setze S := S(p,q)
x Ist S # 0, so setze G := GU{S}.

Solange bis G = G'.
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e Ergebnis: G ist Grobner-Basis von (F') .

Satz 2.3.2.1. Der Buchberger-Algorithmus ist korrekt.

Beweis. Wenn der Algorithmus abbricht, liegt wegen dem Buchberger-Kriterium eine Grobner-
Basis vor.

Sei I = (f1,..., fr)p- Stets bleibt G C I. Sei Jy = (LM(f1),...,LM(f))p C in<(I). Bei
jeder Erweiterung von G um ein Polynom S im Algorithmus wird (LM(G))p echt groBer. Da
jede aufsteigende Kette von Idealen abbricht, muss auch der Algorithmus abbrechen. O

Folgerung 2.3.2.2. Fiir ein Ideal I = (f1,..., fs)p in R = Klx1,...,z,]| und gegebener Monom-
ordnung < ldsst sich (wenn K effektiv) in endlich vielen Schritten eine reduzierte Grobner-Basis
berechnen.

Wir streben Verbesserungen des Algorithmus in zwei Richtungen an:
e Verbesserung des Divisionsalgorithmus;

e Verbesserung der Auswahl der Paare.

Beispiel 2.3.2.3. Das folgende Beispiel stammt aus: Peter Gritzmann und Bernd Sturmfels:
Minkowski Addition of Polytopes, SIAM Journal of Discrete Math, Volume 6, No. 2, pp 246-269
(1993) auf Seite 261.

Sei fr=a® +yud+22 -1, g:=a?+9y>+2—1und h:=a0 + 4% + 23 - 1.

Berechnen Sie Grobner-Basen beziiglich verschiedener <j.,- und <g,q41e.-Ordnungen.

Namen:

e Teo Mora, Stichwort “sugar”;
e Lorenzo Robbiano;

e Patricia Cianni;

e Computer-Algebra-Systeme:

— CoCoA;
— Singular (aus Kaiserslautern);

— Macaulay 2.

2.3.3 Universelle Grobnerbasen

Wieviele verschiedene reduzierte Grobnerbasen ldsst ein Ideal zu?
e Universelle Grobnerbasen;

e |J{ Grobnerbasen zu verschiedenen Monomordnungen } = Groébnerbasis zu all diesen Mo-
nomordnungen.

Beispiele 2.3.3.1.
(1) Ist n =1, so ist jede Basis universell.
(2) Monomialbasen sind universell.

(3) Siehe Aufgabe 44.

)

(4) Sei f € K[z]\ K, G = [f(1),..., f(xn)] ist universelle Grobnerbasis von (G) g1, .1
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(5) Sein=6, R= K[l’u, ey T13, X921, - - ,.1‘23]. Setze
Dig = z11222 — 21212,
Do3 = w2193 — T12T22,
D13 = x11723 — T13721-
Dann ist G' = [D12, Da3, D13] universelle Grébnerbasis von (G) p.
Vergleiche [Stu96, Seite 2].
Beobachtung 2.3.3.2. Sei [ ein Ideal in K[z, ...,zy]. Dann sind dquivalent:

(1) Es existiert eine universelle Grobnerbasis;

(2) {G< | G< reduzierte Grobnerbasis beziiglich der Monomordnung <}| < oo;

(3) {in<(I) |< Monomordnung }| < oco.

Beweis. Zeige (1) = (3) = (2) = (1). O
Satz 2.3.3.3. Es ist Jy := {in<(I) |< Monomordnung } endlich. (Ca. 1987/88.)

Beweis (nach Logar). Sei I # {0}. Wir nehmen an |.Jy| = oc.
Sei fi1 € I\ {0}. Sei 22" ein Monom aus fi, das in unendlich vielen Idealen aus Jy enthalten
ist. Sei J; :={H € Jy | zo ¢ H}. Es existiert H € J; mit <xa(l)> # H.Seiz’ e H\ <xa(1)>.
Division mit Rest liefert 2 = g+ mit g € I, 7 € (By) . Setze fo := 2% —r € I\ {0}

(nach Konstruktion). Sei 22 Monom von f2, das in unendlich vielen Idealen aus J; vorkommt.
Wichtig: 22 ¢ <xa‘”>.

Fiihre dieses Verfahren weiter.

Am Ende entsteht (unter der Annahme |Jy| = o0) eine echte Kette von Monomidealen,
Widerspruch. 0
Skizze eines ‘anschaulichen Beweises’. Gegeben sei F' = [f1,..., fr].

Ist G C R\ {0} und < eine Monomordnung, dann ist (G, <) eine geordnete Menge, wobei

<=< |suppG mit supp G := UfeG supp f.
Aufbau eines Multibaumes:

(FU[S1],<11) T (FU[S1],<1s,) \ T/
(Faﬁl) (F,Ss)
Hier sind die <; die endlich vielen Einschréankungen von Monomordnungen auf supp F'.
“Weiche” den Divisionsalgorithmus so auf, dass er unabhéngig von < wird (nachdem die
Leitterme festgelegt wurden); vergleiche Ubungsaufgabe dazu.
Wir schreiben nun (F, <;) — (G, <), falls es einen endlichen ‘Pfad’ (F, <;) — (F'U [S1], <;5

)= eee = (G, <) gibt.
Eigenschaften:

e Fiir alle (G, <) im Multibaum existiert (F, <;) — (G, <).

e Jedes (G, <) im Multibaum hat nur endlich viele obere Nachbarn. (Die Wurzel befindet
sich unten.)

Ist der Multibaum endlich? Ja, nach dem Lemma von Konig! Dies kann angewendet werden, da
der Buchbergeralgorithmus korrekt funktioniert. O

Lemma 2.3.3.4 (Ko6nig). Sei M eine mit < geordnete Menge mit den FEigenschaften
(i) Es gibt endlich viele my,...,mgs € M mit Vm € M3i: m; < m.

(ii) Jedes m € M hat nur endlich viele obere Nachbarn (direkte Nachfolger).

Gilt dann |[M| = oo, so gibt es eine aufsteigende unendliche Kette.
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2.3.4 Schlussbemerkungen
Was fehlt:

e Grobner-Spaziergang (Grobner-Walk)

e Grobner-Basen von Moduln

e Anwendungen von Grobner-Basen in der kommutativen Algebra: Berechnung von

— Schnitt zweier Ideale I N J,
— Kernen von Abbildungen,
— Bilder von Abbildungen.

(Vergleiche Ubungsaufgaben und Seminar.)
Etwas zur Geschichte von Grobner-Basen findet sich in Abschnitt 15.6 in [Eis95a, S. 341f].
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2.4 Algebraische Gleichungssysteme insbesondere mit endlich
vielen LOosungen

2.4.1 Elimination und Dimension

Definition 2.4.1.1. Seien X = {x1,...,2,}, U C X, S = K[X \ U], und < eine Monom-
ordnung fiir R = K[X]. Dann heifst < Eliminierordnung beziiglich U oder eine U eliminierende
Monomordnung, falls fiir alle f € R\ {0} gilt

LM<(f)e S= febS.

Beispiele 2.4.1.2.
(a) Esist <jep mit z; > -+ > x, eine Eliminationsordnung beziiglich {x1, ..., z,} fiir 0 <r < n.

(b) Sei <, eine Monomordnung auf N und <, eine Monomordnung auf N mit r + s = n und
r#0# s. Fir «, 8 € N” setze

a<pBe Q) <yp ,B(T) oder
a(’l") = IB(T‘) und a(T) SS ﬂ(r)

mit o) = (a1,...,q,) und ") = (a1, ..., an).

(c) Bezeichner wie in (b). Sei w € RL; und < eine Monomordnung auf N”. Fiir «, 3 € N" setze

o <* 8o {Zwa(r) <r twﬁ(r) oder

wa(r) = twﬁ(r) und « < ﬁ .

In (a), (b) und (c) liegen Eliminationsordnungen fir {xy,...,z,} vor.

Satz 2.4.1.3. Seien X = {z1,...,2,}, U C X, S = K[X \ U], und < eine U eliminierende
Monomordnung und I ein Ideal in R.

(a) Esisting (INS) = (incI)NS und

(b) ist G eine Grébner-Basis von I beziiglich <, dann ist G NS eine Gribner-Basis von I NS
beziiglich < |g.

Beweis.

(a) “D”: Sei h € (incI) N S. Dann ist A € S und alle Monome von h sind Leitmonome
gewisser Polynome aus /. Da < eine Eliminationsordnung beziiglich U ist, miissen alle diese
Polynome in S liegen, also in I N S. Es folgt h € ing| (I N S).

“C”: Sei x* Monom aus inc|4(/ N S). Dann gibt es ein f € I NS mit z* als Leitmonom
(z* € 5). Es folgt z* € (inc I) N S.

(b) Sei f € INS, und sei G = [g1,...,g,]. Esist 0 = fG = f—>_i_, a;g; mit max< a;g; < max< f,
womit LM< (g;) € S ist falls a; # 0. Damit folgt g; € S, falls a; # 0, also f € (GN S)g. Setze
Gg := GNS, und sei ohne Einschrinkung Gg = [g1,. . ., gs]. Nach dem Buchbergerkriterium
ist Gg eine Grobner-Basis, da die S-Polynome in I NS liegen und Division mit Rest mit Gg
den Rest 0 ergibt.

O]

Folgerung 2.4.1.4. Sei I ein Ideal in R, G eine Gribner-Basis von I beziiglich <jep mit x1 >
<o > xp. Dann gilt fir0 <r <n

GNK[xry1,...,2,] Grébner-Basis in K[Tyi1,...,2,] von I N K[xpq1, ..., Ty].

Beispiele 2.4.1.5.
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(a) Das Ideal I sei erzeugt von f1 = 1+xy+z2y? +23y3, fo = 1+ayz+22+y? und f3 = 1+ayz.
Man berechnet folgende Grobner-Basen:

Variablen Ordnung reduzierte Grt')bner Basis von [ Lénge
(1) [z,y,2] <lex [x—yz Y+ 22,28 — 22 42— 1] 3
(2) [y,x,2] Slex ly — 2?4+ 22 — x, 22 +1z — 22 +z—1] 3
(3) [z,z,9] <lex [z—xy+y — 1,22+ 1, 29> —x— Sty yt—1 4
(4) [z, zv] <lex [z — 2y, 22 + %, 2% — 2z — 9% + 1,9* —1] 4
5) |,z 7] <lex [y —zx+z:1:—a:z3—z +2z—1,2%2 +1] 3
6) [z,9,7] <lex [z + o2 —ym—ly —yx—y+xx +1] 3
(7) [z,y, 2] <griex [2+y% 28— 224+ 21,22+ 1,22 +yx—2+1, 6

ﬂ:zz—:pz—y—}—x,zy—x]

(Eine solch lange Grobner-Basis wie in (7) ist untypisch fiir <geq.)
Anmerkung: In MAPLE werden die Ordnungen <., mit tdeg und <., mit plex bezeichnet.

(b) Losung eines algebraischen Gleichungssystem in “Dreiecksform” (Definition spéter!):

Seien g1 = 2—yz, g2 = y>+2%, g3 = 23— 224241 = (2—1)(22+1) und das Gleichungssystem
{91 =10,92 =0, g3 = 0} gegeben.
Sei K = QJi]. Es hat g3 die Nullstellen {1,i, —i}, womit es sechs Losungen gibt:

(i,i,1),(—i1,1,1), (i, 1,1), (—i,—1,i), (—i,1,—1) und (i, -1, —i).
(¢) “Dimensionsbegriff” (siehe unten). In (a) gilt mit I = (f1, fo, f3)
INK[z1] # {0}, I N K|xa] # {0} und I N K[z3] # {0}.

(Sieht man mit den jeweils passenden Grobner-Basen aus (a).) Weiterhin ist I N K = {0},
da wir Losungen haben.

(d) Das Ideal I sei erzeugt von fi = 922 + 6xy + 60x + y? + 20y + 100, fo = 622 — zy + 352 —
y? — 5y + 50, f3 = 42% — 4xy + 20z + y? — 10y + 25. Man berechnet die folgende reduzierte
Grobner-Basis mit <;., und [z, ¥, z]:

G=1[22+6z+9,zy+z+3y+3,y>+2y+1].

Definition 2.4.1.6. FEs ist G = [g1,...,gs] n (normierter, starker) Dreiecksform (vergleiche
Buch von Mishra), wenn s > n ist und bei geeigneter Nummerierung gilt

(i) gi € K[z4y ..., zp],

(i) g; enthilt Term ' mit d; € Ny,

(iii) LT(g;) = .

Definition 2.4.1.7. Sei I ein Ideal in R
(a) Es heist U C X = {x1,...,z,} unabhéngig von I, wenn I N K[U] = {0}.

(b) Fir I # R sei
dim I := max{|U| | U C X,U unabhdingig von I}.

In Beispiel 5(c) ist dim I = 0.
Beobachtung 2.4.1.8. Es ist dim I = 0 dquivalent zu

INK[z;] #{0}, 1<i<n und InK ={0}.
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Bemerkung 2.4.1.9.

(a) Ein primitives Verfahren zur Entscheidung, ob dim I = 0 ist:

Berechne eine Grobner-Basis beziiglich <j, mit z1,...,2;-1,%i41,...,%n > ; und sehe
nach, ob ein Polynom # 0 aus K[z;] vorkommt.

(b) Bei Polynomidealen dquivalente Dimensionen:

e Krulldimension,

e Transzendenzgrad von R/I.

Satz 2.4.1.10 (Hauptsatz iiber 0-dimensionale Ideale, ihre Lésungsmenge und Glei-
chungssysteme). Sei I ein Ideal in R. Dann sind dquivalent:

Esist 0 < |Vp(I)| < oo in einem algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper L von K.
Es ist dim I = 0.
Fiir jede Monomordnung < gilt 0 < dimg Ry < < o0.

Firl <i<n gilt:

Jede Grobner-Basis von I beziiglich einer Monomordnung < enthdlt ein Polynom g; mit
LM(g;) = 2% mit d; € N,
(Insbesondere ist |G| > n und I # R.)

(5) Die reduzierte Grobner-Basis von I beziiglich <je, mit x1 > --- > my, ist in Dreiecksform
(Definition |2.4.1.6).

Insbesondere ist wieder I # R und |G| > n.
Bemerkung 2.4.1.11. Die Aquivalenzen von (1) zu (i) (1 < i < 5) benétigen den Hilbertschen

Nullstellensatz, wihrend (2) < -+ < (5) so gezeigt werden kann.

Satz 2.4.1.12 (Hilberts Nullstellensatz, starke Form). Sei L ein algebraisch abgeschlos-
sener Erweiterungskéorper von K, I ein Ideal in R und f € R. Dann gilt

Vi(I) CVL(f) = 3Jge Ny : flel.

Definition 2.4.1.13. Sei I ein Ideal in R. Setze

VI={feR|3geN,: flel}
Dann heift /I das Radikalideal oder Radikal von I.
Beobachtung 2.4.1.14. Es ist /7 ein Ideal, I C vT, v/VT = VT und Vi(I) =V (VI).
Beweis. Ubungsaufgabe 48. O
Bemerkung 2.4.1.15. Die starke Form des Hilbertschen Nullstellensatz besagt

VI={f€R| fly,u =0},

wobei L wie gerade ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper von K ist.

Beispiele 2.4.1.16. Sei Q C K oder sei K perfek@.

3Ein Korper K heifit perfekt, falls Char K = 0 oder Char K = p und K? = K. Eine alternative Definition ist
K perfekt < Vf € K[z]\ K : (f quadratfrei < ggT(f, - f) = 1). Literatur: [BW98, p. 311 fi].
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(a) n=1:Sei f € K[z]\ K. Dann ist

<f>R:{g€K[$]3p€N+:gp€<f>}:<ggT(J]:a;iﬂ>R'

Zum Beispiel K = Q, f = (z — a)?, dann ist \/{f) 5 = (z — a) p.
(b) Sei I = (f1,f2)p € K[z1,2z2] mit f1 € K[z1], fo € K[x3]. Dann ist

\/T _ fi : f2 > )
<ggT(f1, L 11) geT(fa, 2 f2) R
(Nachrechnen!)

Allgemein fiir dim I = 0 spéter.

Satz 2.4.1.17 (Hilberts Nullstellensatz, schwache Form). Sei L ein algebraisch abge-
schlossener Erweiterungskorper von K und I ein Ideal in R = K|x1,...,zy,]. Dann gilt

Vi(I)=0=1=R.

Bemerkung 2.4.1.18. Die beiden Nullstellensiitze sind dquivalent (hier ohne Beweis).
Vergleiche zum Beispiel [BW98]|, Kapitel 7, oder Lang: Algebra, Kunz: Kommutative Algebra
und Algebraische Geometrie, van der Waerden (erste Ausgabe, ca. 1950, elementarer Beweis).

Bemerkung 2.4.1.19. Folgerung aus dem Nullstellensatz:

Vi(I) =0 < {1} ist reduzierte Grobner-Basis von 1.

Nun zum

Beweis von Satz[2.4.1.10. (1) = (2): Sei etwa V(I) = {v1,...,v,} C L™ Sei v;; die j-te
Komponente von v;. Sei ohne Einschrinkung L = K. Dann sind alle v;j algebraisch iiber K. Sei
fj € K[zj]\K derart, dass vq;, . .., v,; (unter anderem) Nullstellen von f; sind, und f; € Klz;] C
R; dann gilt Vi,(I) € Vr(f;j), 1 < j < r. Hilberts Nullstellensatz liefert 3¢; € Ny : f;” el
Damit ist I N K[z;] # {0}, 1 <j < n, und da V(1) # 0 folgt 1 & I, also K N1 = {0}. Damit
gilt dim I = 0.

(2) = (3): Sei fj € (K[zj]NnI)\ K, 1< j <n. Fir jede Monomordnung ist LM(f;) = :U;lj,
d; € Ny und damit

Br<=(R\incI) C R\ {a%%*7|1<j<nfeNY,

20 |<oo

womit (3) folgt, da By < K-Basis fiir Ry < ist.
(3) = (4): Klar.
(4) = (5): Folgt direkt mit Hilfe der Eliminier-Eigenschaft von <j.,.
(5) = (1): Sei L algebraisch abgeschlossene Korpererweiterung von K. Wére I = R, so wére
1 € I und {1} reduzierte Grébner-Basis, Widerspruch zu (5). Sei also I # R. Mit dem schwachen
Nullstellensatz folgt |V (I)| > 0. Zu zeigen ist |V (I)| < oc.

Nun hat g, € K[z,]\ K endlich viele Nullstellen. Seien g,_1 = xfl":ll + gp_1 mit §,_1 €

Klxp—1,2y) und LT (g,—1) = LM(gp-1) = :UZ"_T, d,_1 > 1. Einsetzen der endlich vielen Losun-
gen von g, = 0 ergibt endlich viele nichttriviale Polynome aus Klz,_1], die alle in L endlich
viele Losungen besitzen.

Induktion liefert die Behauptung. O

Wie viele Losungen gibt es?
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Beobachtung 2.4.1.20. Sei dim/ = 0 und G = [gy, ..., gs] reduzierte Grébner-Basis von [ in
Dreiecksform mit LT (g;) = azf’ Dann gilt

Vo] <[] d-
i=1

Beweis. Siehe Beweis zu Satz[2.4.1.10, Teil “(5) = (1)”. O
Wie erhélt man genauere Informationen tiber |V (1)|?

Beispiele 2.4.1.21.

(a) Beispiel 2.4.1.5(b): Dort ist didads = 6 = |V(I)].

(b) n=1:8ei f=2* |V(f)|=1,d=k, k€ N.

() n=2:Sei fi=a1+22—2, fo=a? 2wy +1und I = (f1, f2), Vo.(I) = {(1,1)}. Jedoch ist
didy = 2.

Hier ist VI = (v1 — 1,29 — 1)p. (Es ist 20 — 1 € V1, da (22 — 1)? € I, und damit f; —
(x2 — 1) = 21 — 1 € V/I. Da weiterhin (z; — 1,29 — 1) ein maximales Ideal ist, muss v/I =
(x1 — 1,29 — 1) sein.)

Es ist [Vi(I)] = 1 und d{VPdVD = 1.

Das Beispiel (a) zeigt, dass die obere Schranke aus der Beobachtung scharf ist, und Beispiel (b)
zeigt, dass sie auch sehr ungenau sein kann.

Satz 2.4.1.22. Sei L algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper von K, diml = 0 und
< Monomordnunyg.

(a) FEs ist |VL(I)‘ < dimK R/I == dimK RI,S == |B]7§‘.

(b) Ist K = L, so gilt
V()| = |Br<| & VI=1.

Anmerkung (ohne Beweis): Die Bedingung K = L aus (b) ist nicht nétig, wenn K perfekt
15t.

Beweis.

(a) Sei Iy, = (I)g, S = Lz1,...,2y,). Dann ist dimg R/I > dimy, S/I. (Denn: Sei G eine
Grobner-Basis von [ in R, dann gilt G C I,. Es folgt {z® | 2® € in< I} D {z® | z* € in< I}
und BLJL,S - BI,S? womit dimjp, S/IL < dimg R/I folgt.)

AuBlerdem ist Vr(I) = Vr(I1). Wir zeigen jetzt dimy, S/Ir, > |V (I1)| =: m. Es gilt dim I =
0, also 0 < m < oo nach Satz[2.4.1.10l Betrachte die lineare Abbildung

o: (Brr.<)—L" r—(r(v),....r(vm))

mit V,(Ir) = {vi,...,vm}. Es ist ¢ L-linear.

Wir zeigen nun ¢ surjektiv: Mehrdimensionale Lagrange-Interpolation (siche unten) ergibt
Polynome g1, ..., gm aus S mit g;(v;) = d;;. Dann ist p(g;) = e; (wobei ¢ auf S ausgedehnt
wird) und zu (c1,...,¢p) € L™ ist

m m
P> cigi) = cip(gi) = (1, s cm).
i=1 i=1
Sei g = > ", ¢ig;. Dann ist g°r € (Br,1,,<) 1, wobei G, eine Grobner-Basis von I7, ist. Sei

etwa g = h +g% =: h +r, dann gilt ©(g9) = p(r) = (c1,. .., ¢m), womit ¢ surjektiv ist.
Damit folgt die Abschitzung.
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(b) Gelte VI = I. Wir zeigen ¢ aus (a) injektiv. Sei r € (B; <) (esist I = I1,, da K = L) und
sei p(r) = 0. Damit verschwindet r auf V(1) und der Nullstellensatz liefert » € VT = I.
Da G eine Grobner-Basis ist, folgt r» = 0.

Sei nun |Br<| = m (wie in (a)). Dann ist ¢ injektiv, also gilt f € VI = f € I (da
V() = V(\ﬁ)), womit /T C I ist. Da I C /T folgt I = /T.

O]

Bemerkung 2.4.1.23. Genauere Informationen bei (a) mit Hilfe von Vielfachheit. Vergleiche
Seminar, lokale Ringe.

Hilfssatz 2.4.1.24 (Mehrdimensionale Lagrange-Interpolation). Seien |K| = oo und
V1, ..., U, € K" paarweise verschieden.

(a) Es gibt Polynome gi,...,9m € K[z1,...,xy,] derart, dass
9i(vj) = i (*)
ist. Man findet sie durch Lagrange-Interpolation.
(b) Es gibt ein £ € K™ so, dass {*v; # £ v; gilt fiiri # j.

(c) Mit einem € aus (b) und mit
A CE)

gi =
j=1 et(vi 1}3)
i
gilt (x). Dabei sei x = (x1,...,Tp).
(d) Seien cq,...,cm € K vorgegeben. Dann gibt es ein g € K[, ...,xy,] so, dass fir 1 <i<m
gilt
g(vi) = ¢.

(e) Zur Eindeutigkeit in (d):
Sei J(vi,...,vm) = {f € Klz1,...,20] : f(v1) = -+ = f(vm) = 0}. Dann ist g +
J(v1,...,0) die Menge aller Polynome h mit h(vi) = ¢1, ..., h(vy) = cn.

Beweis. Die Implikationen (b) = (c) = (a) = (d) sind klar, und dem Leser sei (e) zur Ubung
iiberlassen. Nun zum Beweis von (b).

Sei U = UT)=1 (v; — v;)+.
Beachte: Es existiert £ in (b) genau dann, wenn K™\ U # ().
Sei fi; = (v; — vj)lx € Klz1,...,xy), und f = HTj:; fij- Dann ist U # K™ < V(f) # K™.

i£]
Nun ist f # 0, und nach folgendem Lemma ist V(f) # K", da |K| = co: O

Lemma 2.4.1.25. Sei |[K| = oo und f € Klz1,...,2,] \ {0}. Dann gibt es ein v € K™ mit
[(0) £0.

Beweis. Induktion (Ubung). Vergleiche auch unsere Losung zu Aufgabenblatt 14. :-) O
Zur Bedeutung von /1.

Satz 2.4.1.26. Unter der Voraussetzung dimI = 0 gilt /I = I genau dann, wenn |Vi(I)| =
|Br<|-

Weitere Informationen liefert das Shape-Lemma. Dazu erst folgende Definition:

Definition 2.4.1.27. Sei I ein Ideal mit dim I = 0. Dann ist I in regulédrer Position, wenn
fiir je zwei verschiedene Nullstellen v = (v1,...,v,), w = (w1,...,wy,) tber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper gilt v, # wy,.
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Bemerkung 2.4.1.28. Uber Q sind “fast” alle O-dimensionalen Ideale in regulirer Position.
(Ohne Beweis.)

Lemma 2.4.1.29 (Shape-Lemma). Sei K algebraisch abgeschlossen oder perfekt. Sei I in
regulirer Position und /T = I. Dann gibt es g1, ..., gn € K[z,] so, dass

(i) gn quadratfrei ist,
(ii) degg; < deg gy, firi <n gilt und

(i) die reduzierte Gribner-Basis von I beziiglich <je, mit x1 > --- > x,, die Gestalt

[$1 - gl(IL‘n), sy Tpn—1 — gnfl(xn)agn(xn)]
hat.

Beweis. In der Ubung. 0
Der Nachteil des Shape-Lemmas ist, dass es auf < beruht.

Bemerkung 2.4.1.30. Es kann eine affin-lineare Variablentransformation (z + A'z + b mit
A€ GL,(K), be K™) zur Herbeifithrung der regulédren Position genutzt werden.
Vergleiche [CCS99, Bd. 2, p. 26 f].

Ein Beispiel findet sich in dem MAPLE-Worksheet MapleDemoUbung.

2.4.2 Zur Problematik algebraischer Gleichungssysteme
Hier den Beginn aus Kapitel 2 aus [CLO98| einfiigen (Seiten 23 bis 34).

2.4.3 Berechnung von B;< und VI

Sei dim I = 0. Zur Berechnung von B < siehe Aufgabe 51 bzw. [CLO98]. Nun zur Berechnung
von /1.

Satz 2.4.3.1. Sei K perfekt und dim I = 0. Dann ist fir 1 <i<n

{0} # TN Kai] = (fi) g1 # K]

fi

m der quadratfreie Anteil von f. Dann ist

mit geeigneten f; € Klx;]. Sei f; =

VI=T+(F, . )
Bemerkung: Die Formel ist einfach, jedoch ist der Beweis erstaunlich schwer.

Beweis. Sei J = I + <ﬁ,,ﬁ> Es gilt I € J C VI # R, wobei J C /T durch Vergleich
der Nullstellenmengen und v/T # R aufgrund dim I = 0 folgt. Insbesondere gilt v/J = /I. Wir
zeigen nun v/J = J indem wir zeigen, dass J Durchschnitt endlich vieler mazimaler Ideale ist.
Beachte: Ein maximales Ideal ist prim, und jedes Primideal ist radikal, und der Durchschnitt
endlich vieler radikaler Ideale ist ebenfalls radikal (vergleiche Ubung).
Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n.
Anfang (n = 1): Sei J = [ + <?> mit f quadratfrei. Dann ist J = (h), h quadratfrei;
es ist h assoziiert zu ggT(f,g) wenn I = (g). Sei etwa h = p1---p,, wobei die p; paarweise
verschiedene Primelemente sind. Dann ist J = (;_; (p;), und da K|z;] Hauptidealbereich sind
die (p;) maximal.
Schluf3 (n > 1): Sei f, = p1---ps in K|[x,] mit p; paarweise verschiedenen Primelementen.
Zwischenbehauptung: Es ist J = J + (fn) , = i1 (J + (pi) g). Der erste Teil ist auf Grund
der Definition von J klar, und der zweite wird in Aufgabe 53 bewiesen.
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Wir zeigen jetzt, dass J + (p)p mit p € K[z,] prim Durchschnitt endlich vieler maximaler
Ideale ist. Zusammen mit der Zwischenbehauptung folgt dann die eigentliche Behauptung.
Beachte A = <B<p>7§>K >~ Kz /pK[x,)], wobei A C K[zy). (Esist A= (1,ay,... ,x;‘ff1>K

wobei d = deg p.) Betrachte nun die kanonische Abbildung ¢ : K[z,] — A, f — o(f) = Rest bei
Division mit p.

Setze nun p fort zu einem K-linearen surjektiven Ringhomomorphismus ¢ : R = (K[x1, ..., 2Zn—1])[2n] —
Alzq, ..., xp—1] mit

6 1)
0 (Z cnrﬂZ) = cio(x}).
=0 =0

Dann ist ker p = pR.
Nun liefert der Homomorphiesatz unter anderem eine Bijektion (genauer: einen Verbandsi-
somorphismus) zwischen

{ Ideale in R, die pR enthalten } und { Ideale in Alz1,...,2n-1]}

(vergleiche Jacobson: Basic Algebra 1).

Beachte, dass o(f,) = 0 ist und o(f;) = f; fir 1 <i <n — 1.

Nun sind o(/) und H = o(J + (p)p) Ideale in Afz1,...,2,—1]. Dann ist H = o(I) +
(fis--os fom1) mit f1,..., fao1 € Alz1,. .., @p—1] quadratfrei.

Mit der Induktionsannahme ist nun H = ﬂ§:1 M mit maximalen Idealen M; C Az, ..., zp—1].

Nun sind ebenfalls Q_l(./\/lj) maximale Ideale, da p ein Verbandsisomorphismus zwischen den
Idealverbinden ist. Da nun (;_, 071 (M;) = o7 (H) = J+(p)  ist nach dem Homomorphiesatz
folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.4.3.2. Satz(2.4.3.1] liefert eine einfache Methode zur Berechnung von v/I, wenn
dim I = 0 und K perfekt:
Bestimme I N K{[z;] = (f;) und benutze die Formel aus Satz[2.4.3.1

Beispiel 2.4.3.3. Ein MAPLE-Beispiel:

> restart:
> with(Groebner): read ‘zdimradi_neu.txt‘;

Erzeuger des Ideals I:

>fl :=y74 *xx+3*x"3-y4-3*x"2:
f2 1= x"2 %y - 2% x"2+ 1+ z:
f3 ;=2 % y74 x x - x"3 -2 %y 4+ x72:

f4 = x72 % y"2 x z72:
> F := [f1, £2, £3, f4]:

Reduzierte Grobner-Basis von I beziiglich <g,qdies:

> gbasis(F, tdeg(x,y,z));

(22 —14y+tzy, s+az—1—z, 22y—202 + 142,23 —2?, 21 =223 442?122 —4, 4 4223 —122% 522 +42+11]
Reduzierte Grobner-Basis des Radikals von I beziiglich <g.qq1e-

> gbasis(zdimradical (F, [x,y,z]),tdeg(x,y,2));

[~1—2+21—y, 2 +y— 1,2y, —y + ¢
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2.4.3.1 Basiskonversion

Wir betrachten nun den FGLM-Algorithmus (FGLM steht fiir die Namen Faugere, Gianni,
Lazard und Mora). Dieser ist z. B. via fglm in MAPLE verfiigbar.

Gegeben sei ein 0-dimensionales Ideal I in R = K[z, ..., z,], und zwei Monomordnungen <
und <’ auf N™. Sei weiter G eine Grobner-Basis beziiglich <. Gesucht ist nun eine Grobner-Basis
G’ beziiglich <'.

Dazu wird folgende Eigenschaft benutzt:

T
z® €inc(l) & Jeg, ... ¢ € K3aW, . .,aMeN: o <anz® —Zcima(l) el
i=1

,

. . —G

& 3er,...,00 € K3aW, oM eNt ol < a/\:lcaG:ZCﬂo‘(z) .
=1

Nun zur Beschreibung des Algorithmus:
1. Setze G' :== 0, B' := {0}, In’ :== 0, v := 0, wobei G’ C R, B/, In' C N", ~ € N".
2. Solange M :={f e N" | v < B} N (N" \ Upesn Co) # 0 ist, tue folgendes:
(a) Setze f* :=min< M.

7G -
(b) Ist 27" € <{x°‘G |a € B’}>K, so tue folgendes:

(i) Bestimmte ¢, € K mit = Y ach o™
(ii) Setze g := 27" — 3 g caz®,
(i) G':= G'U{g} und
(iv) In' :=In' U{p*}.
(c) Ansonsten setze
(i) B := B U{p*} und
(i) ~ = 6"

Korrektheit des FGML-Algorithmus:
e Der Algorithmus terminiert:

— Da dim I = 0 muss B’ konstant werden.

— Es wird e,y Co konstant.

acln

e Also wird M nach endlich vielen Schritten berechnet.

e Per Konstruktion gilt: ({LM</(g) | g € G'}) = in</(I):
“C”: Klar.

“2”: Sei h € I, 2% = LM</(h). Annahme 2 ¢ in</(I), Widerspruch zur Abbruchbedin-
gung!

Beispiel 2.4.3.4. Das folgende Beispiel stammt aus einem Vorlesungsskript von Beatrice Am-
rheim, Tiibingen 1995. Die Bearbeitung des Beispiels folgt allerdings dem FGLM-Algorithmus,
wie er in der Vorlesung behandelt wurde.

Ein umfangreiches Beispiel wird in der MAPLE-Hilfedatei zu fglm (fglm_algo ab MAPLE 9)
angeboten.
Gegeben: Eine <. ,ge,.-Grobner-Basis G = [wQ +2y2, xy? — %y, vt %xy}
Gesucht: Eine <j.,-Grobner-Basis.

Die folgende Tabelle gibt die wichtigsten vom Algorithmus berechneten Gréfien an:
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bearbeitete zugehorige G’ B’ In’
Monome Reste
1 1 - 1] —
y y — [1,9] —
y? y? — (1,9 —
y y? — Ly, 9% 9% —
yt — 3y — INTRTERTENTY —
y° —1y [v° + 2] — [v°]
x x — Ly, y2 9%yt 2] —
Ty Ty [v° + 1y, 4y* + ay] — [y, zy]
a? =202 | [V + gy 4yt + wy, 2% + 2% — [y, zy, 27
Damit ist

G' =y’ + Ly, 4y* + zy,2* + 297

das Ergebnis, also eine <j.,-Grobner-Basis von (G) p.

2.4.4 Eingenwert/-vektor-Methoden zur Lésung algebraischer Gleichungssy-
steme

Untersucht wird hier die “Feinstruktur von R/I.” Sei nun stets K ein algebraisch abgeschlossener
Unterkorper von C.

Seidim] =0in R = K{xz1,...,2y], < eine Monomordnung auf N*, By <, G, V(I) = Vi (I) =
{fo®, ... v®} mit k € Nt wie bisher. Sei weiter A = (Br<) = R/I. Sind r,s € A, so ist
r®s:= o(rs) :=75°.

Zu feRseiMyp:A— A r—o(fr)= FG. Es ist My K-linear. Betrachte die Matrix von
My (in K™*™ wobei m = |Bj <|) beziiglich der kanonischen Basis By < geordnet mit <.

Erinnere: Endg (A) = K™*™ bei fester Basis.

Beispiel 2.4.4.1. Es geht darum, in einem ganz einfachen Fall zu zeigen, wie man eine Ma-
trixdarstellung M gewinnt fiir die Multiplikation mit f in R/I.

Das Ideal I sei gegeben durch die Polynomliste F' = [f1, fo, f3] in den Variablen X = [z, y]
mit rationalen Koeffizienten:

fi=ay?+a? —ay—22 —324+2y+2, fo=ay—a—2y+2,f3=—2ay+y’+4z —y—2.

Die Basis B von R/I beziiglich <g,qqiez (tdeg in MAPLE) — in aufsteigender Reihenfolge
beziiglich <g,qqie, sortiert — ist
B=l,y,z].

Sei nun als willkiirliches Beispiel f wie folgt gegeben:
f=a? 42

Die Bilder der Basispolynome bei Multiplikation mit f kénnen iiber den Divisionsalgorithmus
mit einer <y, qdie.-Grobner-Basis des von [f1, fa, f3] erzeugten Ideals bestimmt werden. Im Bei-
spiel ist

G=[42c—5y+2,2y—x—2y+22>—3z+2].

Damit berechnet man
F i1 =5y+a—4, F o =-9r+23y—12, f-z° =dz+10y— 12.

Die Matrix M/ lautet daher

4 —12 —12
My=|5 23 10
1 -9 4

Im Kontext von Abschnitt 2.4.4/sind die Matrizen M, und M, wichtiger. Zur Bestimmung von

M,: Es ist
x-lG:x, x-yG::U—l—2y—2, T z¢ =3z — 2.
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Die Matrix M, lautet daher

0 -2 -2
M,=10 2 0
1 1 3

Nun zur Bestimmung von M,: Es ist
y-lG:y, y‘yG:—2x+5y—2, y‘xG::c—i-Qy—Q.

Die Matrix M, lautet daher

0 -2 —2
My=[1 5 2
0 -2 1

Natiirlich kann man diesen Prozess auch automatisieren.

Beobachtung 2.4.4.2.

a) Die Abbildung M : R — Endg(A), f — My ist ein Ringhomomorphismus (und K-linear).
f

(b) Esist Ker M = I.

(c) Esist M| (Br <) injektiv. (D. h. Bild M ist isomorph zu einem kommutativen Unterring von
Kme.) K

(d) Mit h € K[t] und f € R gilt Mh(f) = h(Mjy).
Beweis.

(a) Es sind My = 0 und M; = id. Weiterhin ist My ,(r) = o((f + 9)r) = o(fr + gr) =
o(fr) +olgr) = My(r) + My(r), und Myy(r) = o(fgr) = e(fo(gr)) = My(My(r)) fir r € A.
Weiterhin ist Mys(r) = o(Afr) = Ao(fr) = AMy(r) fiir X € K.

b) “D”: Sei f €l. Esist M(r) = o(fr) =0, da fr € I, womit M, = 0 ist.
f f
“C”: Ist My =0, so0ist Ms(1) = o(f) =0, womit f € I ist.

(c) Esist (Br<), NI ={0}.

(d) Folg;laus (a): Ist h = Zfzo cit’, so gilt Myp(r) = Ms~ g pi(1) = Sei(Mg(r))t = h(Mg(r)),
r e A

O]

Betrachte die Minimalpolynome der M;: f +— My — hy := Minimalpolynom von f.
Erinnere: Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom.

Satz 2.4.4.3. Seien f € R und hy das Minimalpolynom von My. Dann sind dquivalent:
(a) Esist A € K eine Nullstelle von hy;

(b) Esist X ein Eigenwert von My;

(c) Esist A e f(V(])).

Hilfssatz 2.4.4.4. Mit g € R gilt 0 & g(V(I)) < o(g) invertierbar in A.

Beweis. “<": Sei g* € A\ {0} mit o(g¢*) = 1. Dann ist g*g — 1 € I, und somit 0 € g(V(I)).
“=7: Sei 0 ¢ g(V(I)), g(v™) #£0,1 < i< k. Sei g* (Interpolation) ein Polynom mit g*(v(?)) =

— 1 Dann ist (¢*¢ — 1)(v?) = 0, womit mit Hilfe des Nullstellensatzes g*g — 1 € /T folgt.
g(v®)

Sei etwa (g*g — 1)¢ € I, £ € N,. Ausmultiplizieren liefert (¢*g — 1)* = gg — 1 mit § € R. Damit
folgt 0(gg — 1) = 0, und damit ist o(g) invertierbar in A. O
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Beweis von Satz[2.4.4.3. (a) < (b): Klar nach Lineare Algebra II.
(b) = (c): Koordinatenform: A ist ein Eigenwert des Endomorphismus M genau dann, wenn
es ein 7 € A\ {0} gibt mit (My — Aid)(r) = 0. Es gilt dann M(;_y)(r) = o((f — A\)r) = 0. Setze

g=f—-A
Annahme: Es ist g(v®) # 0 fiir alle i. Nach Hilfssatz [2.4.4.4 gibt es dann ein g* € R mit

0(g*g) = 1. Nun ist o(g*gr) = o(r) = r fiir r € A und p(g*gr) = 0(0(g9*)0(gr)) = 0(0(g*)0) =0,
Widerspruch zu r € A\ {0}.
Also muss g(v(®) = 0 sein fiir ein i, womit f(v®) = X folgt.
(c) = (a): Seiv e V(I) mit f(v) = A Esist hy(My) = 0 (Cayley-Hamilton), also (Beobach-

tung 2.4.4.2(d)) gilt My, sy = 0, womit hy(f) € I ist. Damit gilt 0 = hy(f)(v) = hy(f(v)) =
hi(N). O

Satz 2.4.4.5. Die Eigenwerte von M, sind die i-ten Komponenten v; der Losungen v € V(I).
Auferdem ist
(he (7)) gppy = TN Klzi),  1<i<n.

Beweis. Der erste Teil ist klar (folgt direkt aus Satz[2.4.4.3), und fiir den zweiten Teil benutze
0= h(My,) = My(z;) < h(x;) € I fir alle h € K[t]. O

Bemerkung 2.4.4.6. Satz 2.4.4.5 liefert zweierlei:
e Ein Verfahren zur Losung algebraischer Gleichungssysteme;

e Ein Verfahren zur Berechnung von I N K|[z;].

Beispiele 2.4.4.7.
(a) n=1
(b) Siehe Ubung, Form nach Shape-Lemma.

(¢c) Monomideal, n = 2, dimI = 0, <jep, ¢ > y. Sei I = <y3,x3,a:y2,w2y> und Br< =
[1,y,9% z, zy,z7).

1S

N

N N
lbrxﬁ\\\

\ /

Es ist

[ e e N Ne)
o R O O OO
o O oo oo
_ o OO OO
[esRlen B en B s B e B @)
O O O O oo

V(1) = {0}, VI ={f € K[z,y] | f(0) =0} = (z,y)
Zur Bestimmung von V(I) fiir Ideale mit dim I = 0 vergleiche [CLO98], “Hilbertpolynom”.

Bemerkung 2.4.4.8. Fiir ein Verfahren mit Hilfe von Satz [2.4.4.5] siche das MAPLE-Demo.
Vorteil gegeniiber Elimination:

e < beliebig;

e nicht rekursiv.
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Nachteile vielleicht bei grossen n:

e Rekonstruktion der Losungen.

Letzters entfillt, wenn man zuerst v/T bestimmt und dann die Eigenvektoren von ‘M, benutzt.

Satz 2.4.4.9. Sei I = /T und f € R. Sei flvay injektiv, Br < = {a:o‘(l), . ,xa(m)} mit 22 = 1
(ohne Einschrinkung), und sei dim I = 0. Dann gilt

Bi(' My, () = (o)) L v ev)

wobei v* = []v"*, und

P Eig("My, f(v)).

veV(I)
Beweis. Sei etwa My = (a;). Es entspricht My der Multiplikation mit f in A:
Q(fxa(])) = Z aijZL‘am, 1 S j S m.
i=1

Einsetzen von v € V(I) liefert

m
€)) (%)
Yo :E a;jv”
1=1

und somit

F) @™y = @ ™) My,
und da v®* ~ =1 folgt (v® R O‘(m)) # 0. Also ist (v ol pat™ ) Eigenvektor von ‘M zum
Eigenwert f ( ). Da VI = (also |B| = |[V(I)]) und f ‘V(I injektiv folgt der Rest mit Linearer
Algebra I/11. O

Hinweis: Die Eigenwerte von My sind gerade die Eigenwerte von ‘M [
Wir betrachten nun ein
EW /EV-Verfahren zur Losung 0-dimensionaler algebraischer Gleichungssysteme:

1. Lege < fest mit z1 > -+ > xy,.

) alm)

2. Berechne eine reduzierte Grobner-Basis von v/T mit B = {xo‘(l , }, wobei ot = 0.

3. Wihle f = ciz1 + - -+ + cpx, mit zufilligen ¢; € Z. (Es ist sehr wahrscheinlich, dass f
injektiv auf V(I) ist. Siehe dazu auch weiter unten.)

4. Berechne Mp.

5. Berechne Eigenraumzerlegung fiir *M;. Hier zeigt sich, ob f “gut” war (gegebenenfalls

Wiederholen).
6. Ergebnis zu gutem f: m linear unabhingige Eigenvektoren w®, ... w(™ von th Al
paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq, ..., \p,.
Etwa zu w(!) existiert ein v € V(I) derart, dass w(!) = ¢, (vo‘m, . ,vo‘(m)) ist. Da o) =0
folgt wgl) = ¢;. Ersetze w") durch w(l)(wgl))*l.
Fallunterscheidung:
(a) z; € B fir alle i = 1,...,n, d. h. zu jedem i gibt es ein a € {a(l),...,a(m)} mit

NO)

% = ;. Dann ist v = v;. Man erhélt so alle v;.
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(b) Sei x; ¢ Bfirein1 <i<n.SeiJ:={ie{l,...,n} |z & B} ={ir,...,ie} # 0.
Ohne Einschrinkung sei i1 > --- > ip. Zu x;, mit i, € J gibt es g € I mit

9k = Tiy, + Gk, LT(gx) = 2,

Behauptung: Es ist g € K[{z; | i > i;}]. Annahme: g; enthélt Monom der Form
x;x®, j <i. Dann kann nicht gelten x; > x;. Also folgt die Behauptung.

Nun wird wie folgt iteriert:

g1 = Xy, + g1 mit g1 € K[{l‘] |j > Zl}]
Ist i1 = n, so gilt g1 € K, ansonsten bestimme v; wie in (a) und dann v;, =
—G1(Vit1,- -, 0n).

Beispiel 2.4.4.10. Siehe MAPLE-Demo.

Bemerkung 2.4.4.11 (zu f). Veranschaulichung im R", Spezialfall n = 2.
Sei V = {vM) 0@}, f,(z) = ‘wz mit ||w|| = 1, etwa w = ¥ (es wird C mit R? identifiziert).
Sei

Q= {p €[0,27[ | fuly(r) nicht injektiv }.
Bei einer Gleichverteilung auf [0, 27] gilt P(€2) = 0. Vergleiche Abbildung2.10.

A

{veR?||v] =1}

v

Jo

Abbildung 2.10: Veranschaulichung der fast sicheren Injektivitit im R?

(Unser Verfahren wird dadurch bestétigt.)

Jedoch ist f deterministisch bestimmbar mit
Lemma 2.4.4.12. Sei V eine endliche Teilmenge von C", etwa |V| = d > 0. Die endliche Menge
Fi={ay+izg+- 4" 2, [0<i < §(n—1)d(d —1),i € N}

enthdlt ein f mit f|y injektiv.

Beweis. Sei f; := x1 +ixo + - +i" lx, € F. Seien u,v € V, u # v und es gelte f;(u) = fi(v).
Dann folgt

n

0= Z(uk — Uk)ikfl,

k=1

also ist ¢ Nullstelle von "}, (ug — vy,)z* 1. Es gibt $d(d — 1) Teilmengen {u,v} C V mit u # v.
Jedes Polynom Y (uj, — vg)2*~! hat hochstens n — 1 Nullstellen. Insgesamt gibt es hochstens

3(n —1)d(d — 1) Wahlen von i, die ungeeignet sind. Aber: |F| > 3(n — 1)d(d — 1)! O
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2.4.5 Eingrenzung reeller Losungen

Sei nun stets K C R. Sei Vg(I) = Vc(I) NR™.
Beispiele von Gebieten, die wir zulassen wollen:
Sei 0 # h € R, dann ist
R" = H, UVr(h)UH,, (%)

wobei H;” = {v € R" | h(v) > 0} und H, = {v € R" | h(v) < 0}.
Beispiele 2.4.5.1.

(a) Sei n = 1, h = (z — a)(z — b) mit a < b. Dann ist Vg(h) = {a,b}, H;' = R\ [a,b] und
H,” =la,b|.

(b) Sei n =2, h = (2® + 4> — 1) (#® + y? — 2). Dann ist Vg(h) = Vr(h1) U Vr(hg). Weiterhin

=:h =:hg
ist H = {v e R?| |jvlly <1V |v|l, >V2} und H, ={veR?|1< v, <2} (Siehe
Abbildung 2.11.)

Abbildung 2.11: Die Mengen H,", H, und V(h) zu h = hihs

(c) Seien m =2, a < bund ¢ < d. Setze hy = (z —a)(z —b) und he = (y — ¢)(y — d). Es ist
H, NH, ={(u,v)€ R?|a <u<bAc<wv<d}. (Siehe Abbildung 2.12))

Abbildung 2.12: Die Menge H, N H,_  zwei Polynomen h; wie in (a)

Eine symmetrische Bilinearform auf R und A: Zu f,g € R sei
S(f,g9) := Spur(MyM,) = Spur(My,) € K
eine symmetrische Bilinearform. Uber C gilt

Spur A = Z A va(pa)

A EW von A Vielfachheit

Beachte: Ist A symmetrisch, so sind die Eigenwerte reell.
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Zu h € Rund f,g € R sei
Sn(f,g) = Spur Mygp,

eine symmetrische Bilinearform. Es ist S; = S.
Beachte: Eigentlich ist S, Bilinearform auf A, da die Funktionswerte bei Anderungen modulo I
konstant bleiben.

Wir betrachten nun die Matrix von S}, auf A beziiglich By <:

MS), = <Sh(:va(i) , 2o ))

1<ij<m’

wobei m = By <| und By.c = {o=,... 0™},

Erinnerung: Sei S symmetrische Matrix tiber K und p die Anzahl der positiven Eigenwerte
(mit Vielfachheiten) und ¢ die Anzahl der negativen Eigenwerte (mit Vielfachheiten). Dann
heifit p der Traigheitsindex, ¢ der Morseindex und o(S) := p — q die Signatur von S. Es ist
p—+q=rangS.

Satz 2.4.5.2 (Sylvesterscher Trigheitssatz). Seien S, p und q wie gerade. Dann sind p
und q invariant bei Transformationen der Art M — PM P mit P € GL,,(K).

Beispiele 2.4.5.3. Beispiele von Matrizen M S}, verschiedener Bilinearformen S und deren
Signaturen. Als Basis dient jeweils die aufsteigend geordnete Standardmonombasis 5.

(a) Mit dem Ideal aus Beispiel 4.4.1. Sei I := (f1, f2, f3) mit fi = zy®+2%—2y—2y> —32+2y+2,
fo=ay—z—2y+2und f3 = —2zy+y® +4z—y—2,und F = [f1, fo, f3], X = [z,9].

Die Grobner-Basis G von [ ist
G=[y+2x—5y+2,2y—x—2y+2,2° -3z +72]

und die nach der Monomordnung <y, 4qie» (tdeg in MAPLE) sortierte Standardmonombasis
ist

B=[1,y,z].
Die Matrizen M Sy der Bilinearformen Sy, fiir h = 1, f, f2 mit f = z(z — 1) und deren

Signaturen:

(i) Fir h =1 ist

3 6 5
MS,=16 14 11},
5 11 9

und das charakteristische Polynom lautet
t* — 26t% + 13t — 1.

Es ist 0 kein Eigenwert, alle Nullstellen miissen reell sein, es finden drei Vorzeichen-
wechsel statt, also ist o(M},) = 3.

(i) Fiir b = f ist

4 10 8
MS, =110 26 20],
8 20 16

und das charakteristische Polynom lautet
t3 — 46t% 4 20t.

Es ist 0 ein Eigenwert, alle Nullstellen miissen reell sein, es finden zwei Vorzeichen-
wechsel statt, also ist o(Mp,) = 2.
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(iii) Fiir h = f2 ist
8 20 16

MS, =120 52 40/,
16 40 32

und das charakteristische Polynom lautet
t* — 92¢% + 80¢.
Wie gerade stellt man fest, dass ebenfalls o(Mj}) = 2 ist.

(b) Fiir ein weiteres Beispiel siehe Aufgabe 60.

Satz 2.4.5.4. Es sei I ein Ideal in R mit dim [ = 0 (beachte K C R), und sei h € R. Dann gilt
(a) o(Sp) = [Ve() NH | = |[Ve(I) N H; | und
(b) rang MS), = [{v € V(I) | h(v) £ 0}].

Wir benutzten einen Satz von Stickelberger (1850-1936):
Satz 2.4.5.5 (Stickelberger). Sei I ein 0-dimensionales Ideal in R und sei h € R. Dann gilt
(a) Die Eigenwerte von M S}, sind die Elemente von h(V(I)).

(b) Es ist det M Sy = [T,eyp) h(v)*).

veEV
(c) Weiter ist Spur MSp =3, cypy 1(v)h(v).

(d) Es ist CharPoly(MSh) = [T,eyp)(t — h(v))*).

Dabei ist p(v) die “Vielfachheit” der Nullstelle v; vergleiche [CLO98].

Eine ganz anders aussehende Version (in Wirklichkeit &dquivalent) findet sich zum Beispiel
in [CCS99, p. 47]. Die obige Version findet sich etwa in [BPRO3, p. 128]. Vergleiche auch [SS88,
S. 795 ff].

Beweis von Satz|2.4.5.4. Seien Br < = {x0‘<1), e ,xa<m)} mit m = |Br <|, V(I) = {vM, ... 0@}
mit d = |V(I)|. Es ist d < m.

zu (b) Stickelberger Teil (c) fiir hae™ 2™ ergibt fiir den (i, k)-Eintrag von M S},

Spur M, ) _om

= Z u(v)h(v)vo‘(i)vo‘(k)

veV(I)
d .
— Zu(v(j))h(v(j))(v(j))am (v1))a ™,
j=1

Man sieht, dass mit

p(o @) D) 0
D =
0 (v D) h(v@)
und
P = <(U(j))a(i>> i e med
1<j<d
gilt

PD'P = MS,,.
Es ist rang D = [{v € V(I) | h(v) # 0}|. Wir zeigen rang PD ‘P = rang D.
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Erinnere: Es ist I C v/, ing(\/f) Din<(I), aber Bﬁ’g C Br.<. Sei ohne Einschrénkung
B = {:L‘O‘(l), . ,xa(d)}. Sei weiterhin P = <f5d> mit Py € C¥9, Wir zeigen P, €
GL4(K).

Sei ¢ € C? mit ‘cP; = 0. Mit anderen Worten: Z?Zl ci(v(j))o‘(i) =0fir1 <j<d. Nun
gilt

d

0= Z ei(v)”

=1

d ; .
=3 ca (W)
=1

d y .
= (Z cma<”) (v),
=1

womit nach dem Nullstellensatz, starke Variante, gilt Z?Zl cixo‘m € VI. Da die 22" ¢
B /7 - sind folgt ¢; = 0, also ¢ = 0.

Damit ist rang P; = d. Nun gibt es ein U € GL,,(C) mit UP = (Eod) und

wrp'wr) = (7 4),

womit die Behauptung folgt.
Fall 1: Alle Nullstellen sind reell, d. h. V(I) C R™. Dann sind P und D aus (b) reelle
Matrizen, und o(Sy) = o(D) nach dem Trigheitssatz, womit die Behauptung folgt.

Fall 2: Sei V(I)\ R" # (. Ohne Einschrinkung sei v(V), ..., v(3s) € C" \ R und v(*) =
v2i-1)_ < s und v € R™ fiir i > 2s. Sei pU) die j-te Spalte von P. Dann ist

Nt , A
pl) = ((U(j))oé(l)7 L (v(]))a(m)'

Nach obiger Nummerierung gilt p(2) = p2i—1) ; < s.

Fall eines einzigen konjugierten Paars: Es ist

1 _1
: QQ

und Q7! = (} —1i>’ und

@h (G 9en=(%, ) =w

falls z = a + ib, a,b € R.
Im Produkt PD®pP angewendet ergibt sich

Q(l)

(P QW YU~'D'U(PU) = (PUYU DU {(PU),
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wobei PU und U~1D U1 reell sind.

Weiter ist CharPoly (W) = t2 — 4(a? + b?) mit a® 4+ b* = |z|* # 0, also (W) = 0. (W hat
die Eigenwerte 2v/a? + b2 und —2v/a? + b2.)

O]

Um Satz 2.4.5.4] anzuwenden, brauchen die Eigenwerte nicht berechnet zu werden:
Sonderfall der Regel von Descartes: Die Anzahl der positiven Eigenwerte von M.S}, ist die An-
zahl der Vorzeichenwechsel bei den Koeffizienten von CharPoly (M Sj,) (ohne die 0-Koeffizienten).

Beispiel 2.4.5.6. Siehe Aufgabe 60.

Schlussbemerkungen: Andere Methoden der Nullstelleneingrenzung:

e Shape Lemma — Eingrenzungsmethode fiir eine Variable (z. B. Sturmsche Ketten, Thom-
Codes, etc.)

e Einvariablenmethoden anwenden auf Erzeuger von I N K{z;], siche [BW98, Ch. 8.8].

2.4.6 p-Auflosung und univariate Darstellungen 0-dimensionaler Ideale

Beginn entsprechender Untersuchungen ab ca. 1995. Siehe zum Beispiel Fabricia Rouillier, “Ap-
plied Algebra in Engineering, Communications and Computing” [Rou99], oder auch [CCS99,
Ch. 2], [BPRO03, Ch. 11] und die Diplomarbeit von J. Peeken, 2002.

Seien die Bezeichnungen wie bisher, und sei K C C. Wir benutzten ohne Beweis oder Be-
griindung fiir die Vielfachheiten insbesondere

Z wu(v) = dimg A (dim I = 0).
veV(I)

Wir betrachten Morphismen von Nullstellenmengen (Varietidten). Dazu betrachten wir K-
Algebra-Morphismen

¢ Klxy,...,xn] — Kly1, -, Ym]
(bestimmt durch ¢(z1),...,¢(x,)) und dazu

" C" = C", wr (P(x1)(w),...,¢(zn)(w)).
Genauere Informationen zu der entsprechenden Dualitét finden sich zum Beispiel in [CLO96].

Definition 2.4.6.1. Seien V C C", W C C™.

(a) Es heifft ¢ : W — V ein (polynomialer) K-Morphismus, wenn mit einem K-Algebra-
Morphismus ¢ : K[x1,...,25] = K[y1,...,ym] gilt

" lw = .

Unser Szenario:

K[yl,--';ym]

V=v{) " lw

(b) Es heiffit ¢ : W — V ein K-Isomorphismus, wenn

(i) ¢ bigektiv ist und
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(ii) ¢, o= K-Morphismen sind.
In diesem Fall heissen W und V' K-isomorph.

Beispiele 2.4.6.2.

(a) Sei I = (2%, z139,23) und J = (y3). Sei weiter V := V(I) = {(0,0,0)} (wobei x((0,0,0)) =
3) und W :=V(J) = {0} (wobei p(0) = 3).

Betrachte die folgenden Abbildungen:

¢ Klry, 23] — Ky, Ty = Y1, 2 = 0,

¢*: C— C?, ¢ (B(21)(c), p(x2)(c)) = (c, 0),
¥ K[yi] — Kz, 22], Ty Y1, 72 — 0,
v*: C? - C, (c1,¢2) — Y(y1)(c1, ) = c.

Bestitige: V und W sind K-isomorph. Ausserdem bleiben die Vielfachheiten erhalten.

(b) Fiir weniger triviale Beispiele siehe [CCS99], Example 3.11, Seite 35.

(¢) Situation des Shape-Lemmas: regulire Position beziiglich z,, VI = I, <jep, und sei [z; —
hi(zp), ..., Tn—1 — hp—1(zn), hn(zy,)] eine Grobner-Basis.
Betrachte ¢ : K[zi1,...,2,] — Kly] und ¢ : Kly] — Klz1,...,2,] mit ¢(z;) = hi(y),
1<i<nund §(xy) = g, ¥(y) = Tn.

Dann induzieren ¢*(A) = (h1(A), ..., hp—1(N\), A) und ¥*((v1,...,vy,)) = v, einen K-Isomorphismus
zwischen V(I) und V(h,,(y)). Die Vielfachheiten sind alle 1.

Definition 2.4.6.3. Seien I C K[x1,...,zy], J C K[y1,...,ym] beides 0-dimensionale Ideale.
Dann heissen I,J p-aquivalent, wenn es einen K -Isomorphismus ¢ : V(I) — V(J) gibt mit

o e V(1) : plp(v)) = (o).
Kurz: I =, J.

Satz 2.4.6.4. Seien I,J wie in der Definition. Dann sind I und J genau dann u-dquivalent,
wenn es einen K-Algebra-Homomorphismus ¢ : K|x1,...,xn] — K[y1,...,ym] gibt mit

(1) ¢*[v(s) ist ein K-Isomorphismus auf V(I),

(ii) fir alle g € Klx1,...,xy,] gilt

Y u)gw)= Y pw)dlg(w)).

vev(I) wev(J)
Beweis. Siehe etwa [?77 Ro 777] (... ...). O

Bemerkung 2.4.6.5. Beachte: I =, J impliziert im allgemeinen nicht Klz1,...,z,|/] =
Kyi,...,ym]/J als K-Algebra. Jedoch sind sie als K-Vektorrdume isomorph.

Etwa in Beispiel 2.4.6.2(a) sind die Algebren nicht isomorph.

Im Fall I 22, J gilt jedoch K[z1,...,2,]/VI = K[y,...,ym]/VJ als K-Algebra.

Definition 2.4.6.6. Sei dimI = 0. Dann heifit I p-aufgelost mit einem Ideal J mit J C KJ[t],
wenn I =, J.

Ist I p-aufgelost und ¢ ein K-Algebra-Homomorphismus, der eine Isomorphie nach Defini-
tion |2.4.6.1 herstellt so, dass gilt I =, J mit J C K[t|, dann heifit (J,¢) p-Auflosung von I.
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Satz 2.4.6.7 (Rouillier). Seien h,l € Klx1,...,x,] und h injektiv auf V(I), und seien

M= T G=n@)*@, gm= > wiw) J[ E-N.

veV(I) vev(I) AehI(D)
Dann gilt
(a) FEs ist
PV VD, A s (). ()

wohldefiniert und ein K-Isomorphismus.
(b) Auperdem gilt fy, € K[t], gen € K|t] und

— & CharPoly(Mp
geT(fn: 5.7)

fn = CharPoly (Mj), Gop = )‘5:0_



Anhang A

Kommentiertes Literaturverzeichnis

A.1 Algebra II: Algebraische Gleichungen in einer Variablen

Die Literaturauswahl und Kommentare stammen von Prof. Dr. Wiland Schmale.

A.1.1 Kapitel 0

e [Rus00] www.math-atlas.org

Unvollstindig, es fehlen grofle Gebiete, wie z. B. die algebraische Geometrie.

e [ADNF103] H.-W. Alten, A. Djafari-Naini, M. Folkerts, H. Schlosser, K.-H. Schlote, H. Wu-
Bing, 4000 Jahre Algebra; Geschichte, Kulturen, Menschen.

Nicht die Algebra, sondern “nur” die Geschichte wird dargestellt; erfasst auch bereits
neuere Gebiete, wie etwa Computer-Algebra.

e [Bew02] J. Bewersdorff, Algebra fiir Finsteiger, Von der Gleichungsauflosung zur Galois-
Theorie.

Schoén beschriebene Einfiihrung und Hinfithrung zur Algebra und insbesondere zur Galois-
theorie. Geht mit vielen Beispielen und Kommentaren entlang des historischen Ablaufs vor
und setzt anfangs nur Schulmathematik voraus. Trotzdem kommt er am Ende u. a. auch
zum Hauptsatz der Galoistheorie. Dafiir miissen dann natiirlich algebraische Strukturen
eingefiihrt werden.

e [Soc97] Notices of the AMS, Mérz 1997,
http://www.ams.org/notices/199703/199703-toc-ps.html

Dort befindet sich ein Interview mit Bartel Leendert van der Waerden von Yvonne Dold-
Samplonius:

“The life and experiences of van der Waerden spanned twentieth-century mathe-
matics in Europe, as revealed in this interview with him in 1993”

und der Artikel von Saunders Mac Lane: Van der Waerden’s Modern Algebra, The major
changes in algebra wrought over 70 years ago were brought to the mathematical world by
van der Waerden’s seminal texts. Beides aus Notices of the AMS, Mérz 1997. Eine neuere
Auflage des dabei angesprochenen Algebra-Werks wird weiter unten aufgefiihrt.

e [Tig02] Jean-Pierre Tignol, Galois Theory of algebraic equations. World Scientific, 2002.

“l...] to convey to [...] undergraduate students in mathematics of how mathema-
tics is made |[...]”

Breit historisch-genetisch ausgerichtete Entwicklung der Galoistheorie und der zugehorigen
Algebra, mathematisch viel breiter und vollstindiger angelegt als das oben erwiahnte Buch

von BewersdorfT. 100
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A.1.2 Kapitel 1 und 2

Viele einfithrende Texte zur Algebra enthalten auch einen unterschiedlich umfangreichen, oft
auch nur kurzen Abschnitt zur Galoistheorie. Methodisch wird unterschiedlich vorgegangen,
so dass sie zwar ergénzend zur Vorlesung z. T. interessant sind, aber deren Erarbeitung nicht
ersetzen kénnen. So z. B. die folgenden Biicher:

o [Kun94] Ernst Kunz, Algebra.
e [Bos04] Siegfried Bosch, Algebra.
e [Bac90] Friedrich Bachmann, Algebra.

Nach wie vor empfehlenswert ist der Klassiker Algebra von Bartel L. van der Waerden
[Wae03], in Englisch neuaufgelegt. Es gab fast ununterbochen Neuauflagen auch in Deutsch, sie-
he Bibliotheksbestéinde. Die Galoistheorie in diesem Buch ist beeinflusst von deren Darstellung
durch Emil Artin, die spiter und weiterentwickelt eigenstéindig in Buchform erschien [Art04].

Einflussreich und weit verbreitet waren und sind die Texte

e Algebra von Serge Lang [Lan84] (sehr systematisch, aber m. E. nicht zu schwer zum Lesen),

e Basic Algebra I von Nathan Jacobson [Jac85] (sehr gut lesbares Kapitel zur Galoistheorie
und ihren Anwendungen, die nur relativ wenig Vorkenntnisse aus der Einfithrung in die
Algebra erfordert; enthélt als Kapitel 8 eine exzellente Einfiihrung in die Verbandstheorie)
und

e Fields and Rings von Irving Kaplanski [Kap72] (meine Vorlesung ist methodisch am stérk-
sten von diesem Text beeinflusst).

Zur Verbandstheorie sei das Werk Lattice Theory von Garret Birkhoff [Bir73] erwéhnt.

Laut Computer-Algebra-Rundbrief, Oktober 2003, befinden sich nun noch 20.000 Koérper
mehr in der Datenbank algebraischer Zahlenkorper und transitiver Galoisgruppen bis zur Ord-
nung 15 von J. Kliiners, G. Malle [KM03].

Eine Orchidee aus dem Internet-Dschungel ist das Skript Fields and Galois Theory von
J. S. Milne [Mil03].

A.1.3 Weitere in der Vorlesung erwihnte Literatur

Zur Umkehrung des Kriteriums “f auflésbar = G auflésbar” im Fall Char K = 0 empfehle
ich Jacobson’s Basic Algebra, [Jac85, Seiten 247/248], aber natiirlich auch van der Waerden
und viele andere. Jacobson verwendet die gleiche Definition von “auflosbar”. Es werden dabei
noch mehr Ergebnisse aus der Gruppentheorie herangezogen (Seiten 241/242). Das vollstindige
Kriterium in beiden Richtungen heisst Galois-Kriterium. Die Umkehrung auch im Fall von 0
verschiedenen Charakteristiken wird z. B. bei Lang [Lan84, S. 326-328] behandelt. Die Definition
der Auflésbarkeit muss dann modifiziert werden, um die sogenannten Artin-Schreier-Polynome
2P — x — ¢ bei von 0 verschiedener Charakteristik p zuzulassen.

Viel Material ist wie immer zu finden bei Lehrbuch der Algebra: Unter Einschluf$ der linearen
Algebra, Band 2 von Scheja/Storch [SS88], insbesondere auf den Seiten 770 ff.

Mehr zu speziellen Gleichungen gibt es z. B. bei den oben aufgefiihrten Werken von Bewers-
dorff [Bew02], Tignol [Tig02] und Scheja/Storch [SS8S].

Mehr und Interessantes zu nicht auflésbaren Gleichungen ist in dem eigenwilligen Biichlein
Field Theory and its Classical Problems von Charles Hadlock [Had78] ausgearbeitet. Dort wird
u. a. ausfithrlich der Hilbertsche Irreduziblitdtssatz bewiesen und benutzt, um fiir alle n > 5
nicht auflésbare Polynome zu konstruieren.

FEin interessantes Lehrbuch ist m. E. auch Classical Galois Theory with Examples von Lisl
Gaal [GaaT79]. Dort werden viele Beispiele einbezogen. Eine Besonderheit im Vergleich mit vielen
anderen Abhandlungen der Galoistheorie ist, dass auch gezeigt wird, wie zumindest prinzipiell
die wichtigsten Objekte der Galoistheorie berechnet werden kénnen. Auflerdem wird z. B. der
Korper W aller Wurzeln aus ganzen Zahlen iiber Q untersucht und vergleichen mit dem Kérper E,
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der alle Einheitswurzeln iiber Q enthélt. Es gilt erstaunlicherweise W C E. Auch der Korper der
mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Zahlen wird dort verglichen mit E (Seite 241).

In dem Buch Introduction to the Galois correspondence von Marueen Fenrick [Fen92] wird
am Ende die Galoistheorie benutzt, um wichtigste Resultate der Mathematik zu gewinnen: Ein
Satz von Wedderburn, der besagt, dass jeder endliche Schiefkorper ein Korper ist (vergleiche
die Ubungsaufgaben zu Kapitel 10 in der Einfiihrung in die Algebra), Existenz von Galois-
Erweiterungen von QQ zu gegebenen abelschen Galoisgruppen.

Zur Realisierung endlicher abelscher Gruppen als Galoisgruppen iiber Q kann auch auf das
Buch von Kunz [Kun94, S 182] verwiesen werden.

Die Galoistheorie ist auch heute ein Gebiet aktiver mathematischer Forschung. Insbesondere
sind beim sogenannten inversen Problem der Galoistheorie noch viele Fragen offen. Dabei geht
es darum, zu gegebenem Korper K (insbesondere iom Fall K = Q) und gegebener Gruppe G
eine Galoiserweiterung zu finden mit GG als Galoisgruppe. Z. B. Thara et al, Galoisgroups over Q,
oder Arbeiten von Gunter Malle, um nur Beispiele zu nennen. Dies ist Spezialliteratur, die auch
fir Mathematiker anderer Spezialgebiete nicht mehr so leicht zugénglich ist. Lesenswert, auch
wenn man nicht weiterlesen will, ist die Einleitung zu Konstruktive Galoistheorie von Heinrich
Matzat [Mat87].

Im Zusammenhang mit modularen Methoden in der berechnenden Algebra sind auflerdem
Ergebnisse iiber den Zusammenhang der Galoisgruppe eines Polynoms aus z. B. Z[x] mit denen
der entsprechenden reduzierten Polynome aus Zy[z] von Interesse.

Vieles haben wir nicht behandelt: allgemeine Diskriminanten, Normalbasen, Hilbert’s Satz 90
(siehe z. B. das oben erwéhnte Skript von Milne [Mil03]), unendliche Galoiserweiterungen, etc.

Ein Standardwerk der “computational algebra” ist A Course in Computational Number
Theory von H. Cohen [Coh03]. Dort werden auch einige Themen, die die Vorlesung betreffen,
bearbeitet. Mit Uberraschungen ist zu rechnen, denn gerechnet wird manchmal ganz anders, als
es die Theorie zundchst vermuten lésst.

A.2 Algebra II: Algebraische Gleichungen in mehreren Varia-
blen

[AL94] W. Adams, P. Loustaunau, An Introduction to Grébner Bases.

[BPRO3] S. Basu, R. Pollack, M. Roy, Algorithms in Real Algebraic Geometry.

[BWOS8] Th. Becker, V. Weispfennig, Grobner Bases, A Computational Application.

[Buc98| B. Buchberger, F. Winkler (Hrsg.), Gribner Bases and Applications.

[CCS99] A. Cohen, H. Cuypers, H. Sterk, Some Tapas of Computer Algebra.

[CLOY6] D. Cox, J. Little, D. O’Shea, Ideals, Varieties, and Algorithms: An Introduction
to Computational Algebraic Geometry and Commutative Algebra.

e [CLO98] D. Cox, J. Little, D. O’Shea, Using Algebraic Geometry.

[Eis95b| D. Eisenbud, Commutative Algebra with a View Towards Algebraic Geometry.

[GGO03] J. von zur Gathen, J. Gerhard, Modern Computer Algebra.

[KRO0] M. Kreuzer, L. Robbiano, Computational Commutative Algebra.

[Mis93] B. Mishra, Algorithmic Algebra.

[Stu96] B. Sturmfels, Gribner Bases and Convex Polytopes.

[Win96] F. Winkler, Polynomial Algorithms in Computer Algebra.
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