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Aufgabe 22:
(a) Abstand zweier Geraden in R*
Seien
1 1 0 1
2 —2 / / ' 1 0
I'=v+ <u>p= 3 + < 1 >gpund I = v+ < v >p= 1<l =1 | >r
4 —2 1 0

Geraden in R*. Berechnen Sie den Abstand der beiden Geraden beziiglich des Standards-
kalarproduktes.

Losung der Aufgabe:

Schritt 1: Priife, ob I' N IV = (). Falls nein, wiirden sich die Geraden schneiden, die
Aufgabe wire gelost und der Abstand wire 0. Seien also A := [u,v] und b := v — v'.
Priife, ob Lis(A,b) = {x € R* : Az = b} = 0.

1 1 |1 11 1
2 0 |1 IV-II 2 0 1
>
1 -1 |2 1 -1 | 2
2 0 |3 0 0 | -2

In der letzten Zeile ist durch diese Umformung ein Widerspruch aufgetreten und das

Gleichungssystem ist nicht l6sbar. Damit ist gezeigt, dass I' N IV = (), automatisch be-

deutet dies, dass der Abstand grofer als 0 sein muss. Wenn man nun zur Hilfsebene

A = v+ < u,u’ >g die Ebene A’ = v/ + W aufstellt, so liegt I' in A und I in A/, zusiitz-
T

lich sind somit die Ebenen A und A’ parallel im R* aufgrund der gemeinsamen Richtung.

Um den Abstand zwischen I' und I berechnen zu konnen, wird eine Verbindungsgerade



zwischen zwei Punkten p € A und ¢ € A’ benotigt. Dabei miissen die Punkte p und
q so gewahlt werden, dass der Abstand minimal wird. Hierfiir muss die Verbindungsge-
rade orthogonal zu I" und I" sein. Diese liegt im Orthogonalraum und p und ¢ sind die
Schnittpunkte der Orthogonalen und den zwei Ebenen. Der Abstand d(p, ¢) gibt also den
Abstand zwischen den zwei Hilfsebenen an, also auch den Abstand zwische den Geraden.

Schritt 2: Bestimme den Orthogonalraum zu I und I”. Mit W =< wu,u’ >g bilde nun
Wt ={weR*: 'uw =0 und "v/w = 0}. Bestimme Lds(B,0) mit B € R*** mit ‘u und
by’ als Zeilen.

1 -2 1 —2 0] 1 1 =2 1 —21]01 I 110 -1 010
0 01 -1 1

Da dimW = 2 (u und «’ sind linear unabhingig) und weiter dimW + dimW+ = 4 gelten
muss (W @ W+ = R%), ist dimW+ = 2. Finde zwei linear unabhingige Vektoren (bzw.
Richtungen) in W+:

und wy =

O = = =
= = O =

Der Orthogonalraum W+ schneidet die zwei Ebenen senkrecht, enthilt also auch die
kiirzeste Verbindungsgerade zwischen den zwei Ebenen. Wahle nun den Schnittpunkt ¢
als den Aufpunkt v’ und sei H := v + W+,

Schritt 3: Bestimme den Durchstofspunkt von H und A mit einem Gleichungssystem,
dessen Spalten sich aus wy, w9, u,u’, v — v’ zusammensetzen.

11 1 1 |1 1 1 1 1 |1 1 1 1 1
10 -2 0 [1] I 1o -1 -3 -110 _}Yi 0 -1 -3 —1
11 1 —11|2 111—15 0 0 0 —-211 0 0 0 -2
01 -2 0 |3 01 -2 0 |3 0 0 -5 —1
1 1 1 1 |1 . (1 1 1 0 | 3/2
ordnen 0 -1 -3 —-110 Iralv 0 -1 -3 0 -1/2
“lo 0o -5 -1 |3 ) 1o 0o -5 0 | 52
0 0 o0 -2 |1 TVl 0 0 0 -2 1
1 1 0 0 2 1 0 0 0 0
1
45T 0 -1 0 0 _9 I+1I 0100 2
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W= O =



0
2
~1/2
~1/2

Also ist Lés([wy, wa, u, v/],v—0") = {y € R* : [w, wa,u, '] -y =v —2'} =

Berechne nun den Durchstofipunkt p:

p=v+0-w; +2 wy = +2-

—= = = O

1
0
1
1

W W = N

Schritt 4: Bestimme den Abstand von v und p mit dem Standardskalarprodukt:

-2
d0sp) = o' = 5 || = vErT e = vin.
-2

(b) Abstand zweier Ebenen in R®

Seien
0 1 1
1 1 1
A=ut<uj,us>=1| 0 | +< 1 |1,] 1 | >rund

1 1 2

0 0 1

-1 2 -3
0 1 -2

A= w+ < w1, Wy >R= 1 + < —1 , 3 >R

0 1 2
1 0 1

Ebenen in R®. Berechnen Sie den Abstand der beiden Ebenen beziiglich des Standard-
skalarproduktes.

Losung der Aufgabe: Das Verfahren ist dem in Aufgabenteil (a) sehr dhnlich.
Schritt 1: Priife, ob AN A’ = (). Falls nein, wére der Abstand 0 und die Aufgabe gelost.
Seien also A := [uy, ug, w1, ws] und b := u—w. Priife, ob Lis(A,b) = {x ERY: Ax = b} =
0.
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Man sieht nun durch den Widerspruch in der dritten Zeile, dass das LGS nicht 16sbar
ist und damit gilt: AN A’ = ). Verfahre nun zum Bestimmen eines Abstandes d(p, q)
ahnlich wie in Aufgabe 22 (a):

Schritt 2: Bestimme den Orthogonalraum zu A und A’. Hierfiir sei U =< uq, us, wi, wo >gr
und U+ = {y e R’ :tujy =0, tugy =0, fwry = 0, und ‘woy = O}. Bestimme Lds(B,0)
mit B € R*5 mit tuy, fug, fwy, fws als Zeilen.
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Der Rang der Matrix ist voll, damit sind alle Vektoren in U linear unabhéngig, also ist



dimU = 4 (Hyperebene) und damit dimU~+ = 1. Das Ablesen der Lésung ergibt:

2 2
-2 -2
Y= 1 , also ist UL =< 1 >R
-1 -1
1 1

Seien nun I' = u+ U und IV = w+U. Fiir den Abstand d(p, ¢) zwischen den zwei Ebenen
werden p € I' und ¢ € IV bendtigt. Setze hierfiir ¢ =: w.

Schritt 3: Bestimme den Durchstofpunkt von I' und G = w+ U~ mit einem Gleichungs-
system mit den Spalten wuq, us, wy, we, —y, w — u in der Matrix.

11 2 -3 -2 -1 11 2 -3 -2 -1
11 1 -2 2 |-1 II—1I 00 -1 1 4 0 -V, II+ V
11 -1 3 -1 1 — > 0 0 -3 © 1 2
12 1 2 1 | -1 |II=LIN-I} 01 -1 5 3 |0 1L V-V
101 0 1 -1 1 01 0 1 -1 1
(10 2 —4 -1 —2 100 -1/3 | —2/3
01 0 1 -1 1 19111 01 0 1 -1 1 II+V, I11-2V
oo 1 -2 -1/3(-283|———> |00 1 -2 —-1/3 | —-2/3
00 -1 4 4 -1 [IVHOL V4+IOI 0o 0 0 2 11/3 | —5/3 IV+V, (-1)V
|00 -1 1 4 0 000 -1 11/3 | —2/3
1000 —-1/3 | -2/3 1000 —-1/3 | -2/3
01 00 8/3 1/3 VoIV 01 00 8/3 1/3 ;—11\/
0oo1o0 -233|283|— (0010 —-23/3| 2/3 |—>
000 1 22/3 | -7/3 000 1 22/3 | -7/3
0001 —11/3 | 2/3 0000 -11 3
100 0 -1/3 —2/3 1 00 0 0] —25/33
01 00 8/3 1/3 I+§V, II—%V 01 00 0] 35/33
0 01 0 —23/3 2/3 >0 0 1 0 0| —47/33
000 1 223 | =7/3 |I+ZV,IV-2V |0 0 0 1 0| -1/3
0000 1 -3/11 000 01| =3/11
Die letzte Matrix liefert als Losung:
—25/33
35/33
Los([u1, ug, wi, we, —y],w—u) = {v €R’ : [uy, ug, wy,wy, —y] - v =w — u} = —47/33
-1/3
-3/11



Berechne den Durchstofspunkt p:

~1 2 —17/11
5 0 o | -2 6/11

0 ~1 3/11

1 1 8/11

Schritt 4: Bestimme schlieflich den Abstand von w und p mit dem Standardskalarpro-
dukt:

6/11

d(w,p) = lw — pl = ;%? __¢mywm+9+9+9__m)_vﬁa_ 3
_3/11 121 121 11 \/ﬁ
3/11



