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Aufgabe 4
(a)

Gegeben sind die zwei folgenden Gerade I't, T in Q3:

(R A H) S (R H )

Wir iiberpriifen nun, ob es eine Gerade durch den Punkt p = [ 4 | gibt, die gleichzeitig
—10
die beiden Geraden I'(, 'y trifft.

Zunéchst suchen wir jeweils eine Parameterdarstellung fiir I'; sowie I's.

zu I'y:

Um die Parameterdarstellung zu finden, wird der oben beschrieben Lésungsraum unter-
sucht. Dazu wird die folgende erweiterte Koeffizientenmatrix mit Hilfe von elementaren
Zeilenumformungen in die reduzierte Zeilenstufenform gebracht.
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Jetzt kann die Paramterdarstellung fiir I'y abgelesen werden. Somit ist
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zu I's:
Um eine Parameterdarstellung fiir I'y zu finden, muss wieder die entsprechende erweiterte
Koefhizientenmatrix umgeformt werden.
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So kommt man auf die folgende Parameterdarstellung fiir I's:
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Als néchstes wird die Lage von I'y und I's zueinander untersucht. Dazu wird zunéchst
iiberpriift, ob I'y und I'y gemeinsame Punkte haben. Deshalb wird das folgende Glei-
chungssystem aufgestellt:

O +A|=2|=|-3|+n|2|=|2n+21=3
0 1 0 3 3u—A=0

Auch dieses Gleichungssystem kann man mit Hilfe einer erweiterten Koeffizientenmatrix
und elementarer Zeilenumformungen 16sen.
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Nun ist zu erkennen, dass I'y NIy = (), da in der letzten Zeile der Matrix ein Widerspruch
auftritt, also haben I'y und I'y keinen gemeinsamen Punkt.

Im néchsten Schritt werden die Richtungsvektoren von I'y und I's auf lineare Abhin-
gigkeit iiberpriift. Dazu werden diese als Zeilenvektoren in eine Matrix geschrieben und
ebenfalls mit elementaren Zeilenumformungen in eine reduzierte Zeilenstufenform iiber-

fiihrt.

1 -2 1 EZU 1 0 -1

-5 2 3 01 —1
Man sieht nun, dass I'y und I's unterschiedliche Richtungen haben, da keiner der beiden
Richtungsvektoren ein Vielfaches des anderen ist.

Da die beiden Geraden I'; und I's keine gemeinsamen Punkte haben und in unterschied-
liche Richtungen zeigen, sind sie windschief.

Im n&chsten Schritt wird eine Ebene E so konstruiert, dass der Punkt p und die Gerade

3 1
I'1 in E5 liegen. Dazu nehme man den Punkt p = | 4 | sowie die Punkte~; = (0| € I'y
-10 0
1 1 2
und v = |0 +1- [=2| = |—2| € I'; und bilde die beiden Vektoren die von p nach
0 1 1

~v1 und von p nach 7y zeigen.



Dann ist
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die Ebene mit p € F und I'y C E.

Als néchstes wird der Durchstofpunkt d von I's durch E gesucht. Dazu stellt man das
folgende Gleichungssystem auf:

3 2 1 % -5 2k+l+5u=—§
4 | +k| 4 | +1]| 6 Sl+pl2|=|4k+6l—2u=-5
—10 -10 ~11 0 3

—10k — 111 — 3 =10

Auch diese Gleichungssystem ldsst sich wieder mit Hilfe von elementaren Zeilenumfor-
mungen 16sen.
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So erhilt man durch Einsetzen der Losungen fiir k, | und g den Durchstoffpunkt d:
3 2 1 ! -5 i
d:4+£4%6—§—%2——g
-10 -10 —11 0 3 4
Behauptung: Nun ist
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eine Gerade durch den Punkt p, die I'; und 'y trifft.



Bewess.
p € I's ist mit = 0 klar.

'y N T3 # () ist mit u = —1 ebenfalls klar.

Nun ist noch I'y NT's zu tiberpriifen. Deshalb wird erneut ein Gleichungssystem aufge-
stellt:

1 1 3 -2 A+2p=2
Ol +x|-2|=| 4 |+p| ¥ | =|22+%u=—-
0 1 -10 -2 A Zp=-10
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Nachdem das Gleichungssystem geldst wurde, erkennt man, dass die Geraden I'} und I's
einen gemeinsamen Punkt haben:

b) 11

1 41 3 —2 4

LinTy =4 10| +5 | =2| ¢ = 4 | -2 8B 1b=0]-9
0 1 -10 —2 9

Nun ist klar, I's ist tatsdchlich eine Gerade durch den Punkt p, die I'; und T’y trifft.
O



(b)
In diesem Aufgabenteil ist nach einer Ebene Es gesucht, die keine der beiden Geraden
'y, Ty trifft.

3 1 -5
Behauptung: Ey = 4 | +X -2 +p| 2 ]|,\peQ ) ist die gesuchte Ebene.
—10 1 3

Beweis. Nun ist folgendes zu untersuchen:

1. Ist E5 wirklich eine Ebene und nicht etwa eine Gerade?

2. Trifft Es tatsédchlich nicht die anderen beiden Geraden?
Gilt also: EoNTy =0 = Ey;NTy?

zu 1.
E5 ist eine Ebene, wenn die beiden Richtungsvektoren von FEj3 linear unabhingig sind.
Bereits in Aufgabenteil (a) wurde, als die Lage der Geraden 'y und I's iiberpriift wurde,
gezeigt, dass dies der Fall ist. Nun ist klar, dass F» tatsichlich eine Ebene ist.
zu 2.:
Da die Richtungsvektoren von Fs die Richtungsvektoren der beiden Geraden I'y und I'y
sind, gilt entweder I'y C Ey (bzw. I's C E») oder aber E; NT'y = () (bzw. Es N T = ().
3

Aus Aufgabenteil (a) ist allerdings bekannt, dass p= | 4 | ¢ I'1, .

—10
Nun ist gezeigt, dass Eo NIy = () = Ey N Ty gilt. Ey erfiillt also die geforderten Bedin-
gungen.
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