Lésungshinweise zu den Klausuraufgaben 24.2.2011

(1)

(2)

(i) Zunéchst kann & in Parameterdarstellung angegeben werden:

8:a+<b—a,c—a>R .
Die Aufgabenstellung sagt aus, dass es sich um eine Ebene handelt, was
zutrifft, da b —a und ¢ — a linear unabhéingig sind, wie man leicht bestétigt,
was aber nicht verlangt war. Mit einem von 0 verschiedenen Vektor v, der
senkrecht auf b —a und ¢ — a steht, gilt bereits Lés (*v,0) = (b—a,c— a>R .
Setzt man nun noch b = 'wa, dann gilt Lds (*v,b) = &. Letzteres kann so
begriindet werden:

Los (v, b) ist ein affiner Unterraum, der a enthilt. Somit ist Lés (‘v, ) =
a+ Lds (*v,0). Dabei ist aus Dimensionsgriinden Lds (*v,0) = (b—a, c—a>R.
Der Vektor v ist iibrigens nur bis auf einen von 0 verschiedenen Faktor
bestimmt. Ein mogliches Ergebnis (siehe vorgegebenes Zwischenergebnis)
ist v = [2,1,2] und damit b = 'wva = —1. In diesem Fall ist dann & =

Los ([2,1,2], —1).

(ii) Der Vektor v aus (i) steht senkrecht auf &. Fiir die gesuchte Gerade in

Parameterform ergibt sich also einfach I' = d + Ru.

(iii) Auch hier sind verschiedene Losungswege moglich. Ein relativ kurzer

verlauft wie folgt:

Wir wissen aus Vorlesung und Ubung, dass ein kiirzester Vektor in einer
Ebene, die nicht durch 0 geht, senkrecht auf der Ebene steht und auflerdem
eindeutig bestimmt ist. Es kommt also nur der Schnittpunkt der Geraden
Rv mit der Ebene & in Frage. Dieser hat also die Form Av mit einem reellen
A und es muss fiir ihn gelten

(W) =-1.

Es folgt A = Der kiirzeste Vektor in & ist also _71 .

=1
9 -

(iv) Das absolute Volumen des Tetraeders mit den Ecken a,b,c,e und mit e

aus I ist jdet[b — a,c — a,e — a]. Ein Punkt e aus T hat die Darstellung
e = d + sv mit einem reellen s. Damit erhélt man

det[b—a,c—a,e—a] = det[b—a,c—a,d+ sv—al
= s-detlb—a,c—a,v]+detlb—a,c—a,d—al
= s(—27) + (=27)

Das gesuchte Volumen kann demnach nur 1 sein, wenn s = % oder s = @1.

Dass mit diesen Werten auch tatsachlich das absolute Volumen den Wert 1
annimt, ermittelt man durch eine Probe.

(i) Ich suche eine Matrix A aus R?*2 derart, dass fiir alle 2 aus R? gilt

f@)=fla)+ Az —a)=d + A(z —a) .
Insbesondere muss dann gelten:

bV =fb)=d +Ab—-a) und ¢ = f(c)=d + A(c—a) .



In Matrixform besagt dies:
Alb—a,c—al =V —d',d —d].
Da b — a und ¢ — a linear unabhéngig sind, folgt
A= —-d,d-d]-b-—ac—a .

Ich berechne

113 1
— — -1 e
[b—a,c—al 10 [1 _3]

und erhalte damit
A 4/5 3/5
- [3/5 —4/5| ¢

Mit dieser Matrix hat f die oben angegebene Darstellung. Man bestéatigt
dies, indem man mit der gewonnenen Darstellung f(a), f(b) und f(c) be-
rechnet.

1 0

ii) f ist eine Bewegung, denn fiir die Matrix A gilt A-'A =
(i) f gung g 01

] . Die Matrix

A ist also orthonormiert.
Alternative: Ergebnisse der Vorlesung iiber Bewegungen in R? benutzen. A

hat die Form [Z _ba]. Bestitige, dass auBerdem a? + b? = 1, dann ist A

die Matrix einer Bewegung.
Aufwendigere Alternative: | f(z) — f(y) | mit | z — y || vergleichen fiir z,y
aus R?.

(iii) Die Spiegelungsrichtung wird erzeugt von einem Vektor £;(z) — x mit
einem Vektor z, der kein Fixpunkt von £ ist, also etwa von M dem

ersten Standardbasisvektor. Mit ihm erhilt man: £;(e(V)) — e(1) = 1 [_1}
1
5is

Geringfiigig aufwendigere Alternative: Eigenvektor fiir A zum Eigenwert -1
bestimmen.

. Die Spiegelungsrichtung ist also <[_

(iv) Fiir einen Fixpunkt z muss gelten: f(z) = =z, oder ausfiihrlicher
a' 4+ A(x — a) = z, oder umgeordnet: (A — E)x = Aa — a’. Man stellt nun
leicht fest, dass dieses lineare Gleichungssystem fiir x keine Losung besitzt.
f hat demnach keine Fixpunkte.

(i) Sei f eine Affinitdt in R? und etwa @ = Aa + b+ ve mit reellen A, y, v und
mit A+ p+v=1und A\, g, v > 0. Auf Grund der Affinitat von f gilt dann

f(x) = Af(a) + pfb) + v f(c).

Somit liegt f inmitten von f(a), f(b), f(c).

(ii) Gelte © = Aa+ pb+ve und 2/ = Na+ p'b+ v/c mit reellen A, p, v, N, 1/, v/
und mit A+ p+v=1=N+pu' +v und \, p,v, N, i/, v/ > 0. Dann gilt fiir
den Mittelpunkt von z und ’:

1 1 1 1
s@+a’) =+ Nat+Su+ )b+ 5w +v)e.



Dabei sind alle Koeffizienten auf der rechten Seite positiv und deren Summe

ist
1 Nyl N L / 1 / 1 N /
SA+N)+zp+ )+ +Y) = O+ Na+z(p+ o+ (v + 1)
2 2 2 2 2 2
1 1

= SO Hutv)+ N+ +0)

U

= 3+5=

Der Mittelpunkt von x und z’ liegt also ebenfalls inmitten von a, b, c.

(4) Begriindungen waren nicht verlangt. Die hier wiedergegebenen Begriindungen
sind nicht die einzig moglichen!

(i) , denn die Abbildung f mit der Abbildungsvorschrift f(z) = a
fiir alle 2 aus R? ist affin mit der Nullabbildung als zugehériger linearer
Abbildung.

(ii) , denn a, b, ¢ sind affin unabhéngig und deswegen ist z.B. durch
die Vorgaben f(a) = a, f(b) = b, f(c) = b eine affine Abbildung festgelegt,
bei der gilt:

Ifle)=fB) I =0#[b—c] .

(iii) , denn zunichst sind a, b, ¢ drei affin unabhiingige Punkte in R?
und deswegen hat d eine Darstellung als Affinkombination wie folgt:

d=MXa+ pub+vc mit reellen A\, y,v und A+p+v=1.

Fiir eine affine Abbildung aus (I ergibt sich damit

f(d) = Af(a) + pf(b) +vf(c) .

Wenn dabei nun f(a), f(b), f(c) affin unabhéngig sind, dann sind Darstel-
lungen als Affinkombinationen der Punkte f(a), f(b), f(c) eindeutig und es
kann nicht f(d) = f(c) gelten.

(iv) , denn ein Punkt x aus a Vb ldsst sich als Affinkombination von a
und b darstellen, etwa als © = Aa+ ub mit reellen A, p und A+ p = 1. Wenn
nun f(a) = a und f(b) = b mit einer affinen Abbildung f aus 0, dann folgt
sofort auch f(z) = Af(a) + pf(b) = z.

(V) . Nehmen wir an, dass die Ecken des Quadrats entgegen
dem Uhrzeigersinn umlaufend mit a,b,c,d bezeichnet sind. Dann gilt:
d=a+ (b—-a)+ (c—a) = b+ ¢ — a. Dies ist eine Affinkombination
der Punkte a,b,c. Mit einer affinen Abbildung aus (I erhilt man dann
F(d) = f(b) + f(e) — f(a) baw. f(d) — f(c) = f(b) — f(a). Die (unter
Umstédnden zu Punkten degenerierten) affinen Unterrdume f(a)V f(b) und
f(e) V f(d) sind also parallel.

(5) (i) Die beiden Geraden sind windschief, z.B. weil Rang[u,u,a’ — a] = 3, oder
weil die beiden Geraden keinen Schnittpunkt haben und zugleich die erzeu-
genden Vektoren u und u’ ihrer Richtungen linear unabhiingig sind. Beides
kann in kurzen Rechnungen ermittelt werden.



(ii) Das Bild auf B der Geraden I" unter Zentralprojektion mit Zentrum 0 erhélt
man durch Berechnung des Schnittes B8N (0 \Y, F), das von IV entsprechend
durch Berechnung von 8N (0 v I ) Da I" und I"” windschief sind, miissen
sich die beiden Ebenen 8N (0V I) und 8N (0VI') in einer Geraden
schneiden. Deren Schnittpunkt dieser Geraden mit 8B ist dann der gesuchte
Schnittpunkt der Bildgeraden. Um die Fragestellung des Aufgabenteils (ii)
zu beantworten, ist also letztlich nur zu klédren, ob 8N (0 \Y F) N (O v I/ )
ein Punkt ist.

Schnittgeraden von Ebenen in R? sind i.A. am leichtesten zu bestimmen,
wenn die Ebenen in Form von Lésungsmengen jeweils einer linearen Glei-
chung vorliegen. Diese Darstellung der hier interessierenden Ebenen (O\/F)

und (0 \/F)/ kann mit blofem Auge abgelesen werden: Zun#chst einmal ist

1] [1 0 -1
(ovr) = <a7u)R =([1], |1 >]R und (OVI") = <a’,u’>R =({1],|1
5] 10 10 0
1 10
Die Vektoren [—1| und | 10 | sind jeweils orthogonal zu den zweidimen-
0 -1

sionalen Untervektorrdumen 0V I und 0V IV und man erhilt
(0vI) = Lés([1,—1,0],0) und (0VI')= Lss([10,10,—1],0)

und damit wiederum
N1 =1 0] [o],
(0vD)n(0vT) = Los([lo . —1H0])_< 1)), .

Da der dritte Eintrag des Richtungsvektors dieser Schnittgeraden nicht 0
ist, liegt ein Schnittpunkt mit B vor. Die Bestimmung dieses Schnittpunk-
tes war nicht verlangt.

(iii) Um eine geeignete Ebene zu finden ist anschaulich gesprochen der eben be-
trachtete Schnittpunkt in B ,,ins Unendliche zu verlagern® durch Verénde-
rung der Lage von 8B. Da ein Stiitzvektor (etwa mit ¢ bezeichnet) und ein
Richtungsvektor (etwa mit v bezeichnet) bereits vorgeschrieben sind, bleibt
nur noch ein weiterer Richtungsvektor w zu bestimmen, der zusammen mit
dem gegebene eine Ebene erzeugt.

1

Ich setze w = | 1 | und & = a+ (v, w)R , denn dann ist & parallel zu <w>R .
20

Ein Schnittpunkt der Bilder von I' und I" in € kann daher nicht mehr vor-

kommen.
Behauptung: Fiir den Schnitt der Bilder &N (0 v I‘) und &N (0 V F’) von
I’ und IV in der Ebene & gilt

gnoOvrh)nOvIr)=go.

&N (0VT) und &N (0VIV) sind also parallel.
Die Behauptung war dann noch zu bestétigen mit Hilfe der gegebenen
Daten.



