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Schmale

(3)

Musterlosungen
(manche kurz und manche sehr ausfiihrlich)

Einige Hinweise zur Definition des Winkels zwischen zwei sich schneidenden affinen Un-
terrdumen in R".

Zunichst kann wegen der Existenz gemeinsamer Punkte bis auf eine Translation angenom-
men werden, dass 0 im Durchschnitt liegt, und dass wir es daher mit Untervektorraumen zu

tun haben. Translationen erhalten u.A. Winkel zwischen zwei Vektoren. Wenn sich unsere
Definition darauf stiitzt, geht also nichts verloren.

Seien nun U, W zwei Untervektorriume von R™.

(a) Wenn es sich dabei um Hyperebenen handelt, kann mit Hilfe von Normalenvektoren
analog zum ebenen oder zum dreidimensionalen Fall vorgegangen werden. Sei dim;, =
dim, =n —1und U # W. Seien u, w Normalenvektoren der Lénge 1 von U bzw. W.
Als nicht-orientierten Winkel kann man dan definieren

cosx (U, W) = |cos< (u, w)| = |(u,w)] .

(b) Auch fiir beliebige Untervektorriume kann ein Winkel definiert werden. Dies ist
insbesondere von Bedeutung in Anwendungen der Theorie der Hilbertraume. Gut
lesbar und leicht auf endlich-dimensionale Rdume reduzierbar ist die in dem folgenden
Artikel auf Seite 3 unten und Seite vier wiedergegebene Definition:

Mariano Ruiz and Demetrio Stojanoff: Frames of subspaces and operators, 2007,
http://arxiv.org/pdf/0706.1484v2

Eine weitere aktuelle Referenz dazu ist: Leo Dorst, Daniel Fontijne, Stephen Mann:
Geometric Algebra for Computer Science, Elsevier, 2007.

Losung zu (d): Vorausgesetzt ist a # b, |a| = b > 0 und H; = (a + b>R. Fiir
¢ = u(a+b) aus Hy seien p, g die orthogonalen Projektionen von ¢ auf <a>R bzw. auf <b>R .

M.a.W.: p und ¢ sind die Fufipunkte der von ¢ aus gefiillten Lote auf die Geraden G und
(5. Ich berechne
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Da a und b gleich lang sind, erhalte ich p = Apa und ¢ = Aub mit

A= (1+( a4 b ).
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Fiir die uns interessierenden Absténde ergibt sich jetzt nach einer kurzen Rechnung und
unter Beachtung der Lingengleichheit von a und b

2 2
le=pI? =42 (a+b) = Xa|® =4’ (a+b) =N |* = e—q]*.



(9) Losung zur Aufgabe in der folgenden Form:

1 3
Seien W = (|2], |2 >R, Py die orthogonale Projektion auf W und o' = Py(a), b =
3 1

Py (b). Bestimmen Sie a,b € R3 derart, dass a,b linear unabhdingig sind, (a’,b")# 0 und
doppelt so groff ist wie (a,b)).

Zur expliziten Beschreibung von Py berechne ich zuerst eine orthogonale Basis (wq, ws)
von W. Ein mégliches Ergebnis ist:

Ein Erzeuger des Orthogonalraums W+ ist z.B. w3 = |—2|, und damit ist (w1, ws,w3)
1
eine Orthogonalbasis von R3.

Nun kénnen durch Probieren geeignete Vektoren gefunden werden, etwa so:

Bestimme A\ derart, dass mit

a=wi + Awsz, b=wy + wy + Aws
fiir die Projektionen a’ = Py (a),b’ = Py (b) gilt:
(@', b) =2 (@a,b).

Man findet dann als Losung z.B. A = /7/3 .

(10) (a) Zunéichst gilt

LA L + 8 s=d+
= Q —_— _= —_— T =2cC —_— S =
p 9 » 4 5 5 B)

Damit erhélt man

2p—2q = 2a+b—a—2b—c+b = a—c
2r—2s = 2c+d—c—2d—a+d = c—a

m.a.W. p—gq ‘ } r — s und entsprechend auch p+R(q —p) ‘ ‘ r+R(s —r). Genauso lasst
sich zeigen: ¢ + R(r — q) H r+R(p —s).

(b) Jetzt sind a,b,c als gegeben zu betrachten und d ist geeignet zu wéhlen.Wann gilt
zusétzlich
(i) p—slr—s, (i) r—qlp—gq, (i) s—rlqg—r, (iv) s—plqg—p?
Dabeiist p—s=1/2(b—d),r—s=1/2(c—a),r—q=1/2(b—d),p—q=1/2(a —¢).
Man sieht leicht, dass im vorliegenden Fall alle vier Bedingungen #quivalent sind. Es
geniigt also (i) zu betrachten und (i) ist genau dann erfiillt, wenn

(b—d,c—a)=0 bzw. wenn (b,c—a)=(d,c—a),



bzw. wenn

deb+(c—a)t (1)
Damit ein Quadrat vorliegt, miissen aulerdem die Seitenlédngen iibereinstimmen. Dies
ist hier genau dann der Fall, wenn |[a—c| = |[b—d]|, bzw. wenn |a—c| =
| b—d|. Dies wiederum bedeutet

dEKb,HC—aH’ (2)

der Kugeloberfliche der Kugel um b mit Radius || a — ¢ | liegen muss. (1) und (2)
zusammen beschreiben den geometrischen Ort der Punkte d mit der Eigenschaft, dass
das Seitenmittenviereck mit den Ecken a, b, ¢, d ein Quadrat wird.

(12) Das gegebene Tetraeder sei beschrieben durch die drei Vektoren
a=aeM b=pe? ¢ =~el
mit o, 8,7 € Ry
Die Summen der Lingenquadrate gegeniiberliegender Seiten sind dann
(a,a)+ (b —c,b=c),(,0)+(c—a,c—a),(c,c)+(b—a,b—a)
Da die drei Vektoren a, b, ¢ paarweise orthogonal sind, fallen die gemischten Skalarprodukte

weg und es ergibt sich Gleichheit der drei Summen.

(14 neu) Secien K ein Korper und etwa F' = fo + (f1, fg)K. Da sich E und F' in einer Graden
schneiden sollen, kann o.E. angenommen werden, dass

ENF=fo+Kfi
und dann

E = fo+ (f1,f3), -

Wir kénnen o.E. annehmen, dass fo = 0, denn es gilt fiir a € E:
W(G)ZQ < Fo(a—fQ)ZQ

mit 79 = T_y, o m o Ty,. Sei also ab jetzt fo =0. £ und F' sind dann zweidimensionale
Untervektorrdume von K3, deren Summe K3 ergibt.

(a) Die Aussage in (a) beruht auf folgender Beobachtung:
Seien U ein Untervektorraum der Dimension 2 von K3, z € K3\ U und v € K3, dann
gilt:
2+ KonNU#@ <= v¢U (3)
Der kurze Beweis folgt weiter unten.

Mit Hilfe dieser Beobachtung sieht man sofort, dass die Menge der Punkte auf E, wo
m(a) = @, sich wie folgt darstellen lasst:

{a€eFE: a—z€eF}=z+F)NE.
(z+ F)N E ist aber aus Dimensionsgriinden eine Grade (Nachweis).

Beweis von (3):

=: Wenn (z + Kv) NU # @, dann gibt es A € K und v € U derart, dass z + Av = u.
Ware v € U, dann auch z, im Widerspruch zur Wahl von z.

«: Wenn v ¢ U, dann ist Kv+ U = K3 und es gibt A € K und u € U derart, dass
z 4+ Av =u, m.a.W.: derart, dass z + KvNU # @. O




(b) Bei néherer Betrachtung erkennt man, dass nur die Rollen von F und E zu vertauschen
sind, um (b) aus (a) zu erhalten.

(15 neu) Seien K ein Korper, a9 ... a™ paarweise verschiedene Punkte in K", die nicht in

(17)

(18)

einer Hyperebene liegen und fiir 1 < j <n

a(o) _l_ a(])

: +«¢m_amyL

Loy =
7 zeigen ist:
n
dimK( ﬂ FO,j) =
j=1

Beweis: Es gilt fiir x € K™:

- al® + a(j) © _ -\ e .
xeﬂFO,j <— x—# J_(a —a7> fir 1<j5j<n

= «La@ a)) = uwuy+“dﬂn) fir 1<j<n

1
2
| a® 2+ a® |2

| a® |+ o™ |

=:b
Auf Grund der Voraussetzungen iiber die Punkte a/) ist die Matrix A invertierbar. Daher
besitzt das Gleichungssystem (4) genau eine Losung x. |

Da Kongruenz durch Bewegungen hergestellt wird, kénnen wir die Konfiguration durch
Bewegungen beliebig verdndern, bevor wir die in der Aufgabe gestellte Frage beantworten.

Als Erstes halten wir fest, dass alle Punkte aus D U D’ koplanar sind. Sei E eine Ebene
mit D U D’ C E. Eine Bewegung von E kann zu einer Bewegung von R? fortgesetzt
werden, z.B. durch eine Verschiebung, derart, dass 0 € £ und dann durch Fixierung eines
Normalenvektors. Wir beschriinken daher die weiteren Uberlegungen auf E.

Als Nichstes stellen wir fest (begriinden), dass 0.E. a = 0 angenommen werden kann. E
wird dann ein Untervektorraum. Wir betrachten also ab jetzt

1. 1 1
D ={0,a,b} und D' = {ib ,§(b+c) ,ic}

Danach beobachten wir, dass D_ = { 0,—b, —c} und D kongruent sind im Sinne der
Definition am Anfang von § 3 mittels der Bewegung —I mit —I(z) = —z fiir * € R3.
Schliefilich ist dann noch 7" 1(b+c)(2D’) ={—¢0,-b} =—D.

Wenn dabei die Ecken des Dreiecks D in der Reihenfolge (0,b,¢) bzw. (0, —b, —¢) numme-
riert waren, dann sind sie am Ende in der Reihenfolge (—¢, 0, —b) nummeriert, woraus sich
die erforderliche Eckenpermutation ergibt.

Die Aussage der Aufgabe bleibt auch fiir affine Abbildungen giiltig. Sei f eine affine Ab-
bildung des R™ und gelte f = T, o fp mit geeigneten v € R", fy € End (R™). Ferner seien
I'=u+ U, = + U’ zwei parallele Unterrdume in R". O.E. gelte U C U’.



(19)

(22)

Zunéchst beobachten wir folgende Eigenschaften (Nachweis folgt weiter unten):

fI) = T(fo(T)) = (v + fo(w) + fo(U) (5)
und analog
FI) = To(fo(I) = (v + fo(w)) + fo(U') .

DaU CU"ist f(U) C f(U’) und, da fy linear ist, sind f(U) und f(U’) Untervektorridume.
f(T') und f(I"” sind daher parallel.

Nachweis von (5): Fiir y € R™ gilt

yefM)edwel: y=flutw) e FwelU: y=v+folutw) < ye (v+fo(u))+fo(U)

Fiir a,b € R™ und eine Bewegung f von R" gilt (Nachweis folgt weiter unten):

f(la,0]) = [f(a), £(b)] (6)

Seien die Strecken S = [a, b] und S’ = [¢/, V] kongruent und f eine Bewegung mit f(S) = 5’
und etwa = T, o fo mit einem v € R” und einem fo €@ (n). Fiir x = Aa + pub € S mit
Ap>0und A4+ p =1 ist

F(z) = v+ Ao(a) + pfo(b) = AMv + fola)) + p(v + fo(b)) = Af(a) + uf(d) .

Es folgt S = [f(a), f(b)] und, da f eine Bewegung ist, | b—a | = | f(b) — f(a) ||
Seien nun umgekehrt die Strecken S und S’ gleich lang, also | b—a || = | ¥ —d | =L.
Ich konstruiere eine Bewegung f mit f(S) = S’ wie folgt:
Verschiebung beider Strecken in den Nullpunkt mit 7, und T"_.
Anwendung von (6) ergibt dann 7", (S) = [0,b — a], T/ ([0,0" — a']) = 5.
b—a und b’ — d’ sind zwei gleich lange Vektoren. Es gibt daher ein fy €@ (n) mit
fo(b—a) = fo(b/ — a’) (ausfiihren).
Insgesamt ergibt sich mit f = T,/ o fo o T_, eine Bewegung mit f(S) = 5’.

Nachweis von (6) fiir Affinititen: Sei f = T,of eine Affinitiit des R™. Fiir alle A,z € R
gilt dann

f(Aa + pb) = v+ A(a) + pul(b) .
Wenn zusétzlich A + @ = 1, dann folgt
fxa+pb) = Af(a) + pf(b) - (7)

Letzteres folgt insbesondere auch, wenn A, y > 0. Daher gilt

f(la,0]) € [f(a), F(B)] -

Mit Hilfe von (7) ist nun noch die Surjektivitét von f’[ . nachzuweisen. O
a,

Der Teil ,,(a) < (b)“ von Satz 1 in § 7 fithrt zu einer nahe liegenden Losung, die insbesondere
auch die Voraussetzung iiber K benétigt. Es geht aber auch so:

Wenn |M| =1, dann ist @ = M; = M3 und wenn |M| > 2, und a, b, ¢, kollinear, dann ist
| M| eine Grade und |M;| = |Mz|. In beiden Féllen ist also M ein affiner Unterraum.



(23)

Wir koénnen also o.E. annehmen, dass die drei Punkte a, b, ¢ nicht kollinear sind. Insbeson-
dere ist dann |M| = 3.

Auflerdem sind dann z.B. b — a und ¢ — a K-linear unabhéngig.

Behauptung: My = a + (b — a,c — a>K . Nachweis: Sei y = a + o(b — a) + o(c — a)
mit o, € K. Ich bestimme nun p € a Vb und ¢q € a V ¢ derart, dass y € p V q. Punkte
pE€aVb,qg€aVchaben die Darstellungen

p=a+Ab—a), g=a+ plc—a) mit \,p € K .
pV q hat dann die Darstellung
pVg=A{p+vig—p): veK}
Wenn y € pV ¢, dann muss mit geeigneten A, u, v € K und bei gegebenen p,0 € K gelten
a+Ab—a)+v(a+plc—a)—(a+Ab—a) =a+pb-—a)+o(c—a),

bzw.
(A= 1A= 0)(b—a) = (0 — vr)(c—a) .
Da (b —a), (c — a) K-linear unabhéngig sind, folgt

o=vp, o=(1-v)A (8)
Wenn K mehr als zwei Elemente enthilt (), dann kann v beliebig von 0,1 verschieden
gewihlt werden um A, p aus (8) wie folgt zu bestimmen:
A=vlo, A=(1-v)lp.

Nun betétigt man in umgekehrter Richtung durch Einsetzen, dass mit den so bestimmten
A, i, v tatséchlich y € pV q .

Damit ist die Inklusion a + (b — a,c — a)K C My gezeigt.

= F
FE ist aber ein affiner Unterraum, der M und damit nach Satz 1 in § 7 auch M; und M,
enthélt. Es folgt also ' = Ms und M ist ein affiner Unterraum.

Ein Untervektorraum von V', der von {0} verschieden ist, hat mindestens die Dimension 1.
M soll nicht leer sein, also mindestens ein Element enthalten. Seien also m € M und U ein
eindimensionaler Untervektorraum von V.

Da T, (M) C M fiir alle u € U gefordert ist, muss gelten
m+u € M fir alle u e U ,

bzw.
m+UCM.

Wenn andererseits mit einem m € V die Menge M gegeben ist als M = m + U, (Grade
mit Richtung U) dann ist T,,(M) genau dann in M enthalten, wenn v € U, bzw. wenn
{fueV: T,(M)CM}=U.

M muss demnach mindestens einen eindimensionalen affinen Unterraum enthalten. Ein
solcher ist stets gleich méchtig wie K.

(W Dies ist z.B. aber nicht nur der Fall, wenn char (K) # 2.



(24) (a) Es gilt

Sarlg—atk) = (Fag - aa® = 9= —— (> ara®)
k=1 k=1 =

Setzt man g entsprechend fest, so ist g eindeutig bestimmt.

(b)

(6% (l - (6 ak) L =
D = 10%2 ‘ Z Zkel Z * Z 4 (Z;:1Zkelj0‘k) ’

ke[ kel;

(26) Wenn die Abbildung f: C — C affin ist, dann hat f eine Darstellung f = T ol

mit £€ End¢(C) und a € C. M.a.W.: fiir 2z € C gilt

@-L()°
f(z) = f(a) — Aa+Az mit einem A € C ,
—_—

oder in Matrixform und mit der Interpretation von C als R?:

_ A1 Aol |21 NN PN =
fz)=v+ [/\2 )\1] [ZJ , wobel A = [)\J , 2= [22] .
—_———
= A

Man erkennt daran, dass nur schiefsymmetrische reelle 2 x 2-Matrizen A bei der Darstellung
komplex affiner Abbildungen zur Anwendung kommen.

Sei daher als Beispiel fiir die Aufgabe A = [8 0} dann ist die Abbildung

f:R? —R? 2+ Az
bzw. in komplexer Schreibweise
f:Cr—C 21+ 291 — 29

zwar affin als R-lineare reelle Abbildung, aber nicht als Abbildung von C.
Dies kann auch nochmal wie folgt direkt bestéitigt werden:

Wire f(z) = v+ Az mit v, A € C und fir z € C, dann wiirde folgen f(0) = v = 0 und
0= f(1) =v+ A=A\, also auch A = 0. Dann miisste aber auch f(i) =04 0-47 = 0 sein im
Widerspruch zu f(i) =

(27) Siehe Anleitung.

(29) Ich benutze die Bezeichnungen von Satz 1 in § 9. Seien jetzt A, A’ verschiedene parallele
Graden, die nicht parallel zu I'; sind etwa mit den folgenden Darstellungen

A=a+Ku, N =d +Ku i =b+Kv.



Die Voraussetzungen implizieren
a' ¢ A und wu,v K-linear unabhiingig.

Zu x € A sei 2/ der Schnittpunkt der Parallelen I';, = z + Kv zu I'y durch  mit A’. Mit
v =a' — x sei T, die entsprechende Translation von K?2.

Behauptung: T”|A : A — A’ ist eine Bijektion.

Beweis: Fir z € Aund A € K ist Ty(z + Au) =2’ —x + 2+ Xu =2/ + du € A’ und die
Injektivitdt und Surjektivitdt ergeben sich unmittelbar aus dieser Darstellung. O

Mit der Affinitit T}, von K2 kann nun der Beweis des Satzes von Thales fiir den Fall
» A A" “ analog zum Beweis von Satz 1 in § 9 gefiihrt werden.

(30) (a) Auf Grund unserer Definition konvexer Mengen wissen wir, dass zu je zwei Punkten
a,b € C auch deren Verbindungsstrecke [a, b] ganz in C' liegt.
seien nun a,b € Hy U Hy mit der Eigenschaft

a¢H271)¢H1.

Da nach Voraussetzung die Hyperebenen Hi, Hy verschieden sein sollen, muss es solche
Punkte geben. Die Falle Hy C Hy oder Hy C Hj sind ausgeschlossen. Sei etwa H =

a+ Uj.

b b b
Wenn @t € Hy = a+ Uy, dann ist @t = a+u mit u € Uy, und es folgt 3= %—I—u,
bzw. b = a + 2u € Hy im Widerspruch zur Wahl von b.

Wenn & 0
Aus dem Gezeigten folgt:
Sobald C einen Punkt aus H\ H; enthilt, kann C keinen Punkt aus H; \ H2 enthalten.
Es muss dann C' in Hs enthalten sein. Das Gleiche trifft zu bei Vertauschung von H;
und Hs.
Wenn C' C Hy N H», dann ist nichts mehr zu zeigen.

(b) Wir wissen aus der Vorlesung, dass sowohl die Kreisscheibe K = { x € R? : || z | < 1}

€ Hs ergibt sich auf die gleiche Weise ein Widerspruch.

als auch ihr Inneres K = { z € R? : | x| < 1} konvexe Mengen sind. AuBerdem
mochte ich folgende Eigenschaft benutzen (Nachweis weiter unten):

Vabe K: Ja,b] C K (9)
Damit ist der Aufgabenteil (b) ganz einfach zu erledigen. Sei M eine Menge mit der
Eigenschaft K C M C K und seien a,b € M. Zu zeigen ist: [a,b] C M.

Da [a,b] = {a,b} U ]a,b[ und K C M, ist nach (9) in jedem Fall [a,b] C M.
Nachweis von (9): Seien a # b und x €]a, b[ und etwa = Aa + pb mit A\, u € Ry und
A+ p = 1. Dann ist

Izl <Alal+ulbl <1

Sobald a € K oder b € K wird dabei || z || < 1. Wenn sowohl a als auch b die Lénge 1
haben, dann kann dennoch x nicht die Lénge 1 haben, denn dann wiirde gelten

l=z|=Xa+ub| =Aal|+ulbl,
was nur moglich ist, wenn a, b linear abhéngig sind, also in unserem Fall a = b entgegen
unseren Voraussetzungen oder a = —b gilt. Im letzteren Fall ist | z | = |\ — p| < 1,
denn A, p €]0,1]. 0



(31)

(33)

Bemerkungen zu (31 ¢): Gesucht ist eine konvexe Menge C' C R? mit den Eigenschaften
C NZ? = {0} und C maximal beziiglich C.

Neben dem durch geeignete Randpunkte erweiterten offenen Quadrat

{ (:Ul,xg) D X1,Ty € ]—1,1[ }
gibt es noch viele andere Losungen, so z.B. das Innere der konvexen Hiille der Punkte
31 13 -3 —1 -1 -3

(32):(532) (55 ) (5 7)
wiederum erweitert durch geeignete Randpunkte, oder analog mit den Punkten
(1,0),(1,2),(=1,0), (=1 - 2)
oder mit
(a+1,1),(a—1,1),(—a,—1),(—a+1,1) und einem a € nNy .

Ein ganz anderer Typ von Beispielen benutzt die Existenz von Graden durch 0, die keine
weiteren Punkte aus Z? enthilt, wie z.B. R - (1,v/2).

(a) st als konvexe Menge vorausgesetzt.
=: Seien a,b € € \{c}, wobei c eine Ecke von % ist. Dann ist [a,b] C %. Wire nun
¢ € [a,b], dann miisste ¢ = a oder ¢ = b gelten, was ausgeschlossen wurde. Es folgt
[a,0] € &\ {c}.
<: Sei c € [a,b] mit gewissen a,b € & . Wenn ¢ # a und ¢ # b, dann sind a,b € % \{c},
aber [a,b] ¢ Z \{c} im Widerspruch zur Konvexitit von % \{c}.

(b) Seien a,b € & (9, ..., cM), etwa

a= ZT: o b= ZT: Bic®
=0 =0

und sei ¢®) € [a,b] fiir ein k € {1,...,7}, etwa
*) = aa+ 6b .
Dabei gelten die Relationen
doai=) fi=a+f=1 wd a,f,a,6>0.
i=0 i=0

Einsetzen ergibt

B = g aa; + 66; D und s v =1,
i=0 (\_—\:’%_/) g

oder umgeformt

Z%(c(i) — My =0.
1=0
ik
Da die Punkte ¢, ... ¢ affin unabhingig sind, folgt: ~; = 0 fiir ¢ # k.
Wenn dann a # 0 und auch 8 # 0, dann folgt oy = 0 = f; fiir i # k, also a = b = ¢,
Wenn a = 0, dann ist 8 = 1 und es folgt 8; = 0 fiir i # k und b = ¢*).
Wenn (= 0, dann ist & = 1 und es folgt a; = 0 fiir ¢ # k und a = ¢,



(36) (a)

a ist injektiv und nicht linear (leicht zu bestétigen). « ist affin, denn fiir alle
a:t(al,...,an), b:t(bl,...,bn) € K" gilt

o(b) — afa) = {b S “] — L) - £(a)
mit der linearen Abbildung

{: K" — K" 2 [ﬂ )

(b) Sei H=«a(K™), #: H— H eine affine Abbildung und £ : H — H die zugehorige

lineare Abbildung (nach Satz 2 in § 8). Dabei ist
pd x
H:K"X{O}Z{M cxeK" .
Sei nun £: K" — K"+ wie folgt erkliirt

= e B

Tn41
Durch Nachrechnen stellt man fest, dass £ linear ist und dass K’H = [’ und dass
H

insbesondere £ ( [(1)] ) =8( [(1)] ). AuBerdem gilt £(H) C H. SchlieBlich ist fiir b € K"

(i = e[ == e = [ - i -e -
¢H
Es folgt B( m ) = £( m ) fiir alle b € K™, bzw. fiir alle m € H.

Sei nun £ : K"t — K™ linear und £(H) C H. Fiir a,b € K" ist dann

(G- ih ==l =B

[|H ist demnach affin.

H
Seien (e, ..., e(t)) die kanonische Basis von K"*! und £ : K"*! — K71

eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft {(H) C H . Da f(e(”ﬂ)) € H, ist

[(e("ﬂ)) = [ﬂ mit einem v aus K™. Aulerdem ist fiir alle ¢ € K™

[ M )= £ [g])+z(e<n+l>) — 4 [g])+ M |

Da ﬁ( ﬁ] ) in H sein muss, folgt f( B] ) = [3} Insbesondere trifft dies dann fiir

a=e i=1,... n, zu Die Matrix von £ hat daher die Gestalt [61 qu]
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(d) Die in der Aufgabenstellung angegebene Untergruppe werde mit U bezeichnet.
Sei 3 eine Affinitit von K", kurz: 3 € +(n). Nach (b) gehért zu (3 eine lineare Abbil-
dung £g : K™t — K" Diese ist bijektiv, wenn 3 dies ist(!). Die zugehorige Matrix

nach (c) sei Mg = As vg . Injektivitédt bedeutet dann, dass Ag € %(n). Somit ist
B B

0 1
Mgs aus U.
Sei

U = { £ €End(K"™): [ injektiv,{(H) C H} .

Man iiberlegt sich, dass U’ eine Untergruppe von End (K1) ist und dass fiir £ € U’
stets £(H) = H und somit auch ﬂfl(H) = H gilt.
Sei schiellich noch p der aus der linearen Algebra bekannte Isomorphismus

p: End (K™ — G(n + 1) = { invertierbare (n + 1) x (n 4 1)-Matrizen } ,

[ — Matrix von £ beziiglich der kanonischen Basis .

Behauptung:
@:AMm) — U, Br— L

ist ein Gruppenisomorphismus. Beweis durch Nachrechnen.
Zusammen mit p ergibt sich die behauptete Isomorphie.

(37) Das Newtonpolytop New(f) des gegebenen Polynoms f wird erzeugt von den sechs Vekto-

ren
1 1] 1 1 2 0
ol = 2].a® = 14| ,a® = [3] ,a® = |1]|,a® = |0] ,a® = |0
4 2] 4 0 1 0
1]
Der gegebene Punkt p = |1]| liegt genau dann in New(f), wenn es Aq,..., g € R gibt
1
derart, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
6
p=3 Al (10)
i=1
6
dai=1, (11)
i=1
und
A >0flir1 <i<6. (12)

(10) und (11) sind genau dann erfiillt, wenn A\ = b mit

A1

s N =
— N s
— s W
— O =
_ = O N

11



(41)

(42)

(43)

1/2 47 [-10
0 2 0
. -1/ -5 9
Man berechnet:  Lés (A, b) = 3/4 ho+ (| _{1| 7 N
0 0 4
0 0 4
—_——— R
=: ho
Nun ist aber noch die Bedingung (12) zu erfiillen.
/97
0
0
. . . " 1 .
Dies erreicht man z.B. mit der Losung ho + 55he = 5/9
1/9
[1/9]
6 .
Zur Probe ist nun noch Z i zu errechnen um definitiv zu bestéatigen, dass der Punkt

i=1
p in New(f) liegt.

Die Menge B der moglichen Betrachtungspunkte ergibt sich als Durchschnitt der drei
Kugeln mit Durchmessern [Fi, Fy|, [F», F3], [F3, F1]. Eine Visualisierung des Durchschittes
von 3 Kugeln mit Hilfe von Cabri3D finden Sie auf der Internetseite der Vorlesung.

Jede der Kugeln ist jeweils der geometrische Ort aller Punkte, von denen aus F; und F5,
F> und F3, bzw. F5 und F} unter einem rechten Winkel gesehen werden.

—10 —10
Man berechnet 88 = {|v/210| , | —v/210] } .
8 8

Seien w,v,w € V \ {0} und p = Ku, ¢ = Kv, r = Kw € P(V) drei (projektive) Punkte.
Nach Beobachtung 4 in § 12 ist

pVqVr=PEu+ Kv+ Kw)=P( (u,v,w) ).
—_———

P(U) ist nach Definition 2 in § 12 genau dann eine (projektive) Ebene, wenn dim, U = 3,
wenn also u, v, w K-linear unabhéngig sind.

Wenn p, g, 7 auf einer Graden liegen, etwa auf P(W) und dim, (W) = 2, dann sind insbe-

sondere u, v, w Elemente von W und koénnen daher nicht linear unabhéngig sein.

(a) Man stellt zunéchst fest: Mit v ist auch Av aus C fiir alle reellen A.
Mit e = {Rv: v € C} ist daher U p=C.

pej)c
1 1 0
(b) Sei H= |1 +(|-1{, |0 >R . Ein solches H lésst sich bei der Betrachtung der durch
0 0 1
T1Ty — $§ = 0 gegebenen Fliche in R? vermuten. Man sieht leicht, dass
1
H={zecR: (|1]| ,2)=2}={2ecR3: 1 +xp=2}.

0
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Nun ist

HNnC = {xER3:x1m2:w§und:ﬂ1:2—x2}
= {z€R®: 2—mxp)zo =23 und 21 =2 — 29 }
= {zeR: 224+ (a-12=1}n{zcR®: undz; =2—a29} .

~~

kreisformiger Zylinder Ebene

a) Sel f eine Projektivitat von und £: — eine zu f gehorende lineare 11-
44 Sei ine Projektivi IE”%2 d/t Z%’ Z% i h de li Abbil
dung. Es gilt fiir p € IP’%2,p = Zou,u # 0:

flp)=p<= Zgﬁ(u) = Zou <= u ist Eigenvektor von

Fixpunkte gibt es also nur, wenn es Eigenvektoren gibt. 23 4+ z + 1 ist ein unzerlegbares

0 01
Polynom in Zs[z]. Diezu A = |1 0 1| (Begleitmatrix zu 2°+x+1) gehérende lineare
010

Abbildung £ 4 ist bijektiv und besitzt keine Eigenwerte, also auch keine Eigenvektoren.
Die durch £ gegebene Projektivitiit

fiPs — P3| Zour— Zoh(u)

hat demnach keine Fixpunkte.

(b) Hat eine Projektivitit f von P% zwei Fixpunkte p; = Ruy,ps = Rua,p; # p2, dann
sind w1, ug linear unabhiingige (reelle !) Eigenvektoren einer zu f gehorenden linearen
Abbildung £. Ihr charakteristisches Polynom ¢ / hat den Grad drei und zerfillt in
diesem Falle in (reelle!) Linearfaktoren.

Sind die Nullstellen von ¢ / bzw. die Eigenwerte von £ paarweise verschieden, dann
ergeben die entsprechenden Eigenridume genau drei Fixpunkte fiir f.

Hat einer der Eigenrdume eine Dimension > 2, dann hat f unendliche viele Fixpunkte.
Nur wenn es genau zwei verschiedene eindimensionale Eigenrdume fiir £ gibt, hat f
genau zwei Fixpunkte. Ein Beispiel liefert die zu

1 01
A=10 2 0
0 01

gehorende lineare Abbildung.

Die Antwort auf die Frage der Aufgabe lautet also ,,ja“.

Nachbemerkung 1: Mit der zu A gehtrenden linearen Abbildung £ 4 kann man die Frage
in der Aufgabenstellung natiirlich durch direkten Nachweis der geforderten Eigenschaf-
ten beantworten. Obige etwas ausfiihrlichere Uberlegungen sind aber der Hintergrund
fiir das Auffinden eines Beispieles.

Nachbemerkung 2: Eine lineare Abbildung £, die zu einer Projektivitit gehort ist, wie
wir wissen, nur bis auf einen Faktor # 0 bestimmt. Dadurch wird aber die Eigenraum-
struktur nicht beeintréchtigt. Das charakteristische Polynom ¢ / als Polynom in der
Variablen z ist dabei durch f nur bis auf eine Substitution  +— Az mit A # 0 bestimmt.
Durch eine solche Substitution wird die Anzahl der Nullstellen nicht beeinflusst.

(45) Zu M CP(V) sei UM) = | ] ¢.
qeEM
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(a) Seien E; = U(gz),l =1,2.DaG NGy =g, ist E1NEy = {0} Da dimKV = 4 und
dim, Ey = dim FEy = 2, folgt V = E; & E». Sei etwa p = Ku,u # 0, dann gibt es
eindeutig bestimmte v; € E;,7 = 1,2 derart, dass u = v + vs.

G .= ]P’(('vl,'vg)K) ist eine Grade. Denn wenn p ¢ G; NGy, dann ist u ¢ Eq N F2. Daher
ist v1 # 0 und ve # 0. Und da E; N Ey = {0}, sind vy, vy linear unabhéngig.

Seien p1 = Kvi,p2 = Kws.

Man {iberpriift nun noch, dassp € G, GNG; = {p;},i =1,2 und G =p1 V po.

Ist G eindeutig bestimmt ?

Sei G’ eine weitere Grade derart, dass p € ¢’ und ' N G; # @, = 1,2 und seien
P, € G'NGii=1,2, etwa p; = Kv},i = 1,2. Insbesondere ist G’ = p} V ph. AuBerdem
ist v € E;,i = 1,2, U(G) = <v’1,v’2>K und, da p € G’, muss mit A\, Ay € K gelten:
u = M} + A\vh. Da aber V = Ej @ Es ist zwangsldufig A\jv] = v1 und \avh = va.
M.a.W.: es ist p; = p,4 = 1,2 und somit G =G'.

(46) Nach Satz 8 in § 14 ist durch die vorgegebenen Bildpunkte die Projektivitidt f eindeutig
festgelegt. Bei der Bestimmung von f(p) gehe ich vor wie im Beweis dieses Satzes.

Sei £ ein zu f gehorender Isomorphismus von R3. Es muss dann mit geeigneten
Ao - - -, Aq € R gelten:

1 0 0 1
L010]) = 2w@, L(|1]) = 2™, L(|0]) = AowP L(|1]) = Agw® .
0 0 1 1

Die letzte Bedingung besagt mit Hilfe der ersten drei Bedingungen und der Linearitit
von /£ :

1
L)) = Mw® + 2w 4 rw®
1

Agw® = Ag(—w® — w1 — 1)
= (=)@ + (=23)w® + (=A3)w® .

Da w(@, w® w® linear unabhingig sind, ergibt sich:
A =A1=X=—A3 .

Ich withle nun A3 = —1, dann ist A\g = A\; = Ao = 1. £ bzw. die Matrix von £ beziiglich der
kanonischen Basis in R? sind nur bis auf einen reellen Faktor # 0 bestimmt durch f. Bei
unserer Wahl von A3z ergibt sich die folgende Matrix:

A= [w(o) w® w(2)] )
Damit erhalte ich

2 ~1
fp)=R-A-|-1| =R- 2w —w® +20@)=R. | 5
2 ~1
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