Modul Geometrie 22. Oktober bis 5. November 2007
Wintersemester 2007-2008

Schmale

(1)

(9)

Anfangsiibungen und Aufgaben zu §1 in Kapitel | :  Wiederholungen aus der linearen
Algebra an Hand vorwiegend einfacher analytisch-geometrischer Aufgabenstellungen.

Den Winkel definieren zwischen zwei eindimensionalen affinen Unterrdumen (Graden)
I'1,T'y, die sich in einem Punkt schneiden.

Den Winkel definieren zwischen zwei zweidimensionalen affinen Unterrdumen (Ebenen),
die sich in einer Graden schneiden.

(2P) Den Winkel definieren zwischen zwei sich schneidenden und verschiedenen affinen
Hyperebenen in R”.

Frage: Wie konnte der Winkel zwischen zwei beliebigen nicht ineinander enthaltenen affinen
Unterrdumen in R™ definiert werden 7

Die Menge aller Punkte x € R", von denen aus die Punkte a,b € R" (a # b) unter

einem rechten Winkel erscheinen, ist die Kugel(-oberfliche) um s = (a + b)/2 mit Radius

r=la—s|.

(3P) Seien a,b zwei verschiedenen Vektoren aus R™ gleicher positiver Linge, G = (a)_,

Go = (b)R. Seien weiter H; = <a—|—b>R ={Aa+b): N € R} und Hy = <a—b>R ={\a-b):

A € R}. Zeigen Sie

(a) HlJ_HQ

(b) Hy, Hy sind unabhéingig von der Wahl ldngengleichen Paares a,b.

(c) %(G1, H;) = ¥(Ga, H;) fiir i = 1,2. M.a.W.: Hy, Hy sind die beiden Winkelhalbieren-
den des Geradenpaares G1, Go.

(d) Fiir ¢ € Hy \ {0} seien p, ¢ die FuBpunkte der von ¢ aus gefillten Lote auf die Geraden
G1,Ga. Zeigen Sie: [p —c| = |q — ¢|.

(2P) Bestimme eine Normalenform von

(2P) Seien ¢ = E], I'={z €R?: (x,c)=6}. Stellen Sie I' dar als affinen Unterraum,

d.h. in der Form a + U.

(2P)

(a) Berechnen Sie den Abstand der beiden Graden T'; = e + R(e™ + ) und T'y =
(e(l) _|_ 6(2) _|_ 6(3)) + R(e(l) _|_ 6(2) _|_ 6(3) + 6(4))

(b) Konstruieren Sie sich ein Beispiel zweier nicht paralleler Ebenen I'1, 'y mit der Eigen-
schaft I'1 NT'y = @ und berechnen Sie ihren Abstand.

1 3
(3P) Seien W = (|2], |2 )R, Py die orthogonale Projektion auf W und a’ = Py (a),
3 1

V' = Py (b). Bestimmen Sie a,b € R? derart, dass a, b linear unabhiingig sind, (a’,¥) # 0
und doppelt so grof ist wie ((a,b).



(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(4P)

(a) Sei K ein Korper und seien n > 2, a,b,c,d € K™ derart, dass keine drei auf
einer Grade zu liegen kommen. Seien weiter p,q,r,s die Mittelpunkte der Strecken
[a,b],[b,c],[c,d],[d,a]. Zeigen Sie: Die Geraden durch p,q und r,s und diejenigen
durch g, und s, p sind parallel, kurz: durch die Punkte p, ¢, r, s ist ein Parallelogramm
gegeben.

(b) Sei nun K = R. Bestimmen Sie bei vorgegebenen a,b,c in (a) den Punkt d so, dass
durch p, q,r, s ein Quadrat gegeben ist oder ggf. ein Punkt.

(3P) Suchen Sie nach dem ,,Satz von Grashof “ fiir Gelenkvierecke und nach einem Beweis
und transferieren Sie ihn in unseren Bezeichnungs- und Inhaltskontext in §1

(2P) Ein schiefer Tetraeder im R? sei z.B. durch u.U. schiefes Abschneiden einer Ecke
eines Wiirfels entstanden. Wihlen Sie ein geeignetes rechtwinkliges Koordinatensystem
und weisen Sie dann nach, dass die drei Summen der Langenquadrate gegeniiberliegender
Seitenpaare gleich sind.

(B5P)(1) Aufgabe 248.3 aus der Sammlung von Aufgaben aus vietnamesischen Problem-
solving-Zeitschriften auf der Internetseite www.Math4U.de

(3P) Gegeben seien zwei Ebenen F, F im R3, die sich in einer Graden schneiden und ein
Punkt z auBerhalb E'U F. Wir betrachten die folgende Abbildungsvorschrift (Zentralpro-
jektion):

m(a) = (z+R(a—2))NF fir a€ k.
Zeigen Sie:
(a) Die Menge der Punkte auf E, wo 7(a) = &, ist eine Gerade G.
(b) H=F \ m(E\G) ist eine Gerade.

(c) Wozu R? Wire etwa auch Zsy als zugrunde liegender Korper moglich?

(WB-Punkte sind Bonuspunkte.



Modul Geometrie 12. und 19. November 2007
Wintersemester 2007-2008
Schmale

Aufgaben zu §2, §3 und §4 in Kapitel |

(15) (3P) Weitere Wiederholung zur Linearen Algebra: Beweisen Sie den Hilfssatz im Beweis
von Satz 11 in §2 fiir n = 3.

(16) @ (B4P) Zeigen Sie :

(a) Die Eulergrade ist genau dann orthogonal zu einer Seitenrichtung, wenn das zu Grunde
liegende Dreieck zwei gleich lange Seiten hat.(®)

oder:

(b) Die Eulergrade geht genau dann durch einen Eckpunkt, wenn das Dreieck rechtwinklig
ist oder zwei gleich lange Seiten hat.

(17) (3P) Zwei Tripel (Dreiecke) D = {a,b,c}, D' = {a’,¥/,¢'} im R? heilen dhnlich, wenn fiir
ein r € Ry die Dreiecke rD, D’ kongruent sind. Zeigen Sie:
D und D' = {(a +b)/2,(b + ¢)/2,(c + a)/2} sind &hnlich. U.A. sind auch die dafiir
notwendige Eckenbijektion und Bewegung anzugeben.

(18) (3P) Zeigen Sie: Zwei parallele (Definition aus der Vorlesung!) affine Unterrdume in R"
bleiben nach einer gemeinsamen Bewegung parallel.

(19) (3P) Im euklidischen Vektorraum R"™, n > 2, sind zwei Strecken (nach Definition in §2)
genau dann gleich lang, wenn sie kongruent sind (nach Definition in §3).

0
(20) (3P) Gegeben seien der Kegel C=C_) 1+ im R*und ' = n+ U mit n = |2| und U = nt.
5
2

(a) Wie wiirden Sie in der (e, e3)-Ebene die Mittelpunkte der Kugeln konstruieren, die
den oberen Kegelteil innen kreisformig beriihren und zusétzlich I' beriihren.

(b) Bestimmen Sie die beiden Kugeln in der Form geometrischer Orte.

(2Nach Max Kécher und Aloys Krieg, Ebene Geometrie, Springer 2007, Seite 163

3 Anleitung: iiberlegen Sie zuerst sorgfiltig, dass die Aussage invariant ist unter Bewegungen und nehmen Sie
dann o.E. an, dass etwa ¢ = 0 und dann z = (a 4 b)/3 ist. <=: Wenn dann b und a gleich lang sind, dann gilt fiir
x € MoaN Moy, = {z} x L b—a. Erzeugt er die Eulergrade? =: (x—m) L (b—a) fiir jeden Punkt der Eulergraden,
Vergleich mit M,;,. Was ist mit z — (a + b)/2 7.



Modul Geometrie 28. November 2007
Wintersemester 2007-2008

Schmale

(21)

(22)

(23)

(4) (3P) Seien r € Ry und Z = {zx € R?: d(z,Re®) = r}. Sei weiter I' eine Ebene, deren
Richtung ¢®) nicht enthlt.

Zeigen Sie, dhnlich wie es in der Vorlesung im Falle eines Kegels mit Hilfe der Dande-
lin’schen Kugeln durchgefiithrt wurde, dass I' N Z eine Ellipse ist.

(3P) Seien K ein Korper, char(K) # 2 und a,b,c € K™, n > 1, drei "Punkte”. Zu einer
Teilmenge M von K™ sei
My =MV = U pVq und My := MV .

p.geM,p#q
Zeigen Sie fiir M = {a, b, c}:

M, ist ein affiner Unterraum.

(2P) Seien V ein Vektorraum iiber dem Koérper K, V' # {0} und M eine nicht-leere
Teilmenge von V. Wie viele Elemente muss M mindestens enthalten, damit {u € V :
T, (M) C M} ein von {0} verschiedener Untervektorraum von V wird 7

(14 neu) (3P) Seien K ein Kérper , E, F zwei Ebenen in K3, die sich in einer Graden schnei-

den und z ein Punkt auflerhalb F U F'. Wir betrachten die folgende Abbildungsvorschrift
(Zentralprojektion):
m(a) = (2 +R(a—2))NF fir a€E.

Zeigen Sie:
(a) Die Menge der Punkte auf E, wo 7(a) = &, ist eine Gerade G.
(b) H=F \ m(E\G) ist eine Gerade.

Bnach [KK] Seite 225.



Modul Geometrie 3. Dezember 2007
Wintersemester 2007-2008
Schmale

(24) Seien K ein Korper, n € N>g, a®, ... a™ e K™ und a, ..., o, € K. Dabei sei

(iak) #0.

(a) (1P) Zeigen Sie:

n
Es gibt genau ein g € K™ derart, dass Z ap(g—a®)y=0.
k=1
g = g((a(l) ; al),...,(a(") ; an)) heifit Baryzentrum oder Massenzentrum der so
genannten Punktmassen (a®) ; oy).
(b) (2P) Sei I4,...,I, eine Partition von {1,...,n} mit nicht-leeren Teilmengen I; und

derart, dass Z ap # 0 fiir 1 <j <r. Fir j =1,...,r sei schlielich g; das Baryzen-

kel;
trum der Punktmassen (a*) ; o) mit k € I; .
Zeigen Sie:
9(@ 5 1), @™ 5 o)) =g((g1: D an)silgrs Y aw)) -

kely kel,

(25) ©®) (3P) Sind die folgenden Abbildungen affin ?
(a) Seien r > 1, n > 1, ay,...,a, € Q" gegeben und dann
f:Q" —Q", f(x) = Schwerpunkt von ay, ..., a,,x.
(b) Seien a,b € R?, a # b und dann
f:R? - R2, f(z) = Hohenschnittpunkt des durch a,b,r gegebenen Dreiecks.
o

(15 neu) (4P) Beweisen Sie den Hilfssatz im Beweis von Satz 11 in §2.

Anleitung:

Die Aussage ist invariant unter Bewegungen (Nachweis), daher 0.E. a(?) = 0.

Verifizieren Sie dann: 0,a(!), ..., a(™ liegen genau dann nicht in einer Hyperebene, wenn
a®, ..., a™ linear unabhingig sind.

Beschreiben Sie die Mittelsenkrechten (Hyperebenen) in Normalenform mit Hilfe von
a® ... am,

Betrachten Sie die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems, das den gemeinsamen
Durchschnitt beschreibt.

®)nach [A] Seite 36 Exercise 1.31. Dort finden Sie auf Seite 302 eine Anleitung insbesondere zu (b). Thnen
eventuell unbekannte englische Namen kénnen Sie {iber den Index des Buches an Hand der Definitionen erschlieflen
oder bei mir erfragen.



Modul Geometrie 10. Dezember 2007
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Schmale

(26) (3P) In dieser Aufgabe wird die Darstelluing C = R + iR ,, = “ R? zu Grunde gelegt.
Bestimmen Sie eine affine Abbildung f : R? — R2, die als Abbildung C — C, wobei C als
Korper aufgefasst sei, nicht affin ist.

(27) (4P) Seien Y,Y” nicht-leere affine Unterrdume von K", K ein Koérper und f : Y — Y’ eine
Abbildung. Zeigen Sie:

f ist genau dann affin, wenn f Baryzentren von Punkten in Y in die entsprechenden
Baryzentren der Bildpunkte in Y’ abbildet. ()

(28) (2P) Fortsetzung von Aufgabe (14 neu). Zeigen Sie:

Geraden in E, die nicht parallel zu F' sind, werden - ggf. mit Ausnahme eines einzelnen
Punktes - durch 7 in Graden von F' abgebildet.

®)Eine Anleitung finden Sie bei Bedarf z.B. in [A], Seite 17.



Modul Geometrie 17. Dezember 2007
Wintersemester 2007-2008
Schmale

(29) (3P) Beweisen Sie den Satz des Thales (Satz1 in §9 der Vorlesung) fiir den Fall, wo A
und A’ parallel sind. Auch hier lisst sich die Affinitét einer geeigneten Abbildung fiir einen
kurzen Beweis ausnutzen.

(30) (a) (2P) Seien H; und Hs verschiedene Hyperebenen und C' eine konvexe Menge in R™.
Zeigen Sie:
CCH{UHy= C C Hy oder C C Hs.

(b) (2P) Jede Teilmenge M von R™ mit der Eigenschaft
{zeR": |z|<1} € M C {zeR": |z|<1}

ist konvex. Dabei ist mit | || die euklidische Lénge bezeichnet.

(31) Gesucht ist eine beziiglich ,,C“maximale konvexe Teilmenge in R?, die den Nullpunkt als

einzigen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten enthélt.

(a) (2P) Geben Sie dazu eine Menge an, die Threr Meinung nach die Anforderung erfiillt
und rechtfertigen Sie Ihre Vermutung.

(b) (2P) Weisen Sie die Konvexitét Threr Menge nach versuchen Sie auch die Maximalitét
zu beweisen zumindest indem Sie konkrete zielfiihrende Schritte vorgeben.

(c) (1P) Ist die von Thnen angegebene Menge die einzige Losung ? (Begriindung oder
weiteres Beispiel)

o

(32) (B5P) Auf der Internetseite http://www.artofproblemsolving.com/ iiber den Pfad
Community » Forum > Search
und dann mit dem Seitentitel
»Nice relation with equilateral triangle and its incircle
finden Sie drei Losungsvorschlige zu Aufgabe (13). Alle drei sind aber recht knapp be-
schrieben. Stellen Sie eine der Losungen ganz ausfiihrlich dar. Fiir den Fall dass der Link
abstirbt ist das Material auch iiber die Vorlesungsseite zugénglich.

(33) (DEin Punkt c einer konvexen Menge C in R heiBt Extremalpunkt von C' oder Ecke von
C, wenn fiir alle a,b € C,a # b gilt:

c€lab] = [c=aoderc=b].

Zeigen Sie:
(a) (B3P) cist Ecke von C' genau dann, wenn C'\ {c} konvex ist.

(b) (B3P) Sind ¢(©,..., ¢ in R” affin unabhiingig, dann sind sie Ecken ihrer Konvexen
Hiille.
(34) ©®) (B4P) Sei P = {p1,...,p,} eine Menge von mindestens drei Punkten in R?, und sei ¢
ein Punkt aus %(P) Zeigen Sie:
Es gibt drei Punkte p;, p;, px € P derart dass q € %(pi,pj,pk).

(MNach [FG], Kapitel 2.1.
®)Eine Aufgabe vom laufenden Semester in Ziirich, siche http://www.ti.inf.ethz.ch/ew/courses/CG07/



Modul Geometrie 7. Januar 2008
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(35) (4P) Bestimmen Sie Halbrdume in der Form H,, , derart, dass ihr Durchschnitt genau die

Menge
0 0 1 1
Z(lo],|1],|0],]|1])
0 1 1 0
ergibt.

(36) (5P) Eine besondere Einbettung von K™ in K"t1. Sei K ein Korper.

T
T1 .
(a) Zeigen Sie: Die Abbildung o : K™ — K"F1 | : | +— | * | ist eine injektive affine
x
T 1"

Abbildung.

(b) Sei H := «(K™). Zeigen Sie: Die affinen Abbildungen von H nach H sind genau
die Einschrinkungen derjenigen linearen Abbildungen von K"*! auf H, die H in H
abbilden.

(c) Welche Gestalt hat die Matrix einer linearen Abbildung von K"*! die H in H
abbildet, beziiglich der kanonischen Basis.

(d) Zeigen Sie: .27 (n) ist isomorph zur Untergruppe

M/

{Me ZT(n+1): M:[O

ﬂ M€ Z(n),ve K"}

von & (n+1).



Modul Geometrie 14. Januar 2008
Wintersemester 2007-2008

Schmale
1
(37) (3P) Entscheiden Sie, ob der Punkt [1| im Newtonpolytop des folgenden Polynoms f
1
liegt:

2 4 42 4 2
f =1+ 212325 + v120523 + 210505 + 1109 + T3

(38) (3P) Zu einer Teilmenge M in R" sei
r .
keg(M) = {> Naz™: reN, 20, 200 e M, \;eR, N >0} .
i=1
Zeigen Sie: keg(M) ist konvex und keg ist ein Hiillenoperator (§10, Eigenschaft (i)-(iii)).

(39) (3P) Bestimmen Sie (beziiglich des Standardskalarproduktes)

(a) die Schnittpunkte der Polaren der komplexen Zahlen 1, 5 ) 5 aufgefasst als Punkte
in R2,

(b) und die Polaren der Schnittpunkte.

(40) ) (B4P) Bestimmen Sie die polaren Mengen zu den konvexen Hiillen der Punkte

o1 B
o3[
o[

) Aus einer Vorlesung zur diskreten Geometrie, Eva Maria Feichtner, 2006, Ziirich.



Modul Geometrie 21. Januar 2008
Wintersemester 2007-2008
Schmale

(41) (9 (3P) Ein Wiirfel im R® erscheine fiir einen Betrachter im Punkt z bei zentraler Pro-

(42)

(43)

jektion mit Zentrum z auf der Ebene (e(1), e(3) )R als Abbild mit drei Fluchtpunkten
F1=(-22,0,11),F2 = (11,0,22), F3 := (0,0, —22) .

Bestimmen Sie die moglichen Betrachtungspunkte z.

(3P) Sei V ein vierdimensionaler Vektorraum iiber dem Koérper K und P(V) der zu-

gehorige projektive Raum. Zeigen Sie ausfiihrlich auf Grund der Definitionen 1 und 2 in §12:

Der Verbindungsraum dreier Punkte aus P(V'), die nicht auf einer Graden liegen, ist eine
Ebene.

(3P) SeiC:{x€R3: 1‘11‘2:1'%}.

(a) Zeigen Sie: Es gibt eine Teilmenge Pc C P% derart, dass
U »-c
p € Pc

(b) Bestimmen Sie eine Hyperebene H in R? derart, dass H N C einen Kreis oder eine
Ellipse ergibt.

(10 Nach Exercise 4.4.1 p. 119 in [J].
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(44)

(45)

(46)

(3P)

(a) Gibt es eine Projektivitidt von IF’%2 ohne Fixpunkte ?

(b) Gibt es eine Projektivitit von P4 mit genau zwei Fixpunkten ?

(11) Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Zwei Geraden G; , Go in P(V') heilen
windschief, wenn GiNGs = & .

(a) (2P) Seien dim,.V = 4, G1, Go windschiefe Geraden in P(V') und p ein Punkt in P(V),
der weder in G; noch in Gy liegt. Zeigen Sie: Es gibt genau eine Gerade G, die p enthélt
und sowohl G als auch Go schneidet.

(b) (B3P) Seien dim, .V =5, G1, Ga , G3 paarweise windschiefe Geraden in P(V'), die nicht
alle in einer Hyperebene liegen. Zeigen Sie:
(i) Gy schneidet Gy V Gs in einem Punkt.

(ii) Es gibt genau eine Grade G in P(V), die G1, G2 und Gs schneidet.

-1 1 1 -1
(3P) Seien w® = | 1 |, w® = | -1 ,w® = | 1 | ,w® = |-1| Vektoren aus R5.
1 1 -1 -1

Die Punkte p; = Rw®,0 < i < 3 seien die Bildpunkte der projektiven Standardbasis

2
von P? unter einer Projektivitit f von P2. Bestimmen Sie das Bild des Punktesp = R | —1
2

unter f.

(D Nach einer Aufgabe in dem Buch Lineare Algebra und Geometrie von Heiner Zieschang, Teubner, 1997, S. 466.
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(47) (B3P) Begriinden Sie ausfiihrlich mit Hilfe des projektiven Satzes von Desargues, dass die
beiden Konstruktionen im Beispiel 7 in §12 zum Ziel fiihren. Mit Cinderella dynamisierte
Zeichnungen zu den beiden Konstruktionen finden Sie auf der Internetseite zur Vorlesung.

(48) Lesen Sie spétestens jetzt den als Weihnachtslektiire angegebenen Text von Johann
Linhart zur Geometrie(!?) | Seiten 1-21. Bei einer der Klausuraufgaben wird das zumindest
hilfreich, wenn auch nicht vorausgesetzt, sein.

Die folgenden Aufgaben sind zur Vorbereitung auf die Klausur besonders geeignet. Ei-
nige Musterlosungen werden ab 11. Februar nach und nach auf der Internetseite zur Vorlesung
erscheinen.

(3), (5) bis (10), (12), (14), (14neu), (15), (15 new), (17), (18), (19), (22) bis (27), (29), (30),
(31), (33), (36), (37), (38), (41) bis (46), (48).

Die vereinbarten zusatzlichen Ubungstermine sind:

26. Februar und 4. Marz jeweils um 18.15 im Raum W1-1-117.

Die Klausur findet statt am

15. Marz von 9 bis 11 Uhr im Raum W1-0-015.

Der Termin fiir eine eventuelle Wiederholungsklausur wird rechtzeitig auf der Internetseite der Vor-
lesung angegeben.

<12)http: //wwu.sbg.ac.at/mat/staff/linhart.htm



