Musterlosungen zum 8. Ubungszettel 1

Aufgabe 15

Aufgabenstellung:
Zeigen Sie durch Angabe geeigneter Halbrdume, die S enthalten, dass das Standardsimplex S in

R? entsprechend der Definition in der Vorlesung polyedrisch ist.

Voriiberlegungen:

Aus der Vorlesung ist bekannt:

Definition 15
Sei M C K" C R” eine Menge. M ist polyedrisch, wenn M Durchschnitt endlich vieler Halb-

raume ist.

Zu zeigen:

4
S :=C(0,eD,e?, 3 = ﬂ H,
i=1

Beweis:
Wihle nun geeignete Halbraume #H;, die S enthalten:

Mit T} =< eV, e® >p definieren wir:

7‘[1 = 7’{1—1’6(2) = {0 +ﬁ]€(1) +B2€(3) +,83€(2) Cﬁ],ﬂz,ﬂj, € R,Bj, > 0}

Mit [, =< e@, e® >p definieren wir:

Ho = Hr,on = {0+ y16? + 73 + 3¢V 1 1,72, 75 € R, 73 > 0}

Mit 5 := < eV, ® >; definieren wir:

7’{3 = 7"(1“3’@(3) = {0 + /116(1) + /126(2) + /136(3) AL, Ay, A3 R A3 > 0}

Mit T, =< e® — e, ® — e > + (D definieren wir:

Hy = Hry = 1V +41(e® — V) + o = V) + ps(=e) : iy, a3 € Ry piz 2 0)

Die auf der nichsten Seite aufgefiihrten Skizzen machen die Wahl der I'; und H; deutlich.
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M

Abbildung 1: Skizzen zu den Halbriumen

Fiir die einzelnen Elemente y; € H; (1 < i < 4) gilt:

y1 € H, = y1 = pieV + Bre? + Bye®
y2 € H, = y2 = 71€? +726? + y3e)
v; € Hi = y3 = A1eV + e + 3¢
peHs = = eV e =)+ e - )+ g (=)

(e)) (@)

= (1= — o — p3) €V + 1% + 1

Nun zeige erst:
4
Sc ﬂ H;
i=1

Dazu wird gepriift, ob jeder Punkt x € S wie y;, 2, y3, y4 dargestellt werden kann. Dabei hat x
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die folgende Darstellung:

ge) 3

x=ap-0+a; eV +a,- +a3-e

Hierbei ist ag, a1, a2, @3 € Rog und ag + a; + as + a3 = 1. Weil ¢ := 0, tritt o nur indirekt auf.
Es gilt:

ag=1-(a;+a+a3) >0 mit a;+a,+a3<1 (D)
Ein Koeffizientenvergleich liefert:
Vi =,6’1e(1) +ﬁ2e(3) +,83e(2) = a1V + are® + aze®

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn 8; = ay, 8, = @3 und B3 = a, gewihlt wird. Diese Wahl ist

auch zulissig, weil:

ay, ar, a3 >0 = B1.52,53 >0

ar+ar+az =1 = Bi+p+B3=1

Analog gilt fiir y,, y3, y4 mit Koeffizientenvergleich:

y2 =716 +726% + 3¢ = aje) + @pe® + @3

Hier wird gewihlt: y; = a;, ¥, = @3 und y3 = a;.

V3 = eV + e + 156 = a1V + @2e® + a3e®

Hier wird gewihlt: 4; = a1, 1, = @, und A3 = aj3.

(1) 2) 2) 3)

Vo= —p —po —3)e’ + ue +y2e(3) = ale(l) + are” + aze

Hier wird gewihlt: (1 —uy — u» — p3) = @y, uy = @, und p, = ;. Diese Wahl der Skalare y; fiihrt
direkt in den Halbraum Hj, da gilt:

@ 4 e

1
x=(1—p —p—pz) e + e
1 1 1 1 2 3
— D — gy eV = 1y eV — s €D 4 11y + 1y

1 2 1 1 1
= eVt (€ = D) + g1 (¢ — e + 3 (=) € Hy
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Mit geeigneter Wahl der §;, y;, 4; und w; mit 1 < i < 4 lésst sich also jeder Punkt x € S darstellen
wie y; € Hy, y» € H,, y3 € Hz und y4 € H,. Das bedeutet, dass jeder Punkt x in den vier
Halbraumen H,, H,, H; und H, enthalten ist. Es gilt deshalb:

sefyn
i=1

Jetzt zeige:

Sei hierfiir x € (H; (1 <1i < 4). Dann gilt fiir x:

X :ﬁle(l) +ﬂ2€(3) +,83e(2)

3)

= y16? + 7,6 + y3eV

= 1V + 1,6 + 13e?
(3]

= (1= = po = pz) € + e + pire®

Damit ist:

Br=y3i=A4 =0 —-pu—pp—u3) 20
Br=v2=4=m 20
Bi=yvi=A=u 20

Also sind alle Skalare vor den e (1 < i < 4) groBer bzw. gleich Null. Es bleibt noch zu zeigen,
dass gilt: 41 + 1, + 43 < 1

M+ + <=0 - —po— )+ + 2
:1_M3

<1 weil u3 > 0 nach Voraussetzung

Wihle nun: a; = A1, @y = A, und a3 = A3. Damit sind dann mit ag, a1, @, @3 € Ry und
) + ap + a3 < 1 wegen (1) alle Voraussetzungen fiir einen beliebigen Punkt in S erfiillt. Daraus
folgt:

H:; S

4
i1

1
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Insgesamt gilt:

e
x
I
)

1l
—
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Aufgabe 16 a)

Seien g, ¢’ linear unabhiingig in R?, ¢ = aq, ¢’ = /¢’ mita, o’ € 10, 1].

Zu zeigen:

Zu jedem q” € [q,q'] gibt es ein a” € ]0, 1] derart, dass @ q"" € [c, ']

Beweis:
Sei also ¢” € [q, 4], d. h. es existieren B, 8’ € Ryo mit 5 + ' = 1, sodass gilt:

9" =pg+pq

Diese Gleichung kann mit a” erweitert werden, so dass sich folgende Darstellung ergibt:

n 1 /17

a’'q" =pa’q+pa’q (2)

" 1

Da zu zeigen ist, dass a” € ]0, 1] existiert, sodass a”g” € [c, c’] ist, muss nun ein solches a”
gewihlt werden. Es bietet sich an, dass o” mit Hilfe der vorgegebenen a,a’ € 10, 1] und 8,5’ €
[0, 1] zu wihlen. Am einfachsten wire nun die Darstellung o = « - @/, wobei offensichtlich

i

a” €]0, 1] gilt. Damit wire aber @”’q” keine Konvexkombination aus [c, ¢’], weil fiir
"o (3) ’ Y ’

a’q" =pa aqg +PFa dq
~—— ——

=c =c’

die Summe der Skalare, also Sa’ + '@, nicht immer gleich 1 ergibt. Also muss die Darstellung
so um ein x € R erweitert werden, dass @” € ]0,1] und @”q” € [c, ¢’] gilt. Es muss also auch
gelten:
a'q" =x-Ba’ - aqg +x-Ba-aq €lc]
—_—

=C =c’

Dies ist erfiillt fiir folgendes x:

x-,80/+x-,8'aél
& x-Bad+pa)=1
1

S
pa +pa

Der Nenner o’ + '« ist echt groler als Null, da wegen 8,5 € R,o und 8 + 5’ = 1 nie beide
Summanden (mit 8 = 5" = 0 und @, @’ > 0) Null sein kdnnen.

Dorte Bahrs Vahide Taskin



Musterlésungen zum 8. Ubungszettel 7

‘Wihle nun also:
a-a

= fa+fa

174

(3)
Damit gilt dann @ € 10, 1], weil:

e Mita, o €]0, 1] ist der Zéhler a - @’ > 0. AuBlerdem ist auch der Nenner S’ + 8'a > 0,
wie bereits erldutert. Also gilt @” > 0.

e Zudem gilt mit @, @’ €]0, 1]:

=1 <a'B <af
/ ’ ’ /
. a-@  (B+pla-a a-dB+a -af <a/’,8+a,8’_a’,8+oz,8’_

:,Ba/’+,6"a_ Ba'+Bfa  Ba'+PBa T Ba+fa  oB+af

Alsoist @’ < 1.

Mit diesem a” gilt nun auch a”’¢” € [c, '], weil:

/

a/// ’” (E)ﬁa,// +ﬁ/a/// /(i)ﬁ a-ao +ﬁ/ a- o ’ _ Q"ﬂ a + (l’ﬁ a// ’
7 = g 1= ,Ba/’+ﬁ’aq ,8&’+ﬁ’a/q ,8a/’+ﬂ’cxx£]—/ Ba/’+,8’a\,q-/

Die Skalare vor dem c¢ und ¢’ sind beide jeweils groBer bzw. gleich Null, weil zum einen der
gemeinsame Nenner S’ + f'a > 0 (wie oben bereits gezeigt) und zum anderen sowohl /'8 > 0,

als auch o’ > 0 wegen @, @’ > O und 3, 5/ > 0. Zudem gilt fiir die Summe dieser Skalare:

o -p N a-f _a’ﬁ+a,8’_a/'ﬂ+a,8’_1
Ba' +Ba Ba +Bfa Ba+fa oB+af

" 1

Somit ist «/ eine Konvexkombination aus [c, ¢’]. Mit anderen Worten: a”’q” € [c, ¢’].
q q
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Aufgabe 16 b)

Sei @ # C € R? und O ein innerer Punkt von R? \ C (d. h. 0 ¢ C). Sei auBerdem:

M:={geR*:q+0,[0,q]NC # @}

Skizze:
M
>
Voriiberlegungen:
Fiir alle ¢ € R? gilt:
geM =3 da,BeRyg,a+B=1:a9g+B-0€C
d.h.a,B€[0,1]
= dae]0,1]: ageC

Hierbei muss natiirlich @ = 0 ausgeschlossen werden, da sonst gelten wiirde:
aqg=0-g=0¢C (nach Voraussetzung)

Somit gilt:
/\/(:{qeR2 :dae]0,1] : ag e C}

Zu zeigen:

i) M ist konvex.
i) ge M = Ag € Mfiir 1 e R,
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Beweis:

i)

Per Definition von M gilt:
Vg, e M da, @’ €]0,1] : ag=ceCundad’q =" €C

Aus der Vorlesung ist auBerdem bekannt:

Definition 3
Sei M C K. M ist konvex, wenn gilt: Ya,b € M : [a,b] C M

Zeige also: Jedes Element aus [g, ¢'] liegt in M, d.h. [¢,q¢'] € M.

Beweis:
Mit Aufgabenteil 16 a) wissen wir, dass zu jedem Element ¢” € [q,q'] ein @” € ]0,1]
derart existiert, dass gilt:

1

a’q" €lc, ]

Dabei ist [c, ¢’] € C, da C konvex ist. Also folgt @”’¢” € C und dann nach Definition von
Mauch ¢” € M. Da q” aus [q, ¢'] beliebig gewihlt wurde, gilt schlieBlich [¢, ¢’'] € M.

Sei g € M, d.h. es existieren @ € ]0,1] : aq € C. Sei auBerdem A € R;,. Wihle o’ = 9.
Dann istauch @’ € 10, 1], weil mit @ € ]0, 1] und 1 € R, gilt:
0/=gS1 und =250
A A
Mit diesem o’ gilt (1q) € M, weil:
, 0%
a -(/lq)zz-/lqzaqu
Also ist @’ - (1g) € C und somit per Definition von M: Ag € M.
O

Dorte Bahrs Vahide Taskin



