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Losungshinweise zu den Aufgaben der Klausur vom 20. Februar 2010

(1) (i) (2P) Man erkennt vermutlich mit bloBem Auge, dass 1 aus Los (3z1 — x2,2) ist

und dass L6s (3x1 — z2,0) = <B] >R. Mit a = [ﬂ und U = <[;] >R gilt somit

' =1L6s(3z1 —22,2) =a+U .
Der gegebene Punkt p ist nicht aus I' denn es ist ja 3py — ps = 7 # 2.
(i) (2P) Seien a,a’ € T'ya # d/, z.B.: a wie in (i) und o’ = LZJ Da p nicht aus T’

ist und a, a’ zwei verschieden Punkte aus I' sind, sind die drei Punkte a,d’,p affin
unabhéingig. Oder: Da die Vektoren a — p, a’ — p linear unabhiingig sind, sind die drei
Punkte a,a’,p affin unabhéngig. Nach einem Ergebnis der Vorlesung gibt es dann
zu drei beliebigen weiteren Punkten a, a’, p genau eine affine Abbildung f : R?2 — R?
mit f(a) = @, f(a’) = @/ und f(p) = p. Insbesondere trifft dies also zu, wenn @ =
a,a’ =a' und p = q.

(iii) (2P) f ist (nach (ii)) als affine Abbildung von R? — R? vorgegeben. Es gibt daher
A,b wie in (iii) gesucht. Das ist zwar beruhigend, musste aber entsprechend der
Aufgabenstellung nicht erwihnt werden. Fiir jedweden korrekten Ansatz, der eine
Bestimmung von A zumindest oder von A und b ermdglichen kann, gab es je nach
Reichweite 0,5 oder 1 Punkt. Fiir die tatsdchliche Berechnung dann einen weiteren.
Im Folgenden werden verschiedene Ansétze kurz besprochen:

e Ansatz: Wir wissen, dass

oder z.B.

fla)—f(d)=a—d, f(p)— fld)=q—d flp)—fla)=q—a (1)

gelten soll mit den gegebenen p, ¢ und mit den beispielhaft von mir gewéhlten
a,a’ aus (ii). Man kann auch ohne Nachteile eine andere Wahl treffen.

Fiir A,b muss jedenfalls unabhéingig von Threr Wahl von a und o’ z.B. mit den
ersten beiden Gleichungen in (1) gelten:

Aa—Ad =Ala—d)=(a—d) , Ap—Ad =A(p—d)=(¢—d)

oder in Matrixform

’ A SR A .. -1 0| |-1 2
Ala—d,p—d]=[a—d,q—ad], bzw. explizit A[_g _5]—[_3 J . (2)
Berechnung: Mit (2) berechnet man nun
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(2)

b kann nun auf verschiedene Weise auch noch bestimmt werden. Es ist ja f(a) =
a, bzw. Aa + b = a und daher

411
b——Aa—i—a——g [3} .

Man kann aber auch anders vorgehen und mit zwei anderen Gleichungen aus
(1) beginnen.
e Etwas weniger giinstig ist es, mit den Gleichungen

Aa=a—b,Ad =d —b,Ap=q—1b

zu beginnen. Man hat dann etwas mehr Miihe mit der Rechnung;:

Ala,a'] = [a —b,a’ — b] , bzw. explizit A [1 2] = [1 “h2- bl] =

1 4 1—by 4—1bo
1 3 1
) 1 2 2 -1 1-— *bl 7b1
und mit L 4] = [_é % } dann A als [ —%bQ 1+ %bj'

Mit der dritten Beziehung Ap = ¢ — b erhélt man dann direkt b.
e Man muss nicht unbedingt die Matrixschreibweise zur Anwendung bringen. Von
ail 012
az1 a2
Aufgabe angelegte Matrixschreibweise verlassen. Dann wird das ganze allerdings
uniibersichtlicher, da man dann dazu verleitet wird, an Stelle von (2) lauter
Einzelgleichungen ungeordnet zu lésen.

einigen wurde A geschrieben als A = [ } und danach die ja in der

Unabhéngig von Threm Ansatz ergeben sich A und b notwendigerweise eindeutig.
Ihre Existenz ist (s.o.) gesichert. Somit ist (iii) dann vollstdndig bearbeitet. Auch
dies brauchte nicht ausgesprochen zu werden.

Wenn drei kollineare Punkte a, b, c mit a # b in der Relation ¢ = a + A(b — a) stehen,
dann heifit A Teilverhéltnis des angeordneten Tripels (a, b, ¢) und wird mit TV (a, b, ¢)
bezeichnet. Dies brauchte nicht wiederholt zu werden.

Sei nun x ein weiterer Punkt auf der Geraden durch die nach Voraussetzung verschiede-
nen Punkte ¢ und b und seien A = TV (a,b,z), N = TV (a,b',2),u = TV (a,b,V’). Dann
gilt laut Definition von ,, TV “ :

r=a+Ab—a),r=a+ NV —a),t =a+ulb-a).
Einsetzen von b’ in die mittlere Gleichung ergibt
z=a+N(a+pb—a)—a)=a+Nub-a).

Da aber auch z = a + (b — a), folgt Nu(b — a) = A(b — a). Da nach Voraussetzung
(b — a) # 0, folgt schlieSlich A = N p.

Die Projektionen von a, b auf Fo, Fa3, E31 sind jeweils

al b1 0 0 ay b1
az| b2 | , az |, bo s 0,10
0 0 as b3 as b3

Fiir die korrekt ermittelten Projektionen gab es bereits 1 Punkt.
Nun gibt es z.B. die folgenden beiden Moglichkeiten, die angegebene Formel zu benutzen.



eman geht iiber zu den gekiirzten Vektoren, z.B. beziiglich F15 mit der Vorschrift
a

R? x {0} — R?; |az| — [Zl}, die mit dem Skalarprodukt vertréglich ist. Hier
0 2

wurden aber keine formal ausgearbeitete Begriindungen verlangt. Es geniigte ein

Hinweis in irgend einer verstdndlichen Form. Nach der angegebenen Formel fiir

n = 2 sind dann
det | b1 ,det az by ,det a b .
az by az b3 az b3

die drei gesuchten orientierten Flicheninhalte.

eman berechnet (im Falle der Projektion auf F2) das orientierte Volumen des von

al b1
as |, |b2| ,e® aufgespannten Polytops, das ja die Hohe 1 hat. Nach der angege-
0 0
al b1 0
benen Formel ist dieses dann det |{as by 0| = a1by — agby = det [al bl} Die
0 0 1 az b
drei gesuchten orientierten Flidcheninhalte ergeben sich also analog zum vorigen
Unterpunkt.

det |“ b , det oz by ,det a b .
az by as b3 as b3
Es geniigte durchgehend jeweils einen der drei Fille ausfiihrlich zu bearbeiten und dann
auf Analogie zu verweisen.

(4) (i) (2P) Seien a,b, ¢ drei paarweise verschiedene kollineare Punkte in I' N Q. Da @ die
DPE hat, liegt dann auch die Verbindungsgerade a Vb (=aVec=aV bV c) ganz in
Q. Der affine Unterraum I' enthélt bereits mit je zwei verschiedenen Punkten auch
deren Verbindungsgerade. Die Gerade durch a, b, ¢ liegt also nicht nur in ) sondern
auch in I' und somit in I' N Q.
Die DPE fiir I' N @ ist damit nachgewiesen.

(ii) (2P) Seien a, b, ¢ drei paarweise verschiedene kollineare Punkte in Z. dann gilt 1 =
a?+a2 = B2 +b2 = +c3. Also liegen die Punkte @, b, ¢ alle in 'V?(22+22—1). Da auch
@, b, ¢ kollinear sind (!), miissen (siehe Hinweis in der Aufgabe) mindestens zwei von
ihnen gleich sein, etwa @ = b. Da a # b, gibt es eine eindeutige Verbindungsgerade
a Vb, fir die nun gilt:

aVb={aa+p8b: a,ﬁeR,a—l—B:l}:{[i]: AeR)

Man sieht jetzt, dass die ganze Gerade a V b in der Menge Z enthalten ist.

(5) Die richtige Antwort ist bei (a) bis (d): .

(6) (i) (2P) Dap € g1 und z ¢ g, sind p, z verschiedene Punkte in P? und p V z ist die
eindeutig bestimmte Verbindungsgerade. Da z auch nicht auf go liegt, sind pV z und
g2 zwei verschiedene projektive Geraden in P? und haben daher einen eindeutigen
(projektiven) Schnittpunkt. Fiir p € gy ist daher f(p) stets als (projektiver) Punkt
in go erklért.



1 1
(ii) (2P) Sei p = <U>R mit v = [—1]|. Sei auflerdem zur Abkiirzung w = |1|, also
0 1
z= <w>R. Um f(p) zu berechnen ist <v,w>R N (e®, 6(3)>R zu bestimmen,
denn U(pV z) = <U,’(U>R und U(g2) = <e(2),e(3)>R.
Da w ¢ (e, 6(3)>R und da U(p V z) und U(g2) beide zweidimensionale Untervek-
torrdume von R3 sind, ist ihr Schnittraum eindimensional.

0

Daw—v=|2| €eU(pVz)NU(g2), folgt U(pV z) NU(g2) = (u — w>R und somit
1

£p) = o - w),

(iii) (2P) Dieser Aufgabenteil ist nicht leicht zu lésen.

Am besten ist es, wenn man sich die gegebene projektive Abbildung in ihrer Wirkung
im R? vorstellt. Man kann allerdings auch systematisch vorgehen und zunéchst einen
Punkt ¢ in g2 suchen derart, dass ¢ N H = &. Diesen (eindeutigen) Punkt ¢ findet
man, indem man die zu H parallele Ebene durch 0 mit U(g2) schneidet. Dann kann
man sozusagen riickwérts mit Hilfe der Geraden gV z den Urbildpunkt p finden mit
dem gilt f(p) =¢. Esist p=(¢V 2)Ng.

Da U(g1),U(g2) von extrem einfacher Gestalt sind kann man aber (vielleicht) auch

0
direkt ,sehen“ dass ¢ = (|—1|) der gesuchte Punkt ist und damit p ermitteln als
1
1
p = (v) mit v = [2|. Mit diesen Punkten p,q gilt jedenfalls p € g1, ¢ € g2 und
0

f(p) = q. Soviel zum schwierigen Teil der Teilaufgabe (iii).
Wie auch immer man p gefunden hat oder vermutet hat, ist nun nachzuweisen, dass,
wie in der Aufgabe gefordert, pN H # @ und f(p) N H = &, bzw. ¢N H = .

Letzteres gilt aber bereits nach Wahl von ¢ und man ermittelt pN H = {
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