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In der Vorlesung vom 18.01.10 wird mit 8§ 7 Uber geometrische Objekte hoheren Grades
abgeschlossen und sogleich mit 8 8, in dem erste Grundlagen der analytischen projektiven
Geometrie behandelt werden, begonnen. Die Vorlesung knupft direkt an die vorherige an, und
zwar mit einer Ergdnzung zu Beispiel 2 (b), (c) in 8 7. In diesem Beispiel werden verschieden

Varietdten behandelt.

Ergianzung zu Beispiel 2 (b), (c)

Sei p=X7+x5-r* eR[X,,X,,X;], das heilt die Dimension ist n=3. Die Nullstellenmenge ist

W
V%(@)Z{)\}ZWEVRZ(Xf+X§—I’2),)\€R}. X?+x2—r> ist die Gleichung einer 2-

dimensionale Sphare, und zwar eines Kreises. Die dritte Koordinate taucht hierbei gar nicht auf,
das heildt, egal wie sie gewahlt wird, ergibt sich immer eine Nullstelle. Dadurch kommt die
Zylinderform bei n=3 zustande. Zweidimensional betrachtet, ist dies ein Spezialfall der

Kugelsphare, allerdings wurde hier die Dimension erhoht auf n=3, so dass V } (¢) in dem Fall

einen Zylinder beschreibt.
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Fortsetzung von Bemerkung 4 (b)

Sei p=X; +X; —X3r* €R[X;,X,,X,], dannstellt V 3 () einen (Doppel-)Kegel dar.

Als Beispiel wichtig fur den folgenden Abschnitt der projektiven Geometrie sind Schnitte mit
einem solchen Kegel: Man nimmt eine kegelférmige Menge, die geschnitten wird mit Ebenen, die
nicht durch den Nullpunkt gehen. Auf der Ebene hinterlasst der Kegel eine Spur. Die Vorstellung
hierbei ist, dass die Ebene als Schirm bzw. Mattscheibe gesehen wird, ein Beobachter sich im
Nullpunkt befindet und die Strahlen vom Nullpunkt aus die Lichtstrahlen vom Beobachter zur
Ebene darstellen. Je nachdem wie der Schirm liegt, wird vom Beobachter eine andere Figur bzw.

Linie wahrgenommen, die der Kegel als Spur hinterlasst.

Veranschaulichung

W
(Maftacheide)

Dieses wurde friiher in ahnlicher Art auf Holzschnitten dargestellt:
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Ausgangspunkt der projektiven Geometrie ist, wie man raumliche Objekte sinnvoll in der Ebene
darstellen kann. Die analytische Beschéftigung ist hierbei, die Gleichung der Spur zu bestimmen,
die der Kegel in der Ebene hinterlasst. Dazu muss in der Ebene ein Koordinatensystem eingefihrt

werden und die Spur bezlglich dieses neuen Koordinatensystems dargestellt werden.

Weiterfuhrung der Bemerkung 4 (b)

Es werden drei Schnitte von Varietaten betrachtet:
w
() Vi (¢)NVe(x,-1) :{{ ) } ‘w e V7 (X2 +x2—r?)} Die Gleichung x> + X3 —r°
—e® +<e(1> '6(2>>

beschreibt einen Kreis.

= 3 3 1 2 2 2,2 H H 2 2.2 H
(i) Vi (0)NVE (X, =D ={ = [:w eV (X; +X5r° +1)} Diese Gleichung Xx; +X3r? +1 ist
:e(1)+<e(2>,e(3>> W
die Standardform eines Kegelschnitts und zwar einer Hyperbel.

(i) V2 (@)NV2 (X, —r*x, +r?) ={ve R®:v, =r’(v, -1),(v’ + Vi —vir®) =0} Hier wird
R R 1 2 1 2 1 2 3

Ebene

der Kegel also mit einer Ebene geschnitten. Um zu erkennen, dass diese lineare Gleichung
eine Ebene beschreibt, ist die Darstellung als Nullstellenmenge noch etwas ungewohnt.
Die Nullstellenmenge einer linearen Gleichung ist aber nichts anderes, als die aus der
Linearen Algebra bekannte Losungsmenge. Wobei eine Losungsmenge immer auch eine

Nullstellenmenge ist, wenn man ein Gleichungssystem der Form Ax —b =0 lost.

8 8 Erste Grundlagen der analytischen projektiven Geometrie

In Kapitel 0 wurde die ebene affine Inzidenzgeometrien behandelt. Jetzt sollen projektive Rdume
und Unterrdume eingefiihrt werden. Dabei kann im Falle einer projektiven Ebene in Gestalt von

Schnitten mit Ebenen immer zu einer ebenen affinen Inzidenzgeometrie tUbergeleitet werden:

Definition 1

(@) Zu einem K-Vektorraum V ist P, (V) = {eindimensionale Untervektorraume von V}
= {{v),:0#veV} (dh. die Menge der ,Strahlen®, also der Geraden durch 0) der
zugehorige projektive Raum. Zur Schreibweise: P(V), falls K bekannt,

(b) Dabei ist P ::IEDK(K”+1) der n-dimensionale projektive Standardraum. Auch hier eine

Vereinbarung zur Schreibweise: P" =Py .
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(c) Die Elemente von ]P(V) heilRen (projektive in Unterscheidung zu affinen) Punkte.

(d) Die Dimension vonP(V) wird festgelegt aIs:dimK(IP(V)) ::dim(IP’(V)):dimV—l,
wobei Voraussetzung ist, dass die Dimension von V endlich ist.

(e) Sei M Teilmenge vonP (V). M ist also eine Menge von ,,Strahlen” d.h. Geraden durch 0,

wobei jeder Strahl fir sich eine Menge ist. M heil3t projektiver Unterraum, wenn mit

UM)=[Jp gilt: UM) ist Untervektorraum. Ist dies der Fall, dann

peM
istdimM :=dimU(M)-1.
(f) Sei M projektiver Unterraum von P(V). Dann ist M:

= projektive Gerade, wenndimM =1

= projektive Ebene, wenn dimM =2

= projektive Hyperebene, wenn dimP(V)=nunddimM =n-1.

Beobachtung 2

Projektive Unterraume sind projektive Raume.

Beweis

Sei P projektiver Unterraum von P(V). Es ist P =P(U(P)) mit U(P)= U p.

peP

Man nimmt also alle eindimensionalen Untervektorraume aus P, betrachtet sie als Punktmenge

und vereinigt sie. Dann bilden sie nach VVoraussetzung einen Vektorraum. Wenn man jetzt wieder

alle eindimensionalen Unterrdume nimmt, bekommt man genau die Punkte von P(V) .

Beispiel und Bemerkungen 3

(a) WenndimV =0 (d.h. V besteht nur aus dem Nullpunkt), dann ist P(V)=¢
mitdimJ =-1.
WenndimV =1, dann ist|P(V)| =1, dennP(V)={V}und diedim(P(V))=0. Dabei
wird mit | | die Anzahl der Elemente bzw. die so genannte Machtigkeit der Menge P(V)

bezeichnet.
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b) Reelle projektive Ebene

P? = P(R?), wie in Definition 1 festgelegt.

Sei G € IP? eine projektive Gerade.

U(G) ist eine Ebene durch 0 in R’ deren eindimensionale Untervektorriume die projektiven
Punkte der projektiven Geraden G sind.

Dieses Beispiel ist einfach die Definition, heruntergeschraubt auf einen Spezialfall.

Visualisierung der Schnitte einer Ebene, die nicht durch 0 geht, mit Ebenen, die durch O gehen:

Ebene auf Niveau 1

Ebene durch 0

Schnittlinie der braungestreiften

Ebene mit der Ebene durch O

«—

Jeder Strahl, mit einer Ausnahme, schneidet tatsdchlich die braungestreifte Ebene. Es gibt
natiirlich auch Strahlen, die die Ebene nicht schneiden, nidmlich jene, die parallel zur Ebene

verlaufen.

Quintessenz der Zeichnung:

Wir haben eine projektive Ebene, darin eine projektive Gerade (Ebene im dreidimensionalen
Raum). Eine Ebene, die O nicht enthilt, schneidet alle Strahlen, auBer denjenigen, die parallel
verlaufen. So zum Beispiel die griine Ebene auf Niveau 1. Ein kegelférmiges Objekt erzeugt eine
Schnittmenge mit dieser Ebene und hinterlidsst sozusagen eine Spur. Eine Ebene durch 0

hinterldsst zum Beispiel die Spur einer Geraden.

Eine (affine) Gerade I" in R®, die nicht durch O geht, fiihrt zu einer eindeutig durch I" bestimmten
projektiven Geraden: Pr(<I'>r), wobei <I'>r ein zweidimensionaler Unterraum ist. Jede weitere

affine Gerade I'* in <I'>g mit 0 € I'* fiihrt zur selben projektiven Geraden, denn <I"*>r=<I">r.
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Wir haben eine Gerade I', die nicht durch 0
geht, im R®. Dann ist die Ebene, in der 0 und I"
liegen, ein zweildimensionaler
Untervektorraum und damit ist diese Ebene
eine projektive Gerade.

Jede weitere affine Gerade I'* in dieser Ebene,

die nicht durch 0 geht, fiithrt zur selben

projektiven Gerade.
Diese beiden Geraden sind auf dem roten

,,Bildschirm* nicht zu unterscheiden.

Inzidenzverhalten in projektiven Punkten und Geraden

Satz4 a) Je zwei verschiedene projektive Punkte in P(V) liegen auf genau einer projektiven
Geraden.
b) Sei dim P(V) = 2. Dann gilt: Je zwei verschiedene projektive Geraden schneiden
sich in genau einem Punkt.
¢) Sei dim P(V) = n. Dann gilt: Je zwei verschiedene Hyperebenen schneiden sich in

genau einem projektiven Unterraum der Dimension n-2.

Beweis a) Seien p;, p» € P(V) projektive Punkte und verschieden, dann sind das
eindimensionale Unterriume, etwa P1 = K -u™,p, = K- u® nqj¢ py.p, €V |
u £0#u®.

1 Z . . . . . .
Dadurch, dass Ku®" ynd Ku"’ yerschieden und eindimensional sind, sind u®”

M uP>g, dies ist eine affine Ebene

und u® linear unabhingig. Sei nun U = <u
durch 0. Dann ist P(U) eine projektive Gerade, denn die Dimension ist 2. Und
natiirlich ist p; darin enthalten, denn u'” liegt in U (das ist die Vereinigungsmenge

aller eindimensionalen Unterrdume), also liegt der von u’

aufgespannte
eindimensionale Unterraum darin und das ist ja gerade p;. Analog gilt das auch fiir
P2, also kann man sagen: p; € P(U),i=1, 2.

Jetzt geht es nur noch um die Eindeutigkeit.

Sei P projektive Gerade mit Pi € F | i=1,2. Dann ist zuniichst nach Definition 1
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Ur = U p

wEF

ein zwei-dimensionaler Untervektorraum. Und da p; € P, gilt: wWeu P),i=1,2.
Es folgt: U(P) = <u”, u”>g und dann P = P(U).

b) Seidim P(V)=2.
Zu zeigen: Je zwei verschiedene projektive Geraden schneiden sich in genau einem
Punkt.
Beweisskizze:
Nehmen wir an, wir haben eine projektive Ebene. Das heiBit, wir sind im
dreidimensionalen Vektorraum, dem Standardraum. Jetzt nehmen wir darin zwei
Geraden, das heiit, wir nehmen zwei verschiedene Ebenen durch 0. Dann kénnen
diese schon nicht mehr parallel sein, weil beide durch 0 gehen. Satz 4 (b) bedeutet
auBerdem, dass je zwei verschiedene Ebenen durch 0 im R? sich in einer Gerade
durch 0O schneiden.
Formaler Beweis:
Beweis der Existenz
Seien G; = P(U;), i = 1, 2 zwei verschiedene projektive Geraden. Dann gilt per
Definition: dim U; = 2,1 =1, 2 und nach Voraussetzung U; # U,.
Zwangslaufig ist dann dim (U; N Uy) = 1.
Sei p = U; N U, (und damit ein projektiver Punkt), dann ist p € P(V), und p € G;, i
=1, 2. Dies ist so, weil p in U; N U, und damit in U; und U, liegt. Also existiert ein
(projektiver) Schnittpunkt. (Damit ist die Existenz gezeigt.)
Beweis der Eindeutigkeit
Sei q € G; N Gy (also ein projektiver Punkt, der auf beiden Geraden liegt), etwa q =
<u>k mit u # 0 (also ist g ein Strahl durch 0). Aber es ist auch u € Uj, i =1, 2, also

u € U; N U, alsoq=p. m

Das Problem mit der projektiven Geometrie besteht nur darin, dass wir die vertrauten Objekte der
linearen Algebra jetzt mit geometrischem Namen belegen. Wenn wir von Punkten reden, von

Ebenen usw.

Es gibt zwei Rechtfertigungen dafiir:
1) Die projektive Geometrie entwickelte sich aus der Problemstellung heraus, wie man

dreidimensionale Objekte zweidimensional erfassen kann.
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2) Man kann (beispielsweise am Satz von Desargues) sehen, dass man durch diese etwas
allgemeinere Geometrie sehr gut etwas allgemeinere Zusammenhinge erfassen und zu
einfacheren, durchsichtigeren Ergebnissen kommen kann. Dies ist einfacher als in der affinen
Geometrie, weil man die ganzen Sonderfille wie z.B. Parallelen nicht mehr hat.

Die projektive Geometrie hat sich als Hilfsmittel zur Untersuchung geometrischer Fragestellungen

bewihrt. Sie ist aus konkreten Bediirfnissen heraus entstanden und spielt heute beispielsweise im

Design an Computern eine wichtige Rolle, es wurden etwa in der Autoindustrie ganz neue

Software-Pakete entwickelt, die mit projektiver ebener Geometrie arbeiten.
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