Seien K ein Koérper und K|[t] ein Polynomring.
10.9. Definition. Seien A € K"*", A = (aij) und F die n x n-Einheitsmatrix.

(a)

a;p —t a12 e a1n
ao1 age —t - a2
A—tE = € K[t]™"
L ani An2 T Apn — t_

heisst charakteristische Matrix zu A.

(b) Das Polynom
X, = det (A —tE) aus K[t]

heifit charakteristisches Polynom der Matrix A.

Nach 10.8 sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A genau die Eigenwerte von A.

10.10 Beobachtung. Es ist A — tE = [A.J — te(l),A.g — te(z), coyAen — te(")] und damit auf
Grund der n-fachen Linearitidt von det

X, =det(A—tE) =

= det [A.,l, Aeo — 1%6(2)7 vy A — te(® ] — det [ 6(1)7 Aeo — te(z), vy A — te(® } -t
det [A.’l, A.’Q, ey A.,n — te(”) ] — det [A.’l, 6(2), e ,A._’n — te(") } -t
—det [ 6(1),14.72, vy A — te(m) } -t + det [ e, e Aen — te() ] -2

k-te Spalte
n ~~
= det[A.J,...,A.,n]+(Zdet[A.71,..., e® L Aen] ) (=) +
—det A k=1 =det Ay ( vgl. 5.19 )

n

~~~~~~ + (Zdet [e(l), v Aeky e e(")] ) ()" +detE - (—t)"
k=1

e(k) ersetzt durch A, j

=Kk

n
= § akk
k=1

=det A+ + (=1)""1Spurd -t~ + (-1)"t"

Dabei ist Spurd = Zakk.
k=1

10.11 Wichtige Regel. Fiir alle P € Gl(n; K) ist | x

pap-t ~ Xa

10.12 Beispiel n=2. Dann ist x , = det A — SpurA -t + t2. Wenn 2 := 2 - 1x # 0 in K und es ein
Element « gibt derart, dass a? = (SpurA)? — 4det A, dann hat man wie iiblich die Nullstellen in der
Form

pi1,2 = 27" (SpurA £ /(SpurA)? — 4det A)

Dabei ist u1 = ps genau dann, wenn o = 0.
0 1
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Drehung um 90° entspricht, kann es ja auch keinen Vektor geben, dessen Richtung erhalten bleibt.

(a) Seien etwa K = R und 4 = dann ist x , = t* + 1 und or(A) = @. Da hier L4 einer



(b) Sei 2 :=2-1x # 0 und gelte a® + b* # 0 fiir die Skalare a,b € K. Seien weiter d = a® + b* und
212

_ -1 a” —b 2ab . _ 9 B e

A=d [ 2ab b2_a2}JetZt ist x, =—-1+t¢ =@t+1)({t—-1) und ox(A) ={-1,1}.

a

Man berechnet Eig (A4;1) = ({b

])K, Eig(A4;-1) = ({ba} )jc- LA ist die Spiegelung an der Graden

({a] Ve A= ( {Z} , [_ba} ) ist eine Basis aus Eigenvektoren und man erhilt M$(La) = F 0 }

b 0 -1
(c) Seien K =Cund A = _11 ;) , dann ist x , = (¢ —2)* und oc(A) = {2}.
Man berechnet Eig (A;2) = (B] )¢ - Es gibt keine Basis von Eigenvektoren von A bzw. L4.
(d) Seien K =C und A = _11 1,dannistXA:t2—2t+2undaC(A):{1+i,1—i}.

Man berechnet Eig (A;1+14) = <B} )c,Eig(A;1—1) = <{_IJ e - a= ( [ﬂ , [_IJ ) ist eine Basis
aus Eigenvektoren und man erhilt Mg(L A) = 1 3_ ‘ 1 0_ ;

10.13. Beispiele. Wir benutzen die Matrix aus dem in 10.1 erwédhnten Beispiel.

0 0 1 0
. 0 0 0 1 L . oo .
Dort ist A = 92 1 0 ol Das charakteristische Polynom kann hier mit einem Entwicklungssatz,
1 -2 00

aber auch mit elementaren Umformungen berechnet werden. Letzteres ist vor allem bei grofieren
Matrizen i.A. vorteilhafter. Oft tritt dann schon eine Teilzerlegung auf.
Man erhélt x , = (t* + 3)(t* + 1) und oc(4) = {4, —i,4v/3, —iv/3}. Die entsprechenden Eigenriume
sind
i —1i
. . —1 . .
>C,E|g(A,Z\/§) = ( 3 )¢ » Eig (4; —iV3) = ( -3 )e -
V3 V3

Eig (4:0) = {| || e Eig (A: —i) = {
~1

— S, S,

Sind die berechneten vier Erzeuger der Eigenrdume linear unabhéngig 7

Dies ergibt sich mit Hilfe des nachfolgenden Satzes 10.14. Wir haben damit eine Eigenvektorbasis
gefunden und kénnen A diagonalisieren.

) 1 7 —1 i 0 0 0

. ) ) —1 ) . 0 —2 0 0

Mltol:( IREEREEE _\/g s _\/g ) lSt]Wg(LA): 0 0 Z\/g 0
1 1 V3 V3 0 0 0 —iVv3

10.14 Satz. Eigenraum und Diagonalisierbarkeit.
Seien K ein Koérper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, L : V' — V eine lineare Abbildung
und dim, .V =n.

(a) dimgEig(Lip) >1 & p€og(l)

(b) Sind v, ..., »("™) Eigenvektoren von L zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten i1, ..., fim
aus K. Dann ist (v(l), . ,v(m)) eine linear unabhéngige Familie.
(¢) Sei ox(L) = {u1,...,pur} mit paarweise verschiedenen p,...,u, aus K und sei O; =

(v(i’l), o ,v(i’"i)) eine Basis von Eig (L, y;) fiir 1 <4 < r. Dann ist
(v(l’l), oot Lo ,U(T""")) eine Basis von Eig (L) := Z Eig (L; ;)
i=1

Insbesondere ist

dim, Eig (L) = _ dim, Eig (L; 11;)

i=1
(d) Es besteht folgender Zusammenhang:

Eig (L) =V < V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren < L ist diagonalisierbar



