Aufgabe 17.  Fortsetzung der Aufgabe (14). Bearbeiten Sie die von Ihnen gewdhl-
ten Aufgabenteile wie folgt weiter:

Bei (a) (i) Bestimmen Sie Ly := {b € Q3*': Lds(A,b) # &}.
(i1) Bestimmen Sie die Menge Ls(A,b) firb € L.

Bei (b) Geben Sie ein b € Z3*! an, derart dass Lés(A,b) N Z**' # & ist, und ein
Ve Z3 an, derart dass Los(A, b)) NZY = @.

Bei (c) Bestimmen Sie die Menge Los(A,b) mit b:= [1010/].

Loésung. Zu (a) (i). Wir betrachten irgendein b = ![by, by, bs] € Q3*!. Nach Auf-
gabe (14) wissen wir, dass fiir
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in reduzierter Zeilenstufenform ist. Wir wissen weiterhin nach Satz 4.3 (a), dass
genau dann Los(A,b) = @ ist, wenn Los(PA, Pb) = @ gilt. Das ist dquivalent zur
Aussage, dass genau dann Los(A,b) # @ ist, wenn Los(PA, Pb) # @ gilt. Nach
Satz 4.6 ist Los(PA, Pb) # @, wenn (Pb); = 0 gilt. Wir rechnen nun aus

(Pb)s = bs — by — by.
Damit ist insgesamt Lds(A, b) # @ fir

by
b= by mit b; und by € Q,
by + by

und die Menge L; lasst sich angeben als
le{a[(i)] —i—ﬁ[(ll)] | ound g € Q}.

Alternative Losung: Fiir jedes z € QP! und b := Az ist x € Lés(A,b) also
Los(A,b) # @. Umgekehrt bedeutet b € Ly, dass ein x € Los(A,b) existiert mit
Az = b. Das heift aber nun, dass die Menge L; = {Ax:z € Q¥1} ist. Da wir jedes
r € QY1 als x =Y, 3,7, 6] schreiben kénnen mit a, 3, vy und § € Q, finden wir die
schonere Darstellung
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le{a[g] —i—ﬁ[i] +,y[_;12] +5[ } s a, [,y und 0 € Q}.
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Zu (a) (ii). Wir wissen nach (i) , dass b die Gestalt ‘[, 5, a+ (] mit « und § € Q
hat. Nach Satz 4.3 (b) ist Los(A, b) = Los(PA, Pb). Wir rechnen aus
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Nach Satz 4.6 kann man — da PA in reduzierter Zeilenstufenform ist — die Losungs-
menge ablesen:

Los(A, b) = Lés(PA, Pb) = { . vy und vy € @}.

Alternative Losung: Sei nun b aus L;. Mit der alternativen Losung zu (i) wissen
wir, dass b sich schreiben lasst als
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mit «, 4, v und 6 € Q. Es gilt also A*[«, 3,7, ] = b. Nach Satz 4.3 (¢) gilt nun
Los(A,b) = [a, 8,7, ] + Lés(A, 0).

Die Menge L6s(A,0) kénnen wir wegen Satz 4.3 (b) mit Satz 4.6 und der Zeilen-
stufenform von A aus Aufgabe (14) bestimmen. Diese ist oben in Teil (i) bereits
aufgefithrt. Mit dem Satz liest man nun direkt ab:
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Los(A,0) = Los(PA,0) = { : vp und vy € @}.
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Zu (b): Wir betrachten zunichst b := 03, € Z>*!. Offensichtlich haben wir 035, =
A O41. Also ist wegen 0451 € Z**! die Menge Lés(A,b) N ZY # @.

Wir bestimmen nun einen Vektor &' € Z**!, fiir den Lés(A,b) N Z**! = & gilt.
Nach Satz 4.3 (b) gilt fiir P € GL(3,Q)

Lés(A, b) = Lés(PA, Pb).

In Aufgabe (14) (a) wurden Elementarmatrizen berechnet, deren Produkt
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in Zeilenstufenform ergibt. Aufserdem ist P als Produkt invertierbarer Matrizen
selbst invertierbar. Wir wéihlen nun

0
b= |0
1

Es gilt Lés(PA, V) = @, denn es kann nur dann eine Losung geben, wenn b} = 0 ist.
Nach dem oben zitiertem Satz 4.3 gilt also Lés(A, P~'V) = @. Da PV =V gilt, ist
V = P7'PY = P71, Es folgt Lés(A, ) = @ = Lés(A,b') N Z**!. Wegen ¥ € Z3*!
ist damit die Aufgabe gelost.

Alternative Losung: Wir bringen die Matrix PA von oben auf reduzierte Zeilen-

stufenform, indem wir analog zu Beispiel 4.5 Spaltenumformungen benutzen.! Dazu
definieren wir
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Q= P, Q1(—3) Q71(2) Q1(—5) Q4(3) P5 Sa(—1) Q5(3) = 0 -1 0 -3 € GL(4,7Z).
0 -3 0 -8
Und rechnen nach
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Nach Satz 4.3 (a) ist genau dann Los(A,b) = @, wenn Lés(PAQ, Pb) = & gilt. Jetzt
kénnen wir Satz 4.6 benutzen — PAQ ist ja in reduzierter Zeilenstufenform — und
sehen, dass fiir ' wie oben Lés(PAQ, PV') = @ gilt. Natiirlich ist auch hier wieder
P71 =V und damit Lés(A,b) = @.

Zu (c): Von der Bearbeitung der Aufgabe 14 wissen wir, dass die Zeilenstufenform

von A gleich
10
{O J 5,

ist. Aullerdem haben wir dort als Produkt der Elementarmatrizen

P:[%(B—l—i) L(2-4)
+(1—3i) 15(4+ 3i)

erhalten. Wir miissen nach Satz 4.3 (b) nun also Loés(Fs, Pb) bestimmen. Dafiir
rechnen wir Pb aus:

%(3+i)(1+i)+%(2—i)(1—i)] _ { 34 ] i

Ph= |
D _3)(1+4) +0@a+3)(1—q)| |11-3i

Da FE, cine Einheitsmatrix ist, ist Fyx = ' fiir alle x € C**! dquivalent zu = = b'.

Also ist Los(Es, ') einfach {b'}.

! Achtung! Bei ganzzahligen Matrizen kann man nicht immer eine reduzierte Zeilenstufenform
erreichen.



