Musterlésung zu Aufgabe 21

(a)

Fiir n € Ny sei A, eine reelle n x n-Matrix mit folgenden Eigenschaften:
Qi = O fir 1<i<n

Giiv1 = Bis Giy15 = Yigr fir 1<i<n—1

Zeige: det Ay = oy und det Ay = s — 231

Losung:

Fiir n = 1ist A; = [a11] = 1] € RY! und damit det A; = a1; = a; gemiB der Leibniz-Formel fiir n = 1.

Fiir n = 2 ist Ay = {a” “12] = {0‘1 ﬁl] € R2X2,
a1  a22 Y2 o Q2

Nach der Leibniz-Formel fiir n = 2 gilt

det Ay = ar1a22 — ai2a21

=ar1op — B2

Zeige: det A,, = aydet Ay, 1 — v Bn—1det A, _o fiir n > 3.

Loésung:

Ich zeige die Behauptung mit Hilfe des Laplace’schen Entwicklungssatzes, indem ich zun#chst nach der

n-ten Spalte entwickle:

a1 B 0 - 0
Yo oy fo :
det A, =det | 0 ~3 a3 0
. ) B . ﬂn—l
0 0 Qp
0
= (—1)”71+nﬁn_1 det An72 0 + (_1)n+nan det An—l
6n72
0 - 0 7

0
Entwickle ich nun die Matrix Ap—2 0 nach der (n — 1)-ten Zeile, ergibt sich
57172
In

0 --- 0
0
det Ap—2 0 = (=1)" "y det A, o
ﬁn72
0 0 7

Einsetzen von (xx) in (x) ergibt

det A, = (—1)?" 18,1 - ((—=1)* 2y, det A,,_2) + (—1)*" v, det A,,_;
= (—1)4”_3ﬁn_17n det A,,_o + a,, det A, 1
= —0p_1Vndet Ay, o+ a, det A,
=apdet A1 — Ypfn_1det A, o,

was zu zeigen war.

()



Sei A,, wie in Teil a) mit a; = 6, 3; = §; = V/5.
Zeige: det A, = $(5" " — 1) fiir alle n € Ny

Losung:

Beweis mit vollstéandiger Induktion

TA:

Firn=1ist det A1 = a; =6. Weil det A1 = 6 = i 224 = %(5“‘1 — 1), trifft die Behauptung fiir n = 1 zu.
Fiir n = 2 ist det Ay = ajas — 7281 = 6-6 — v5v5 = 31. Da det Ay = 31 = 1 -124 = 1(52+! — 1) trifft
die Behauptung auch fiir n = 2 zu.

IS:
Gelte mit einem n > 3 die Behauptung fiir n — 1 und n — 2 .

Zeige, dass die Behauptung dann auch fiir n gilt.

Aus 21a) wissen wir
det A, = a,det A1 — Vv fBn_1det A, o

Mit oy, = 6, Tn = \/57 ﬁnfl = \/5 gﬂt
det A, =6-det A,_1 — V55 det A,_»

IA } n—1+1 _ 1\ _ 1 n—2+1
=6, =570 1)
1
= (6-(5" —1)=5("" — 1))
1
=7 (6:5"—6-5"+5)
1 n
= (65" 1)
1
_ = n+l

was zu zeigen war.

Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt nun die Behauptung fiir alle n > 3.

Zeige, dass fiir alle n € N gilt
[+1 1 00 --- 0 0
-1 120--- 0 0
0 -213--- 0 0
det | . . . ) =n!
0 000--- 1 n—1
L0 000 —(n—1) 1 |
=B

Losung:
Nach Satz 5.13(e) dndert sich die Determinante bei d. ZU von Typ 3 nicht.
Wir multiplizieren die Matrix B von links mit P, wobei P das folgende Produkt von Elementarmatrizen
(Typ 3) ist:
P=Qu(1)...Qx(1)

Dann gilt:
1 1 0 0
02 2 0
det B = det(PB)=det |0 0 3 3
n—1 n-1
0 0 n
SEO 9.3 (n-1)n
= nl,

was zu zeigen war!



