Aufgabe 35 Zeigen Sie folgende Behauptung: Seien I' = v+U und IV = v'+U’
affine Unterraume des K-Vektorraums V. Falls ' NI # &, dann ist

vl =v+ (U+U).

Losung “ O Nach 9.2(c) ist I' VI” ein affiner Unterraum. Sei also 'V I” =:
w~+ W mit w e V, W CV Untervektorraum.

Da U ein Untervektorraum ist, gilt Oy € U, denn nach UM1 gilt U # & und
aus UM3 folgt, daft mit z € U auch Ox - x = Oy € U gilt. Damit erhalten wir
nmmvel CIVIYund v €IV CT'VIY, da nach Definition 9.9 I" VIV sowohl I'
als auch IV umfafit. Also kénnen wir nach Satz 9.2(a) sowohl v also auch v’ als
Stiitzvektor von I' VIV wihlen:

IV =w+W=v+W=0v+W.

Fiir ein beliebiges u € U gilt nun v +uw € T C T VI = v+ W, also existiert
ein w € W mit v+ v = v + w. Damit folgt v = w € W. (Da (V,+) eine
abelsche Gruppe ist, existiert das additive Inverse!) Fiir ein beliebiges v’ € U’
folgt aus v/ + v’ € IV C T VI = v + W analog, dak v’ € W gilt. Da W ein
Untervektorraum ist, gilt wegen UM2 also U + U’ C W und damit

v+ U+U)Co+W=TVTI.

“C” Wir zeigen, dak v 4+ (U 4+ U’) ein affiner Unterraum ist und daf T UT" C
v+ (U +U"). Da nach Definition 9.9 I' VI die Schnittmenge aller solchen affinen
Unterrdume ist, folgt daraus schon ' VI" C v+ (U + U').

Es ist v + (U 4+ U’) ein affiner Unterraum, da U + U’ ein Untervektorraum ist
(Beweis siehe unten). Aukerdem git ' =v+U C v+ (U+U’), da 0y € U'. Da
nach Voraussetzung I' N TV # @ gilt, existiert also ein u € U, so daff v +u € T’
gilt. Damit ist nach Satz 9.2(a)

IM=v+u+U C v+ (U+T).
ueU

Zusatz Seien U,U’ C V Untervektorraume. Dann ist auch U+ U’ = {u+u':
u € U,u’ € U'} ein Untervektorraum.

Beweis: Es gilt nach UM1 fiir U und U’, daR U # @ # U’, also auch U+ U’ # &.
Damit ist UM1 fiir U 4+ U’ erfiillt. Seien nun z,y € U + U’ d.h. x = u; + u} mit
u; €U, v} € U und y = ug +ufh mit us € U, ufy € U’, dann gilt wegen UM2 fiir
U und U’, dass u1 + uz € U und ug +uh € U'. Da (V, +) eine abelsche Gruppe
ist, folgt daraus x4+ y = uy +u) +ug +uh = ug +ug +uf +u)p € U+U’. Also gilt
UM2 auch fiir U + U’. Sei nun wieder z = u+w« € U+ U’ und A € K. Da UM3
fiir U und U’ gilt, folgt Au € U und A’ € U’. Aus den Vektorraumaxiomen fiir
V folgt nun Az = A(u+u') = Au+ M’ € U+ U, also erfiillt U 4+ U" auch UM3.



