Aufgabe (B). Seien K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K - Vektorraum.

(a) Sei(vy,...,v,) eine linear unabhdngige Familie aus V. Zeigen Sie nur mit Hilfe der Definition eines
Aufspannes und der Definition der linearen Unabhdngigkeit:

(v1,v2,v3) K N (V1,V2,V4) Kk = (V1,V2) K-
(b) Seien U und W Untervektorrdume von V und gelte:
Ucw und dimg U = dimg V.
Zeigen Sie mit Hilfe von Ergebnissen aus der Vorlesung, dass dann U und V' gleich sind.

(c) SeidimgV > 3. Sei U ein von V verschiedener Untervektorraum von V, der jeden zweidimensiona-
len Untervektorraum von V' in mehr als einem Punkt schneidet. Welche Werte kann die Dimension
von U annehmen? Geben Sie eine ausfihrliche Begrindung mit Ergebnissen aus der Vorlesung und
bei Bedarf auch mit Teil (b).

Losung. Zu (a). Sei ein Vektor & € (vy,vs,v3) i N (v1,v2,v4) k gegeben. Das bedeutet, dass x sowohl
in (v1,v9,v3)k als auch in (v, ve,v4)k enthalten ist. Nach der Definition des Spannes (Definition 6.8)
bedeutet dies, dass Skalare A1, A2, A3 beziehungsweise p1, po und py aus K existieren mit

T = AMv1 + Avs + A3vg und  x = pvy + povs + pgvy.
Subtraktion dieser Gleichungen liefert
(/\1 — ,ul)vl + (/\2 — ,LLQ)'UQ + A3v3 — pavy = 0.

Da v, ve, v3 und v4 als linear unabhéngig angenommen waren, folgt daraus A3 = 0 und gy = 0 mit
Definition 6.11. (Allerdings kénnen A\ = p; und A9 = po immer noch ungleich Null sein). Weil x beliebig
war, haben wir gezeigt, dass alle Elemente im Schnitt Linearkombinationen von v, und wvs sind. Es folgt

(v1,v2,v3) K N (V1,v2,v4) K C (V1,02) K-

Wir zeigen nun auch die umgekehrte Inklusion. Sei dazu x = ajv; + asve € (v1,v2) K gegeben mit
ap und as € K. Dann ist x wegen x = «a1v1 + asvs + 0 - vz und x = a1v; + asve + 0 - v4 aber auch
in (v1,v9,v3)k und in (v1,vs,v4)k also auch im Schnitt dieser beiden enthalten. Damit ist die andere
Inklusion ebenfalls gezeigt und die Behauptung der Mengengleichheit vollstdndig bewiesen. O

Zu (b). Erste Variante: W ist als Untervektorraum des K-Vektorraumes V selbst wieder ein K-
Vektorraum. Da U in W enthalten ist und als Untervektorraum von V die Eigenschaften aus der De-
finition 6.6 erfillt, ist U nach eben dieser Definition auch wieder ein Untervektorraum von W. Da V'
endlich dimensional ist, gilt dies nach Satz 6.23 (d) (Monotonie der Dimension) auch fir W. Also 14t
sich dieser Satz 6.23 (d) auch auf W und dessen Untervektorraum U anwenden und man erhélt wegen
dimg U = dimg W daraus, dass U = W gelten muss. O

Zweite Variante: Wir beweisen die Aussage nun mit dem Basisaustauschsatz 6.23 (c). Wegen der Mo-
notonie der Dimension (Satz 6.3 (d)) sind auch U und W als Untervektorrdume des endlich dimensionalen
Vektorraumes V' endlich dimensional. Sei etwa dimg U = n = dimg W. Es existieren nach Satz 6.23 (a)
Basen (u1,...,u,) von U und (wy,...,w,) von W. Nach dem Basisaustauschsatz 6.23 (¢) kann man nun,
da (u1,...,u,) als Basis linear unabhéngig ist und diese Vektoren alle in W enthalten sein miissen wegen
U C W, n — also alle — Vektoren aus (wy,...,w,) durch die Vektoren uy,...,u, ersetzen, ohne dass die
Basiseigenschaft verloren geht. Daher ist (uq,...,u,) ebenfalls eine Basis von W. Da U die Menge aller
Linearkombinationen dieser Basis ist und W die Menge aller Linearkombinationen dieser Basis, miissen
sie folglich bereits gleich sein. 0

Dritte Variante: Wir beweisen die Aussagen durch Widerspruch. Wie oben gezeigt besitzt U eine Basis
(u1,...,up) mit n = dimg U. Wire U # W, so gibe es einen Vektor z in W, der nicht in U liegt. Dass



x ¢ (uy,...,un) g = U ist, ist nach Regel 6.22 (oder Aufgabe (25)) dquivalent damit, dass (u1,...,Un, )
linear unabhéngig ist. Wir konnen nach dem Basisergédnzungssatz 6.23 (e) also (ui,...,un,x) zu einer
Basis von W ergénzen. Diese hétte allerdings mindestens die Linge n + 1, im Widerspruch dazu, dass
nach Satz 6.18 und Definition 6.19 wegen dimg W = dimg U = n jede Basis von W genau die Léange n
besitzt. Also kann es kein solches x geben, und es muss U = W gelten, da wir bereits wissen, dass U C W
ist. O

Zu (c). Die Dimension von U kann nur n — 1 betragen. Dies wird durch Widerspruch bewiesen. Zu-
néchst muss sie nach Satz 6.23 (d) kleiner oder gleich derjenigen von V sein. Wére nun dimg U = n,
so gélte bereits U = V nach Teil (b) (oder Satz 6.23. (d)) entgegen der Voraussetzung. Wire andern-
falls die Dimension von U = m < n — 2, so konnte man eine Basis (u1,...,u;,) von U zu einer Basis
(U1, ..y U, V1,...,0¢) von V erginzen, wobei £ > 2 gelten muss, da jede Basis von V' die Lange n besitzt
nach Satz 6.18 (c¢). Wir behaupten, dass (v1,v2)x dann ein linearer Unterraum der Dimension 2 von V
ist, der U in hochstens einem Punkt schneidet. Sei dafiir z € U N (vy,v2) k. Das bedeutet, dass x sich
sowohl als Linearkombination von w1, ..., u,, als auch v; und vy darstellen 1dft. Sei etwa

MU+ ... F AUy, =2 und vy + vy =

mit geeigneten A\; € K fiir j = 0,...,m und ebensolchem a; sowie ap € K. Subtraktion der Gleichungen
liefert
AU+ .o AUy, — 101 — agvg = 0.

Da die Familie (uq, ..., um, v1,v2) als Teil einer Basis linear unabhéngig ist, folgt daraus Ay = ... = \,,, =
a1 = ag = 0 wegen Definition 6.11. Damit haben wir gezeigt, dass x hochstens der Nullvektor sein kann.
Insgesamt folgt, dass U den zweidimensionalen Unterraum (vy, ve) i in hochstens einem Punkt schneidet,
was unserer Annahme widerspricht. Es bleibt als moglicher Wert fiir die Dimension von U also héchstens
n — 1 ibrig. O

Zusatz zum Zusatz: Auch wenn die Aufgabenstellung es nicht verlangt, wollen wir nun noch zeigen, dass
tatsdchlich umgekehrt jeder (n—1)-dimensionale Unterraum (jede Hyperebene — vergleiche Definition 6.30)
diese Eigenschaft besitzt. Sei also U eine Hyperebene in V' mit Basis (u1,...,u,—1). Sei weiterhin W
ein zweidimensionaler Unterraum von V' mit Basis (w1, ws). Da Schnitte von Untervektorrdumen selbst
Untervektorrdume sind, liegt stets der Nullvektor darin. Wir miissen also nur zeigen, dass es einen von
Null verschieden Vektor x € W N U gibt. Die Familie (uq,...,u,—1, w1, ws) besitzt die Lange n + 2 und
muss daher linear abhéingig sein wegen Satz 6.23 (c). Seien nun Skalare Ay, ..., Ay—1, @1 und oy € K
gegeben, nicht alle Null, mit

AU+ .o+ A 1Up—1 + aqwy + agwe = 0. (*)

Wir zeigen nun, dass ajwi + asws von Null verschieden sein muss. Wéare es ndmlich gleich Null, so folgte,
da die Familie (uq,...,u,—1) als Basis linear unabhéngig ist, aus der obigen Linearkombination (x), dass
A =...= A1 = 0 gilt. Weil aber auch (wy,ws) eine Basis und damit linear unabhéngig ist, muss bei
aqwy + aswy = 0 auch a3 = ag = 0 gelten und alle Koeffizienten in (%) wiren Null im Widerspruch zur
oben festgestellten linearen Abhéngigkeit. Also gilt ajwy + aswy # 0 und wegen

—AUL = o= Ao 1Up—1 = QW1+ QW2

ist ein von Null verschiedener Vektor in U N W gefunden. Damit enthélt der Schnitt mindestens zwei
Elemente, und da W beliebig war, folgt die Behauptung. O



