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Da die Axiome (i), (ii) und (iii) gelten, und da (Z/nZ, ·) abelsch ist, folgt, dass
(Z/nZ,+, ·) ein kommutativer Ring ist. �

Definition: Der Ring (Z/nZ,+, ·) wird Restklassenring von Z nach nZ oder Z
modulo nZ genannt.

Übungsaufgaben:

(1) Finden Sie x in Z/11Z , so dass folgende Gleichungen in Z/11Z erfüllt sind.

(a) 6 · x = 2

(b) 2 · x + 4 = 9

(c) 3 · x− 9 = 5

(d) 7 · x = 1

(2) Finden Sie, falls dies möglich ist, x in Z/12Z , so dass folgende Gleichungen in
Z/12Z erfüllt sind.

(a) 6 · x = 2

(b) 2 · x + 4 = 9

(c) 3 · x− 9 = 5

(d) 7 · x = 1

(3) Sei (Z/nZ)× := {x ∈ Z/nZ | x ist bezüglich · invertierbar} die Einheitengruppe
von Z/nZ .
Bestimmen Sie (Z/nZ)× für n = 3, 4, 5, 8.
Haben Sie eine Vermutung, wie (Z/nZ)× für beliebige n aussehen könnte?

2.2.2 Polynomringe

Einige von Ihnen haben in der Schule vermutlich mit Polynomen gearbeitet, und dabei
die Menge der Polynome mit R[x] oder R[X] oder R[T ] bezeichnet. Wir werden hier
Polynomringe über Ringen einführen, und bei der Definition eine höhere Abstraktions-
stufe einnehmen. Dies geschieht nicht aus Spaß an Abstraktion, sondern es ist wieder
der Preis, den wir für Genauigkeit zahlen müssen. Am Ende des Abschnittes werde ich
dies präzisieren, und Sie werden das, was Sie von der Schule her kennen, wiederfinden.

Sei (R,+, ·) ein Ring. Wir definieren

R[T ] := {(a0, a1, a2, . . .) | ai ∈ R für alle i ∈ N0, und
es gibt ein n ∈ N0, so dass ai = 0 für alle i ≥ n}.
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R[T ] ist also die Menge aller unendlichen Folgen mit Folgegliedern in R , wobei verlangt
wird, dass nur endlich viele Folgeglieder ai 6= 0 sind. Hierbei bezeichnet wie immer 0
das neutrale Element der Addition in R .

Auf R[T ] definieren wir zwei Verknüpfungen + und · wie folgt:
Für zwei Folgen (a0, a1, a2, . . .) und (b0, b1, b2, . . .) in R[T ] setzen wir

(a0, a1, a2, . . .) + (b0, b1, b2, . . .) = (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .) und

(a0, a1, a2, . . .) · (b0, b1, b2, . . .) = (c0, c1, c2, . . .),

wobei für alle k ∈ N0 gilt:
ck =

∑
i+j=k

ai · bj .

Zur Gewöhnung an die Verknüpfung · berechnen wir c0, . . . , c5 .

c0 =
∑

i+j=0

ai · bj = a0b0

c1 =
∑

i+j=1

ai · bj = a0b1 + a1b0

c2 =
∑

i+j=2

ai · bj = a0b2 + a1b1 + a2b0

c3 =
∑

i+j=3

ai · bj = a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0

c4 =
∑

i+j=4

ai · bj = a0b4 + a1b3 + a2b2 + a3b1 + a4b0

c5 =
∑

i+j=5

ai · bj = a0b5 + a1b4 + a2b3 + a3b2 + a4b1 + a5b0.

Proposition 1: Sei (R,+, ·) ein Ring. Dann ist (R[T ],+, ·) ein Ring, und wenn (R,+, ·)
kommutativ ist, dann ist auch (R[T ],+, ·) kommutativ.

Beweis: Seien a = (a0, a1, a2, . . .) und b = (b0, b1, b2, . . .) in R[T ] . Dann ist ai + bi ∈ R

für alle i ∈ N0 . Es gibt ein n ∈ N0 und ein n′ ∈ N0 , so dass ai = 0 für alle i ≥ n und
bj = 0 für alle j ≥ n′ . Ohne Einschränkung sei n ≥ n′ (anderenfalls lassen wir n und
n′ die Rollen tauschen). Dann ist ai + bi = 0 für alle i ≥ n , und somit ist a + b ein
Element in R[T ] . Damit ist
+ : R[T ]×R[T ] → R[T ] eine Verknüpfung auf R[T ] .
Es ist auch ai · bj für alle i, j ∈ N0 ein Element in R . Sei m ≥ n + n′ . Dann gilt für
alle k ≥ m :

ck = a0bk + a1bk−1 + . . . + ak−n′bn′ + ak−n′+1bn′−1 + . . . + ak−1b1 + akb0.

Es sind bn′ = . . . = bk = 0, denn bj = 0 für alle j ≥ n′ . Ferner sind
ak−n′+1 = . . . = ak = 0, denn k − n′ + i ≥ n für alle i > 0. Mit den Rechenregeln für
Ringe (Proposition in 2.2) folgt, dass ck = 0 ist für alle k ≥ m . Somit ist auch
· : R[T ]×R[T ] → R[T ] eine Verknüpfung auf R[T ] .

Nun überprüfen wir die Ringaxiome (i), (ii) und (iii).
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(i) Seien a = (a0, a1, a2, . . .), b = (b0, b1, b2, . . .) und c = (c0, c1, c2, . . .) Elemente in
R[T ] . Dann gilt:

(a + b) + c = ((a0 + b0) + c0, (a1 + b1) + c1, (a2 + b2) + c2, . . .)
= (a0 + (b0 + c0), a1 + (b1 + c1), a2 + (b2 + c2), . . .)
= a + (b + c).

Für + in R[T ] gilt also das Assoziativgesetz.

a + b = (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .)
= (b0 + a0, b1 + a1, b2 + a2, . . .)
= b + a.

In (R[T ],+) gilt also das Kommutativgesetz.

Das neutrale Element in (R[T ],+) ist 0 = (0, 0, 0, . . .), denn

a + 0 = (a0 + 0, a1 + 0, a2 + 0, . . .)
= (a0, a1, a2, . . .)
= a

= 0 + a.

Zu a ist −a = (−a0,−a1,−a2, . . .) invers, denn

a + (−a) = a− a = (a0 − a0, a1 − a1, a2 − a2, . . .)
= (0, 0, 0, . . .)
= 0.

Damit ist (R[T ],+) eine abelsche Gruppe, und (i) ist bewiesen.

(ii) Seien a = (a0, a1, a2, . . .), b = (b0, b1, b2, . . .) und c = (c0, c1, c2, . . .) Elemente in
R[T ] . Wir müssen zeigen, dass (a · b) · c = a · (b · c) ist. Dazu führen wir zunächst
einmal Abkürzungen ein:
a · b = (d0, d1, d2, . . .) = d , wobei dk =

∑
i+j=k

ai · bj für alle k ∈ N0 , und

b · c = (e0, e1, e2, . . .) = e , wobei ek =
∑

i+j=k

bi · cj für alle k ∈ N0. Ferner sei

(a · b) · c = m = (m0,m1,m2, . . .) und
a · (b · c) = n = (n0, n1, n2, . . .). Für alle k ∈ N0 gilt dann:

mk =
∑

i+j=k

di · cj

=
∑

i+j=k

( ∑
r+s=i

ar · bs

)
· cj

=
∑

i+j=k

∑
r+s=i

(ar · bs)cj Rechenregeln für Ringe

=
∑

i+j=k

∑
r+s=i

ar · (bs · cj) Assoziativgesetz für · inR

=
∑

r+s+j=k

ar · (bs · cj) Assoziativ- und

Kommutativgesetz für+
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nk =
∑

i+j=k

ai · ej

=
∑

i+j=k

ai ·

 ∑
t+u=j

bt · cu


=

∑
i+j=k

∑
t+u=j

ai · (bt · cu)

=
∑

i+t+u=k

ai · (bt · cu).

Da wir die Indizes in den Folgen a, b und c benennen können, wie wir wollen,
folgt, dass mk = nk für alle k ∈ N0 ist. Es gilt daher das Assoziativgesetz der
Verknüpfung · in R[T ] .

Das Element 1 = (1, 0, 0, 0, . . .) ist das neutrale Element in (R[T ], ·), denn für alle
a = (a0, a1, a2, . . .) ∈ R[T ] gilt:

1 · a = (1 · a0, 1 · a1 + 0 · a0, 1 · a2 + 0 · a1 + 0 · a0, . . .)
= (a0, a1, a2, . . .) und

a · 1 = (a0 · 1, a0 · 0 + a1 · 1, a0 · 0 + a1 · 0 + a2 · 1, . . .)
= a

(R[T ], ·) besitzt also ein neutrales Element.

Nehmen wir nun an, (R, ·) sei abelsch. Dann gilt für alle a = (a0, a1, a2, . . .) und
b = (b0, b1, b2, . . .) in R[T ]
a · b = d , wobei dk =

∑
i+j=k

ai · bj für alle k ∈ N0 , und

b · a = d′ , wobei d′k =
∑

i+j=k

bi · aj für alle k ∈ N0 .

es gilt damit dk = d′k für alle k ∈ N0 , also a · b = b · a .

(iii) Seien a = (a0, a1, a2, . . .), b = (b0, b1, b2, . . .) und c = (c0, c1, c2, . . .) Elemente in
R[T ] . Dann gilt:

a · (b + c) = a · (b0 + c0, b1 + c1, b2 + c2, . . .)
= d, wobei

dk =
∑

i+j=k

ai · (bj + cj)

=
∑

i+j=k

(ai · bj + ai · cj)

=
∑

i+j=k

ai · bj +
∑

i+j=k

ai · cj

= a · b + a · c.
Analog folgt (a + b) · c = a · c + b · c . �

Definition: Sei (R,+, ·) ein Ring. Man nennt den Ring (R[T ],+, ·) den Polynomring
in einer Unbestimmten über R . Die Elemente in R[T ] werden Polynome genannt.
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Sei p = (a0, a1, a2, . . .) ein Polynom in R[T ] , und sei p 6= 0. Sei m der Index, so dass
am 6= 0 und ai = 0 für alle i > m ist. Dann wird m der Grad von p genannt und mit
Grad(p) bezeichnet. Auch für das Nullpolynom definiert man einen Grad, allerdings
ist dieser keine reelle Zahl mehr. Wir definieren den Grad des Nullpolynoms als −∞
(gesprochen: minus unendlich) und schreiben Grad(0) = −∞ . Bei dieser Schreibweise
trifft man folgende Abmachung:

−∞ < x für alle x ∈ R.

Wir wollen noch eine alternative Darstellung von Polynomen geben, und diese Darstel-
lung führt zu der Schreibweise von Polynomen, wie Sie sie von der Schule her kennen.
Die einfachsten Polynome haben die Form p = (a, 0, 0, 0, . . .). Wenn wir so ein Polynom
mit einem Polynom q = (b0, b1, b2, . . .) multiplizieren, so erhalten wir

p · q = (a, 0, 0, . . .) · (b0, b1, b2, . . .)
= (c0, c1, c2, . . .)

ck =
∑

0+j=k

a · bj = a · bk

= (a · b0, a · b1, a · b2, . . .)
q · p = (b0, b1, b2, . . .) · (a, 0, 0, . . .)

= (b0 · a, b1 · a, b2 · a, . . .).

Wir identifizieren nun die Ringelemente a ∈ R mit den Polynomen (a, 0, 0, . . .) und
erhalten für alle q = (b0, b1, b2, . . .) ∈ R[T ] :

a · q = (a · b0, a · b1, a · b2, . . .)

und
q · a = (b0 · a, b1 · a, b2 · a, . . .).

Nun definieren wir spezielle Polynome. Für alle i ∈ N0 sei T i ∈ R[T ] das Polynom

T i = (ti0 , ti1 , ti2 , . . .) mit tij = 0 für alle j 6= i und tii = 1.

Es sind also
T 0 = (1, 0, 0, 0, 0, . . .),

T 1 = (0, 1, 0, 0, 0, . . .),

T 2 = (0, 0, 1, 0, 0, . . .),

T 3 = (0, 0, 0, 1, 0, . . .)

und so weiter.

Beachten Sie, dass a · T i = T i · a für alle i ∈ N0 und alle a ∈ R .
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Multiplizieren wir zwei Polynome T i und T j , so erhalten wir T i · T j = d , wobei

dk =
∑

r+s=k

tir · tjs =

{
0 für k 6= i + j

1 für k = i + j

Es gilt also T i · T j = T i+j , die wohlbekannte Potenzregel.

Sei nun p = (a0, a1, a2, . . .) ∈ R[T ] ein Polynom vom Grad n . Mit unseren Notationen

können wir p schreiben als p = a0 · T 0 + a1 · T 1 + . . . + an · Tn =
n∑

i=0

ai · T i .

Die Ringelemente ai , 0 ≤ i ≤ n werden die Koeffizienten von p genannt.

Wir sehen, dass wir R[T ] definieren können als

R[T ] = {
n∑

i=0

ai · T i | ai ∈ R für 0 ≤ i ≤ n, n ∈ N0}.

Wie lassen sich nun die Verknüpfungen auf R[T ] in der neuen Notation ausdrücken?

Dazu seien p =
n∑

i=0

ai · T i = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) und

q =
m∑

i=0

bi · T i = (b0, b1, . . . , bm, 0, 0, . . .) Elemente in R[T ] . Sei ohne Einschränkung

n ≥ m . Dann gilt

p + q = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) + (b0, b1, . . . , bm, 0, 0, . . .)
= (a0 + b0, a1 + b1, . . . , am + bm, 0, 0, . . .) + (0, . . . , 0, am+1, . . . an, 0, 0 . . .)

=
m∑

i=0

(ai + bi)T i +
n∑

j=m+1

ajT
j .

Analog berechnen wir

(
n∑

i=0

ai · T i) · (
m∑

i=0

bi · T i) = (c0, c1, c2 . . .)

ck =
∑

i+j=k

ai · bj

=
∑

k

(
∑

i+j=k

ai · bj)T k.

Beachten Sie, dass wir den Ausdruck mit Hilfe der Rechenregeln für Ringe in 2.2 und
der Tatsache, dass a ·T i = T i ·a auch wie gewohnt ausmultiplizieren können, wobei wir
allerdings die Potenzregel T i · T j = T i+j beachten müssen.

Berechnen wir noch, wie groß der Grad von (
n∑

i=0

ai · T i) · (
m∑

i=0

bi · T i) ist, wobei wir

annehmen, dass n der Grad von (
n∑

i=0

ai · T i) und m der Grad von (
m∑

i=0

bi · T i) ist. Da

– 25 / 85 –



Ringe LA1 2.2/14

ai = 0 für alle i > n und bj = 0 für alle j > m ist
∑

i+j=k

ai · bj = 0 für alle k > m + n .

Der Grad des Produktes ist also kleiner oder gleich m + n . Halten wir dies Ergebnis
noch in einer Proposition fest:

Proposition 2: Sei (R,+, ·) ein Ring, und seien p, q ∈ R[T ] Polynome. Sei n der Grad
von p , und sei m der Grad von q . Dann ist der Grad von p · q maximal m + n . �

Sie fragen sich vielleicht, wieso ich den Ring R[T ] nicht gleich als

R[T ] = {
n∑

i=0

ai · T i | ai ∈ R für 0 ≤ i ≤ n, n ∈ N0}

eingeführt habe, sondern über einen Umweg zu dem zurückgekommen bin, was Sie zu
kennen glauben. Allerdings hätte ich Ihnen dann erklären müssen, was T ist, und dann
wäre ich in arge Schwierigkeiten gekommen. Was ist T ? Eine ”Variable“, eine ”Unbe-
stimmte“, ein Ringelement · · ·? Jetzt ist klar, was T ist, nämlich die Folge (0, 1, 0, . . .),
und jetzt können Sie mit Polynomen rechnen, wie immer (allerdings auf den Ring R

achten!), aber dies mit gutem Gewissen. Nichts ist undefiniert.

Übungsaufgaben:

(1) Seien p = 2 + T + T 2 + 3 · T 3 und q = T 4 + 3 · T 5 + 2 · T 6 Polynome in Z[T ] .
Berechnen Sie die Grade von p , q und p · q .

(2) Seien p = 2 + T + T 2 + 3 · T 3 und q = T 4 + 3 · T 5 + 2 · T 6 Polynome in (Z/6Z)[T ] .
Berechnen Sie die Grade von p , q und p · q .

(3) Sei (R,+, ·) ein Ring, für den gilt: Für alle a 6= 0 und b 6= 0 ist a · b 6= 0. Sei p ein
Polynom vom Grad n ∈ N in R[T ] , und sei q ein Polynom vom Grad m ∈ N in
R[T ] . Beweisen Sie, dass n + m der Grad von p · q ist.

2.2.3 Der Ring (Z, +, ·)

Als letztes Beispiel für Ringe wollen wir den Ring (Z,+, ·) noch einmal näher betrach-
ten, dessen Untersuchung eigentlich in den Kurs ”Elementare Zahlentheorie“ gehört.

Wir beginnen mit etwas, das Sie von der Grundschule her kennen, nämlich Division mit
Rest.
Dazu noch eine Bezeichnung. Für eine reelle Zahl x ∈ R definieren wir |x| als x , falls
x ≥ 0, und als −x , falls x < 0 ist. Wir nennen |x| den Betrag von x .
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