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Aufgabenblatt 4

Seien R ein kommutativer Ring und I,m,n,p, N € N,. Seien A € R>*™ B ¢
R™*™ C € R™P. Die Produkte (AB)C und A(BC) ergeben nach dem Assozia-
tivgesetz die selbe Matrix P € R*P. Der Rechenaufwand ist aber i. Allg. nicht von
der Klammersetzung unabhéngig.

(a) Ermitteln Sie die Anzahl der Multiplikationen die zur Berechnung des Produktes
AB nach der Definition in der Vorlesung notwendig sind. Begriinden Sie Thr
Ergebnis. ¢

(b) Sei A die Anzahl der Multiplikationen zur Berechnung von P in der Reihenfolge
(AB)C und p diejenige in der Reihenfolge A(BC). Zeigen Sie
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Geben Sie ein Beispiel an, bei dem der Unterschied zwischen A und p ,,gro3“ ist.
Zusatz: Was ist der groBtmogliche Unterschied |A — p| zwischen A und p, wenn
Il,m,n,p< N?

Sei M die Menge aller reellen 4 x 4-Matrizen A = (a;;), die den folgenden Bedingun-
gen geniigen: a1 = a1 = a4; = @iy =0 fir 1 <i,5 <4.

Machen Sie sich zunéchst klar, wie diese Matrizen aussehen, und geben Sie ein typi-
sches Beispiel an. Zeigen Sie dann:

(a) Mit A,B € M und A € R sind auch A+ B, A- B und AA wieder aus M.

(b) M ist ein Ring beziiglich +, -. Beachten Sie (Arbeitsersparnis), dass viele Re-
geln bereits fiir alle Matrizen aus R*** gelten. Bei korrektem Verweis auf die
entsprechende Regel in R**% eriibrigt sich ihr Nachweis fiir M.

Zusatz: Seien R ein kommutativer Ring, I,, := {1,...,n} und F eine nichtleere Teil-
menge von I,, X I,,. Es gelte:

(i,4) € F = (i,9),(4,1), (4, J) € F.

Sei Mp = {A = (a;5) € R™" : a;; = 0 fiir (4,5) ¢ F'}. Zeigen Sie die analogen
Eigenschaften.
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(a) Multiplizieren Sie der Reihe nach die Matrix A = | 3 2 | € Z3*2 von links
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3%3 derart, dass sich am

mit (ganzzahligen!) Elementarmatrizen P, ..., P, aus Z
1 a
Ende P.---PPA= | 0 b | (mit geeigneten ganzen Zahlen a, b, ¢) ergibt. Dabei
0 c
héngt r von Threr Strategie ab.
(b) Sei P = P,--- P, (mit P,..., P aus (a)). Bestimmen Sie P~! mit Hilfe der
Regeln 3.6. Benutzen Sie dabei die Regel P~' = Py t-.. P71,
Machen Sie bei (a) und (b) jeweils eine Probe!

“Erstaunlich: es geht mit weniger Multiplikationen z.B. fiir [ = m = n > 16 mit dem Algorithmus
von Strassen. Mehr Interessantes dazu in dem Standardwerk ,Modern Computer Algebra“ von
Joachim von zur Gathen und Jiirgen Gerhard bei Cambridge University Press, 2. Auflage.



