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Modul Lineare Algebra Wiederholungsklausur 7. April 2006

WiSe 2005/2006 Schmale

Die Studierenden der Informatikstudiengdnge bearbeiten nur die Aufgaben 1-5 in der Zeit von 9 bis 11 Uhr. Alle
weiteren Teilnehmer(innen) bearbeiten die Aufgaben 1-8 in der Zeit von 9 bis 12 Uhr.

Zum Erreichen der vollen Punktzahl bei einer Aufgabe ist es erforderlich, lhre Lésung korrekt aufzuschreiben und
insbesondere Begriindungen |hrer Ergebnisse anzugeben.

(1)

(2)

(4)

1 0 0 1
. R IS |
Gegeben sei die Matrix A = 01 1 ol € Q
1 0 0 1
(a) (2 Punkte) Stellen Sie eine Behauptung auf fiir die Matrix A" = A--- A,n € N, in der Form
n—mal
bir(n) bia(n) biz(n) bia(n)
b21(n) bQQ(TL) b23(n) b24(n)
A" = B(n) =
b31 (n) bgz(n) b33(n> b34(n)
by1(n) baa(n) baz(n) bys(n)

mit geeigneten moglichst einfachen Ausdriicken b;;(n) (z.B. baa(n) = 0 fiir n > 1).
(b) (4 Punkte) Beweisen Sie Ihre Behauptung durch vollsténdige Induktion.

(4 Punkte) Seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K, L : V — V eine K-lineare Abbildung und
U ein Untervektorraum von V.
Zeigen Sie: L(U) = {L(u)|u € U} ist ein Untervektorraum von V.
Geben Sie beim Beweis insbesondere auch an, welche Eigenschaften von U Sie benutzen (z.B.: 0 € U,
weil U ein Untervektorraum ist. Da L(0) = 0, ist demnach 0 € L(U).)
Fiir eine Matrix A € 7373 sei L : Z3*' — 73*! die zugehorige lineare Abbildung.
(a) (3 Punkte) Bestimmen Sie eine Matrix A so, dass gilt: dimZZ(Kern La) = 2. (Nachweis !)
(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie eine Matrix A so, dass dimZQ(BiId La) =1 und zugleich A keine Null-
spalte enthiilt. (Nachweis nicht vergessen !)
t t
(c) (3 Punkte) Bestimmen Sie eine Matrix A so, dass Lo ( [1 1 1])="[1 1 1 1].

Sei L: R3*! — R3%! eine lineare Abbildung. Mit K sei die kanonische Basis in R3*! bezeichnet.

1 2 0 1 2 3
Beziiglich der Basis A = ( 11, (1f, |5 ) von R3*! gelte A = Mj‘ (L) =13 4 5{.
1 0 6 6 7 8

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von t [1 1 1] beziiglich A.

t
(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie mit Hilfe von A und A den Vektor L( [1 1 1]). (Vorsicht: erst
iiberlegen | Welcher Vektor ist auf welche Basis bezogen ? (a) ist niitzlich.)

1 0| |0 7 0 1
(c) (4 Punkte) Beziiglich der Basis B= (|1, 1|, |0]|) gelte B=ME(L)= [0 2 0.
0 1 1 1 3 0

Bestimmen Sie C' = M,’CC (L) mit Hilfe von B und B.
Bitte wenden !




(5) (12 Punkte) Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig (Antwort: ja) oder falsch (Antwort:
nein) sind. Jede richtige Antwort ergibt 2 Punkte, jede falsche -2 Punkte. Es gibt stets mindestens 0
Punkte.

(a) Gibt es einen Z-Untermodul von Q**!, der nicht zugleich Q-Untervektorraum ist ?

(b) Ist A € R™*™ invertierbar und n > 2, dann ist dim, (L6s (4, 0)) =n-—1.

(¢) Sei V ein von {0} verschiedener Vektorraum iiber Q. Wenn je zwei verschiedene Vektoren # 0 aus

V bereits V' erzeugen, dann ist dim, V = 1.

(6) Sei A€ Q%5 undsei Ly : Q°*! — Q°*! die zugehorige lineare Abbildung. L4 habe die folgenden
Eigenvektoren: v(!) zum Eigenwert 1; v, v®) beide zum Eigenwert 2 und v zum Eigenwert 0.
v 1) seien linear unabhingig. Sei ¢4 das charakteristische Polynom von A.
(a) (3 Punkte) Begriinden Sie ausfiihrlich, warum dann ¢4 = z(z — 2)%(z — 1)(z — A) mit A € Q(!).
(b) (3 Punkte) Geben Sie eine zusitzliche Bedingung fiir A an, die bewirkt, dass L4 diagonalisierbar
wird. (Begriindung!)

2 1 5 0
(7) Seien a = | 3|, b= |-1|, c= |0]|, d= |0] Vektoren aus R3*! versehen mit dem
-1 -2 -7 1

Standardskalarprodukt.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie: ¢ € (a, b>]R .

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie: d ¢ (a, b)R

(¢) (2 Punkte) Bestimmen Sie eine Basis von (a, b}R N {c, d)R =U.

Bei Benutzung von (a),(b) geht dies mit kurzer Uberlegung/Begriindung auch ohne Rechnung.)

~ o~~~

(d) (2 Punkte) Stellen Sie U dar als Lésungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems.
(8) Seienwu="[1,1,—1,-1,-1], v = [3,2,1,2,2], v® = " [3,4,5,0,0] € R5*L. Sei W = (v, v), |
(a) (3 Punkte) Orthogonalisieren Sie die Familie (v(*),v(?)).
(b) (3 Punkte) Gibt es einen Vektor w € W mit w # 0 und wlu ?
Wenn ja: berechnen Sie einen. Wenn nein, begriinden Sie dies.

Viel Erfolg !



