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Siebzehneck

aus Wikipedia, der freien Enzyklopadie

Das Siebzehneck ist eine geometrische Figur, die zur Gruppe der Vielecke (Polygone) gehdrt. Es ist definiert durch siebzehn Punkte, die durch siebzehn Strecken zu einem
geschlossenen Linienzug verbunden sind.

Dieser Artikel behandelt im Folgenden ausschlieBSlich das regelméBige Siebzehneck, das konvex ist, siebzehn gleich lange Seiten hat und dessen Ecken auf einem gemeinsamen
Umkreis liegen.
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Eigenschaften

Das Besondere an einem regelmaBigen Siebzehneck ist die Tatsache, dass es konstruierbar ist, das heifit, es kann unter alleiniger Verwendung von Zirkel und Lineal (den Euklidischen Werkzeugen) gezeichnet werden.
Dies wurde von Carl Friedrich Gauf im Jahre 1796 nachgewiesen. Er zeigte, dass fiir den Kosinus des Zentriwinkels

cos 3 = L 71+ﬁ+\/m+2\/17+3¢ﬁ7\/2(177\/ﬁ)—2\/2(17+ Jﬁ))

gilt, woraus sich die Konstruierbarkeit ergibt. AuBerdem lassen sich damit auch verschiedene Werte des Siebzehnecks wie Seitenlange, Umfang, Inkreisradius und Fléache berechnen.

Grof3en eines regelmaBigen Siebzehnecks mit dem Umkreisradius ry
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Mathematischer Hintergrund
Der Entdeckung von GauB liegt eine Auflsung der Kreisteilungsgleichung ,-17 _ 1 — () zugrunde, deren Lésungen — es handelt sich um die 17. Einheitswurzeln — in der

Gaufschen Zahlenebene der komplexen Zahlen ein regelmaRiges Siebzehneck mit Radius 1 bilden. Diese Gleichung kann allein durch den Gebrauch geschachtelter
Quadratwurzeln geldst werden (siehe oben fur den Realteil der ,,ersten von 1 verschiedenen Losung ¢ = £2m/17), GauR erkannte 1796 als 18-Jahriger diese Moglichkeit

,.Durch angestrengtes Nachdenken ... am Morgen ... (ehe ich aus dem Bette aufgestanden war)“[1] aufgrund allgemeiner zahlentheoretischer Eigenschaften von Primzahlen, in
diesem Fall konkret der Primzahl 17: Die modulo einer Primzahl p gebildeten, von 0 verschiedenen Restklassen 1, . . . | p — 1 konnen namlich als Potenzen
go =1, gl =g, gz, Ceey g"‘z einer sogenannten Primitivwurzel g dargestellt werden, wobei im Fall p = 17 konkret g = 3 gewéhlt werden kann:

TTPPTTTITTP
CARL FRIEDRICH GAUISS

1, 3-1=3, 3-3=9, 3-9 mod17=10, 3-10 mod 17 =13, Briefmarke der Deutschen Post der
5,15, 11, 16, 14, 8, 7,4, 12, 2, 6 DDR von 1977: GauR, Siebzehneck,

Zirkel und Lineal
Sortiert man nun die von 1 verschiedenen 17-ten Einheitswurzeln entsprechend, das heift in der Reihenfolge

Cv CE. (9. Cm. CIS. C5~ CIS. <11. CIG. C“v C8~ C7~ C4- CIZ. <2~ Cﬁv

so erhalt man durch Teilsummation von jeder zweiten, jeder vierten beziehungsweise jeder achten Einheitswurzel aus dieser Auflistung die sogenannten GauRschen Perioden: zwei 8-gliedrige Perioden mit je 8
Summanden, vier 4-gliedrige Perioden mit je 4 Summanden und acht 2-gliedrige Perioden mit je 2 Summanden. Aufgrund prinzipieller Eigenschaften oder aber durch explizite Berechnung lasst sich dafiir zeigen:[2]

= Die beiden 8-gliedrigen Perioden sind Lésungen einer quadratischen Gleichung mit ganzen Koeffizienten.

= Die vier 4-gliedrigen Perioden sind Losungen von zwei quadratischen Gleichungen, deren Koeffizienten aus den 8-gliedrigen Perioden berechenbar sind.

= Die acht 2-gliedrigen Perioden sind Lésungen von vier quadratischen Gleichungen, deren Koeffizienten aus den 4-gliedrigen Perioden berechenbar sind.
Dabei gilt fiir die zweigliedrige Periode zur ,ersten” Einheitswurzel ¢ C‘G =(4 C’l = 2cos(27/17).

Der beschriebene Ansatz lasst sich analog fiir jede Primzahl der Form 2?* +1 durchfiihren. Fiinf solche Primzahlen, die ,,Fermatsche Primzahlen genannt werden, sind bekannt: 3, 5, 17, 257, 65537. Daher gehéren
auch das regelméaBige 257-Eck und das regelmaRige 65537-Eck zu den konstruierbaren Polygonen.

Konstruktion

Eine der ersten geometrischen Konstruktionsanleitungen fiir das regelméRige Siebzehneck stammt von Magnus Georg Paucker, der sie 1819 der Kurlandischen Gesellschaft fiir Literatur und Kunst vorlegte, wo sie 1822
veroffentlicht wurde.[3]
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Konstruktionsskizze Animation der Skizze

Zeichne auf dem horizontalen Durchmesser pa um den Mittelpunkt m den Umkreis des werdenden 17-Ecks

Errichte den senkrechten Durchmesser pA = pa auf p

Halbiere den Radius mp, in B

\erlangere pa ab p

Trage die Strecke AB ab B auf die \Verlangerung ab, Schnittpunkt ist C

Halbiere pA in D

Halbiere pCinE

Trage die Strecke ED ab E auf die \erlangerung ab, Schnittpunkt ist F

Errichte den senkrechten Radius mG auf m

10. Halbiere mC in H

11. Trage die Strecke HG ab H auf pa ab, Schnittpunkt ist |

12. Konstruiere den Halbkreis Uber pF _

13. Konstruiere den Halbkreis tiber pl, Schnittpunkt mit mG ist K

14. Zeichne die Parallele zu mP ab K, Schnittpunkt mit Halbkreis tiber pF ist L

15. Errichte die Senkrechte durch L auf mH, Schnittpunkt ist M

16. Zeichne den Kreisbogen mit Radius pM bis zum Umkreis, Schnittpunkt ist i

17. Trage die Strecke MF ab p auf dem Umkreis ab, Schnittpunkt ist ¢ der Sehne pc, der Kreisbogen cpa ist der doppelte Kreisbogen des 17-Ecks
18. Halbiere den Winkel cpa, Schnittpunkt ist b der Sehne pb, somit ist die Strecke ab die erste Seite des 17-Ecks
19. Trage die Strecke ab ab ¢ finfmal im Uhrzeigersinn auf dem Umkreis ab, es ergeben sich die Sehnen pd, pe, pf, pg und ph
20. Trage die Strecke ab ab i achtmal im Uhrzeigersinn auf dem Umkreis ab

21. \erbinde die so gefundenen Punkte zu einem vollstandigen 17-Eck.

COND AR WNE

Eine weitere Konstruktion legte Johannes Erchinger 1825 der Akademie der Wissenschaften zu Gottingen vor, die GauR daraufhin in den Gottingischen Gelehrten Anzeigen besprach.[4] Die folgende einfachere
Konstruktion stammt von Herbert William Richmond aus dem Jahr 1893.[%]

Konstruktionsskizze Animation der Skizze

Ist der Umkreis um das entstehende Siebzehneck mit dem Mittelpunkt O gegeben, kann das Siebzehneck konstruiert werden durch:

1. Zeichnen des Durchmessers durch den Mittelpunkt O; Schnittpunkt mit Umkreis ist A.
2. Errichten des Radius senkrecht zu AO auf O bis zum Umkreis; Schnittpunkt mit Umkreis ist B.
3. Konstruktion des Punktes I durch Vierteln der Strecke BO; I liegt néher an O.
4. Konstruktion des Punktes E durch Vierteln des Winkels OIA.
5. Konstruktion des Punktes F mithilfe einer Senkrechte zu EI auf I; Halbierung des 90°-Winkels; Schnittpunkt mit Durchmesser ist F und Winkel FIE ist 45°.
6. Konstruktion des Thaleskreises tiber AF; Schnittpunkt mit BO ist K.
7. Zeichnen des Halbkreises um den Mittelpunkt E mit dem Radius EK; Schnittpunkte mit dem Durchmesser sind N3 und N5 (dabei liegt N3 sehr nahe beim Mittelpunkt des Thaleskreises iiber AF).
8. Konstruktion der Tangente ab N3; Schnittpunkt mit dem Umkreis ist der Eckpunkt P3 des Siebzehnecks; der Kreisbogen OAP3 ist somit 3/17 des Umkreisumfanges.
9. Konstruktion der Tangente ab Ns; Schnittpunkt mit dem Umkreis ist der Eckpunkt Ps des Siebzehnecks; der Kreisbogen OAPs ist somit 5/17 des Umkreisumfanges.
10. Ein vierzehnmaliges Abtragen der Strecke AP3 ab dem Eckpunkt P3 gegen dem Uhrzeigersinn ergibt der Reihe nach die Eckpunkte Pg, Pg, P12, P15, P1, P4, P7, P10, P13, P16, P2, Pg, P11 und P14.

[N

1. Verbinden der so gefundenen Punkte P1, Py, ..., P17, P1 vervollstandigt das 17-Eck.
Siehe auch

= Kreisteilung
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