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Abstract

In this note we present a simple elementary approximate construction of the
regular heptagon with ruler and compass. The original idea goes back to
calculations which | have made during school time in 1967 at the age of 14 years.
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1. Einleitung

Naherungskonstruktionen regelméaBiger Vielecke sind schon seit der Antike
bekannt, vgl. Scriba und Schreiber (2010) oder Johnson und Pimpinelli (2008).
Exakte Konstruktionen regelmaBiger n-Ecke sind aber nur dann méglich, wenn,
wie schon GauB zeigte, n die Form n=2m-p,-...- p, besitzt, wobei m,k € N und

die p, paarweise verschiedene Primzahlen der Form p, =2/ +1 sind, vgl. Scriba

und Schreiber (2010), S. 405. Grundsatzlich sind die ,Ecken” regelmaBiger n-Ecke
in der komplexen Ebene Losungen der so genannten Kreisteilungsgleichung

n—1
(x—1-> x=x"-1=0
k=0

Im Fall des regelmaBigen Siebenecks kann man die Gleichung

X+ xX+x"+ X3+ x*+x+1=0

nach Division durch x® und der Substitution z = x +l Uberfuhren in die
X

~€einfachere” kubische Gleichung

z22+22-22-1=0

(vgl. Geretschlager). Durch Reduktion auf die reduzierte Form mittels z = y—%

geht dies Uber in



7

fly)=y’ —§y—E:0.

Dies entspricht dem Casus irreducibilis.

Eine einfache approximative Lésung erhalt man hieraus durch Vernachldssigung

des Terms y° vermdge —§y—2—77—0 mit der Ldsung yoz—% und
f(yo):—%g:—0,00Bﬂ... , also z:—g, was zur ersten approximativen
Lésung

2
X, =——+—~77
12 97 9

fahrt. Zur Fehlerabschatzung: es ergibt sich

7
i 4.782. 958 1.169
X, =|-=+= \/ NT7
2 [ J 4.782.969 | 4.782.969

=0,999997...70,002144...i

Die erste ,Ecke” E gegen den Uhrzeigersinn erhdlt man aus x, durch

Winkelhalbierung. Fur den zugehérigen Winkel o gilt: 2cos’(a) — 1= cos(2a)
und damit
2

1-<
cos(a):,/1+co25(2a) = 29 :%\/ﬁ

sowie sin(a)=+/1—cos’(a) = \/ Die Lange L der ersten Sehne des

approximativen Siebenecks gegen den Uhrzeigersinn ergibt sich somit zu

L= |Jsin*(a) +(1—cos(a))’ :% 18314 =0,867629...

Der exakte Wert ist L:25in[§]:0,867767... Der relative Fehler betragt also
nur —0,015905...%.
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X,

Eine weitere Verbesserung ergibt sich aus dem Ansatz yoz—%+h mit

f(yo):—%g—%h—%hz+h3. Vernachlassigt man hier den Term h® und lést
. 1 62 1., " - . ,

damit _ﬁ_ﬁh_§h =0, so erhdlt man als einzig sinnvolle L&sung

h:—§+ \/8646 bzw. yo———+ L \/8646 mit f(y,)=-0,213229...-10°

sowie analog

x1l2:—§+54\/864 o, ! \/210\/864 6 —16755]

mit x;, =0,9999999993-0,6710439934-10°

Hiermit erhalt man als neue approximative Sehnenlange

L= \/Sln (@) +(1—cos(a)) :—\/18 \/3\/864 6 —153 =0,867767478213...



im Vergleich zu

L= 2sin[§] —0,867767478235...

mit einem relativen Fehler von nur noch -0,247268...-10 ®%. Theoretisch ware
die , Ecke” x, auch noch mit Zirkel und Lineal konstruierbar, da ihr Realteil

7)
7

(der exakte Wert), nur eine Quadratwurzel enthalt (mit 8646 = 79% + 38 + 31%),
in einer praktischen Durchfihrung wirde das aber im Vergleich zu der ersten
Lésung wohl relativ ungenau.

AN sl
\\3/{38 e
\
AN

§R(X1):_§+ :

18 "5a 8646 — —0,22252093391~ —0,22252093396 = cos

AV
/

L

I T T
=
N

T N

/ Zd/allNENY,
( |u:>—\/%l\ \5<

\ NN

/1N




Man beachte, dass es mehrere Moglichkeiten gibt, die Zahl 8646 als Summe von
drei Quadratzahlen darzustellen, etwa

8646 =31 +382+79° =317 +31 +82° =14% +23° + 89> = 14> + 35° + 852
=52 4+61 +70°

Zur Verdeutlichung der Gute der Approximation: hatte der obige Kreis einen
Radius von 54.000 km, wirde sich die approximative von der exakten
Sehnenlange nur um ca. 1 mm unterscheiden!
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