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1. E i n f i i h r u n g  

Gemischte Poisson-Prozesse spielen in der Versicherungsmathematik eine bedeutende 
Rolle insbesondere als Modelle fiir Schadenszahlprozesse z.B. im Bereich der Sach- 
und Krankenversicherung [Lundberg (1940)]. Dementsprechend wichtig sind die 
Untersuchung struktureller Eigenschaften [u.a. Albrecht (1981), Heller und Pfeifer 
(1987)] sowie statistische Analysen solcher Prozesse [u.a. Albrecht (1980), (1982)]. In 
der vorliegenden Arbeit soil nun untersucht werden, inwieweit gemischte Poisson- 
Prozesse durch einfache Poisson-Prozesse angen~ihert werden k6nnen, und Ab- 
sch/itzungen ffir ein geeignetes Abstandsmal3 hergeleitet werden. Hierbei l~tl3t sich 
zeigen, dab die Varianz der Mischungsverteilung von zentraler Bedeutung ist. Als 
Hilfsmittel wird auf die Theorie Poissonscher Punktprozesse zuriickgegriffen, welche 
eine sehr elegante (und weitestgehend dimensionslose) Darstellung erlaubt. 

2. Grundzi . ige  der  T h e o r i e  P o i s s o n s c h e r  P u n k t p r o z e s s e  

Wir folgen hier im wesentlichen den Ausfiihrungen in Kallenberg (1976), Karr (1986) 
oder Neveu (1977). 

Definition. Es sei (E, 6) ein separabler, vollst~indiger metrischer Raum*) und /~ ein 
a-endliches Mal5 auf der v o n d e r  Metrik ~ induzierten Borelschen a-Alge- 

bra ..~, d.h. es gibt eine aufsteigende Folge {Bn} Borelscher Mengen mit U Bn = E 
und/~ (B,) < ~ fiir allen e N. n= t 
Eine durch die Borelschen Mengen in E indizierte Familie { (A), A E .~ von Zufalls- 
variablen mit Werten in Z + heiBt Poissonscher Punktprozess, wenn die folgenden 
Bedingungen erfiillt sind. 

ii) {~(An)} sind stochastisch unabh~ingig fiir jede Familie {An} ___~ paarweise 
disjunkter Mengen; 

iii) ~ (A) ist ffir jede Menge A mit/z (A) < oo Poisson-verteilt mit Parameter p (A). 
p heif3t auch das zu ~ geh/Srige Intensit~itsmaB. 
Unter den an (E, fi) gestellten Forderungen existieren solche Poisson-Prozesse und 
sind durch i) bis iii) auch (verteilungsm~iBig) eindeutig bestimmt. Die Bedingung i) 
besagt dabei, dab ~ (.) aus als zuf~illiges MaB, d.h. als Zufallsvariable mit Werten 
in ,/_,/ aufgefaBt werden kann, wobei ~// die Menge aller a-endlichen MaBe auf 
bezeichne. 

*) D.h. 6 ist eine Metrik auf E x E, und jede Cauchy-Folge in E konvergiert bzgl. dieser Metrik. 
Beispiele sind die Menge der reellen Zahlen IR bzw. der Vektorraum R d (d e 1'4) mit dem 
iiblichen Euklidischen Abstand als Metrik. 
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Anschaulich l~il3t sich ein Poissonscher PunktprozeB als Z~ihlprozeB interpretieren, 
wobei ~ (A) die Anzahl der in der Menge A e ~ aufgetretenen ,,Punkte" angibt. # (A) 
ist hierbei gleichzeitig die mittlere Anzahl yon beobachteten Punkten in A. 
Den fiblichen homogenen Poisson-ProzeB mit Intensitiit 2 > 0 erhtilt man nun etwa 
durch die Wahl E = R, /1 = 2 m, wobei m das gew6hnliche Lebesguesche MaB 
bedeutet. Setzt man noch speziell 

N(t) = ~([0, t]), t~_0, (l) 

so erh~lt man den fiblicherweise im reellen Fall betrachteten Z~hlprozel3 {N (t) It _~ 0} 
des homogenen Poisson-Prozesses. Nicht-homogene Poisson-Prozesse mit Intensit~t 
2 (t), t > 0 ergeben sich analog verm6ge 

/~(A) = J 2( t)at ,  A e ~ .  (2) 
A 

Analog zu den Poissonschen Punktprozessen iassen sich gemischte (auch: doppelt- 
stochastische) Poissonsche Prozesse definieren. Hierbei ist lediglich das Intensit~its- 
maB /~ durch ein zuf~illiges MaB v zu ersetzen. Ein gemischter Poissonscher Punkt- 
prozeB wird also in zwei Stufen realisiert: 
1. Eine Auswahl eines Intensit~tsmal3es/1 als Realisierung des zuf~illigen Mal3es v. 
2. Eine Realisierung des Poissonschen Punktprozesses mit Intensit~tsmal3/~. 
Im reellen Fall erh~ilt man etwa durch die Wahl 

v = A m, (3) 

wobei A eine positiv-wertige Zufallsvariable ist, den iiblichen gemischten Poisson- 
ProzeB mit Mischungsvariable A zuriick. 
Das folgende Resultat verallgemeinert die ftir reelle Poisson-Prozesse bekannten 
strukturellen Eigenschaften [vgl. Albrecht (1985)]. 

Satz 1. Es sei ~ ein Poissonscher Punktprozel5 mit IntensitiitsmaB/z und A ~ ~ derart, 
dab 0 < / t ( A ) <  oo. Unter der Bedingung ~(A)= n e lq verh~ilt sich dann der 
Poissonsche ProzeB ~ auf allen Borelschen Teilmengen B yon A wie ein diskretes MaB 
mit n Tfiigerpunkten Xl , . . . ,Xn ,  wobei X~ . . . . .  X, stochastisch unabhangige, 
identisch verteilte ZufaUsvariablen mit Werten in A und Verteilung 

/~(B) 
P(X i e B) = i = 1,.. . ,  n, B ___ A (4) 

# (A)' 
sind. 
Ffir den Fall E=R, /~=2m besagt Satz I gerade, dab fiir jedes Intervall 
A = [a, b] ~ R + unter Bedingung, dab der ProzeB n Punkte in A realisiert hat, diese 
unabh~ingig voneinander gem~iB 

2 m ((a, t]) t - a 
= = , a < t < b  (5) P(a < Xi-~t) 2m((a, b]) b - a  

verteilt sind, d.h. einer unabh~ingigen Stichprobe mit stetiger Gleichverteilung fiber A 
entstammen, und zwar unabhtingig yon der Wahl von 2. Aufgrund der doppelt- 
stochastischen Struktur gemischter Poissonscher Punktprozesse gilt dasselbe dann 
auch fiir Mischungen der Form (3), d.h. ein Beobachter, der nur solche Ereignisse 
betrachtet, bei denen ein derartiger gemischter Poisson-ProzeB n Punkte in A 
realisiert, kann keinerlei Aussagen fiber A treffen! (dies ist u.a. ein Grund ffir die 
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gleichzeitige Charakterisierung gemischter wie nicht-gemischter Poisson-Prozesse 
durch solche Eigenschaften; vgl. etwa Albrecht (1985)). 

3. A p p r o x i m a t i o n  g e m i s c h t e r  d u r c h  e i n f a c h e  P o i s s o n - P r o z e s s e  

Wir wollen uns hier auf Poissonsche Punktprozesse ~ mit Intensit~itsmaB/~ der Form 

/~ = 2 r, 2 > 0  (6) 

und gemischte Poisson-Prozesse ( mit zuf~illigem IntensitatsmaB v der Form 

v = A r (7) 

beschr~inken, wobei re in  festes a-endliches MaB auf ~ bezeichne (z. B. r = m im Fall 
E = R), und A eine positiv-wertige Zufallsvariable mit endlicher Varianz a 2 sei. Wir 
wollen nun untersuchen, inwieweit man solche gemischten Poisson-Prozesse ~ auf 
einer Teiimenge A s N durch einen geeigneten Poisson-ProzeB mit ,,Paramter" 2 
approximieren kann, und welchen ,,Fehler" man bei einer solchen Approximation 
begeht. 
Hierzu woilen wir das AbstandsmaB DA (~, ~) betrachten, welches definiert ist durch 

DA(~, () = sup I P(~(. n A) e ~ )  - P((( .  n A) e~A/) [, (8) 
.4/ EK 

wobei z" eine geeignete a-Algebra fiber .# ist. 
DA(r ~) spiegelt damit einen ,,pessimistischen" Abstandsbegriff wider, der die 
,,gr6Btm6gliche" Abweichung zwischen den Prozessen r undr auf A erfaBt. 
Ffir die a-Algebra # w~ihlt man hier zweckm~iBigerweise die kleinste a-Algebra, 
bezfiglich der die Abbildungen/l ~ / l  (B) meBbar sind (ffir alle B �9 ~ und/~ ~ ~'). 
Wegen der Separabilit~it des Raumes (E, 6) fallt dann (8) mit dem anschaulicheren 
AbstandsmaB 

sup sup sup IP((~(B1) . . . . .  ~(Bk) ) �9 M) - P((((B0 . . . . .  ~(Bk) �9 M) (9) 
k ~ N  B 1 , . . . , B k c _ A  M _ c Z  +k 

zusammen. 
Definiert man analog ffir beliebige Zufallsvariablen X, Y mit Werten in einem 
MeBraum (T, ~-) 

d(X, Y) = sup IP(X �9 A) - P(Y �9 A)I, (10) 
A e ~ -  

so l~iBt sich das folgende Resultat zeigen. 

Satz  2. Mit den Bezeichnungen (8) gilt 

DA(r ~) = d (~ (A), r (11) 

d.h. der Abstand der Prozesse ~ und r f~illt mit dem Abstand der Zufallsvariablen 
zusammen, welche die jeweiligen Punkte in A z~ihlen. 

Beweis. GemaB Satz 1 und den im AnschluB daran gemachten Bemerkungen stimmen 
ffir jede Menge Jr  e ~ die bedingten Wahrscheinlichkeiten 

P(r c7 A ) e  J~ I r  n )=  P(r n A ) e  ~/I  r  n), n e N  (12) 
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iiberein; man iiberlegt sich leicht, dab dies dann auch noch ftir n = 0 der Fall ist. Wir 
erhalten damit fiir jede beliebige Menge J r  �9 

I P (r (. c~ A) �9 ~ ' )  - P (r (. ~ A) �9 J~') I 

= �89 P(r n A) �9 dK) -- P(r c~ A) �9 ~ ) 1  + IP(r �9 c~ A) r ,/K) - P(r n A) r J/)l} 

~ - -  P (~ (. n A) �9 JK I ~ (A) -- n) I P (~ (A) = n) - P (~ (A) = n) I + . . .  
- 2  

+ ~ P(r c~A) $ ~ 1  r  n)I P( r  n) - P (r (A) = n) l/ 

/ 

n=0 J 

1 s  ) n ) - P ( ( ( A )  n)[ d (( (A), ( (A)) 
2 n=0 

[vgl. z.B. Serfling (1975), (1978)]. Da j r  beliebig war, folgt somit 

DA(~, r ~ d (~ (A), ~(A)). 

Wiihlen wit andererseits speziell ~ = {~1 ~(A) = ~ (A) } �9 r wobei ~ alle gemischten 
Poisson-Prozesse mit zuf~illigen Intensit~itsmaBen v durchliiuft, so ergibt sich mit der 
Doeblin-Ungleichung 

d(X, Y) _~ P(X #Y) [vgl. Serfling (1975), (1978)] 
hier 

d(~(A), if(A)) ~ P(~(A) 4: ~(A)) 6 P(~(. n A) $ J / )  

= 1 - P(~(. n A) �9 J )  = P(r c~ A) �9 d / )  - P(r n A) �9 ~4/) ~ DA(r O- 

Der Satz ist damit bewiesen. 
Nach Voraussetzung ist nun abet ~(A) Poisson-verteilt mit Erwartungswert E(~(A)) 
= ), ~ (A), w~ihrend r (A) r gemischten Poisson-Verteilung geniigt mit Mischungs- 
variablen A z (A). W~ihlt man nun beispielsweise 2 = E (A), so folgt [vgl. Pfeifer (1985), 
Corollary l] 

DA(~, r = d(~ (A), r ~ Var(A ~(A)) = a 2 z(A) 2. (13) 

Wir erhalten damit: 

Folgerung. Mit den Bezeichnungen (8) gilt, wenn 2 = E (A) gew~ihlt wird: 

DA(~, O ~ 0"2 I'(A) 2- (14) 

Ist beispielsweise r = rn das Lebesgue-Mag und A = [a, b] �9 R § ein Intervall, so ergibt 
sich 

Dta, b](~, O ~ a2( b -- a) 2. (15) 

Im Falle des P61ya-Prozesses mit Intensit~iten 

l + 0 t n  
2n( t )=2 l + ~ 2 t '  n , t~_0 (0t, 2 > 0 )  (16) 

erhalten wir etwa E(A) = 2, a 2 = ~ 22, so dab (15) iibergeht in 

Dta, b](~, O -- 0t 22(b - a) 2. (17) 
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Aus den obigen Ausfiihrungen ergibt sich, dab eine erwartungstreue Approximation 
gemischter Poisson-Prozesse durch einfache Poisson-Prozesse vor allem dann in 
Betracht kommt, wenn die Varianz der Mischungsvariablen A klein oder die L~mge 
des betrachteten Intervalls [a, b] (allgemeiner: das MaB r(A) der Menge (A)) klein ist. 
Die Absch~itzung (14) RiBt sich bei der Wahl von 2 = E (A) i.a. nicht wesentlich ver- 
bessem, wie man den Ausfiihrungen von Pfeifer (1985) entnehmen kann. Allerdings 
kann die obere Schranke in (14) gelegentlich noch verbessert werden, wenn statt der 
erwartungstreuen Wahl 2 = E (A) z. B. 

tr 2 r(A) 2 
2 =  E(A) (18) 

1 + V1 - a 2 z ( A )  2 

gesetzt wird, sofern die rechte Seite positiv bleibt [Pfeifer (1985), Corollary 3]. 
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Zusammenfassung 

Es wird untersucht, unter welchen Bedingungen eine Approximation gemischter durch einfache 
Poisson-Prozesse sinnvoll ist, und eine Absch~itzung fiir ein geeignetes AbstandsmaB hergeleitet. 
Hierbei spielt die Varianz der Mischungsverteilung eine zentrale Rolle. 

Summary 

We investigate the approximation of mixed Poisson by Poisson processes and present an 
estimation for the corresponding total variation distance. The variance of the mixing distribution 
turns out to be of central interest. 
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Kurzmitteilungen 

Bemerkung zur Approximation von gemischten durch einfache Poisson-Prozesse 

Dietmar Pfeifer (Aachen) 

In der Arbeit [2] des Autors wurde gezeigt, dab der Abstand in Totalvariation DA 
zwischen einem gemischten Poisson-Prozeg ~ und einem einfachen Poisson-Prozeg 
auf einer Borel-Menge A mit dem entsprechenden Abstand d der Zufallsvariablen 
~(A) und ~(A), welche die in A beobachteten Punkte ziihlen, fibereinstimmt. Der 
Beweis der in Satz 2 ben6tigten Ungleichung 

d(((A), r ~ DA((, ~) (1) 

ist allerdings in der angegebenen Form nicht korrekt, da die dort betrachtete 
Menge J nicht in der a-Algebra t '  liegt. Die Ungleichung folgt aber u.a. aus der 
Beziehung (9) in [2] (vgl. auch [1], wo jedoch A als abgeschlossen vorausgesetzt 
wird). 
Der richtige Beweisgang filr (1) ist wie folgt (mit den Bezeichungen aus [2]): 
Sei 

= {/t E ~r (A) ~ M und /~ (A c) = 0} fiir M ___ •+, 

wobei A c das Komplement der Menge A bezeichne. Wegen der MeBbarkeit der 
Abbildungen ~ ~ ~ (B) fiir Borel-Mengen B ist dann ~fi e ~, so dab 

P(((A) E M ) -  P(~ (A) e M)[ = IP(~(. ~ A) e ~ -  P(r ~ A) e~Jfil =< DA((, Q. (2) 

Da M beliebig war, folgt die Behauptung. 
Mit einer analogen Argumentation l~if3t sich direkt zeigen, dab der in (9) [2] 
angegebene Ausdruck ebenfalls eine untere Schranke fiir DA((, r bildet, so dab 
insgesamt wegen der in Satz 2 [2] nachgewiesenen Gleichheit in (1) der Ausdruck (9) 
[2] ebenfalls mit DA((, ~) iibereinstimmt, und zwar ohne (i.a. sonst notwendige) 
topologische Zusatzeigenschaften von A. 

LITERATURVERZEICHNIS 

[1] Deheuvels, P. und Pfeifer, D. (1987): Poisson approximations of multinomial distributions 
and point processes. Erscheint in: J. Multivar. Analysis. 

[2] Pfeifer, D. (1986): Zur Approximation yon gemischten durch einfache Poisson-Prozesse. 
Bliitter der DGVM XVII, 429-433. 

73 


	P26
	10.1007_BF02809701

