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Borwort zur erften Auflage,

cv vorliegende BVand baut fid) auf ber Audgabe B IV e mathematifdhen

UnterrichtZmerled von Reinhardt-Mannheimer-Feisberg auf; Unde-
rungen grundidslicher Art find nidht vorgenommen worden. Snbhaltlidh ift bie
Sinderung vorgenommen mworden, daf dexr Abjdhnitt diber Lomplege Grdfen den
Lefrplinen entjprechend bereitd im Cbherfefundateil fatt im Primateil behanbdelt
wotben ift, wobet die graphijche Darftellung desd Redhnend mit fompleren Grifen
neu aufgenommen worben ift, Demgegeniiber find die graphifden Lijungen dex
G leichungen gweiten Grabes mit yroei Unbefannten, bie bei bex fritheven Auflage ftaxt
in dag Gebiet dev analytijchen Geometrie hinitbergrifien, auf das Notwendigfte
bejchrintt worden, Die BVerficherungdredinung, die ald Sonderheftchen be-
reitd in volljténbiger Meubearbeitung erjdhienen war, ift jet mit ber Jinfesying-
und Rentenvechnung su einem cineitlichen Gangen verarbeitet roorben; fie ift etwasd
ausfiihicher behandelt, um auch den Lehrexn, die mit ber Sadye nodh nicht ge-
nitgend vertraut find, eine griindlidhe Ginarbeitung u evmiglichen.

Die ufaabenjammiung ift im allgemeinen exhalten geblicben, dod) ift bie Bahl
der Nufgaben, die blof formalen Ghavafter haben, eingefchrintt worden,

Frantjurt a. VL., Newjahr 1924, Dd. Hofmann, N, Manneimer,

Borwort zur dritten Auflage.

ie dritte Auflage ift auf Grund ber ,Richtlinien fiix die Lehurpline

der hiheren Sdulen Preufensd” vom Sahre 1925 bearbeitet. Jn-
jolgedefjen mufte dad BVuch) mandjerlei ftoffliche Mminderung und Ergéingung
erfabren, fo bafi eine Venubung der alten uflogen neben der neuen in ber:
felben Slaffe nicht mbglich ijt.

S ber Urithmetif ift der Abfchnitt {iber die Gleihungen sweiten Grades
mit jwei Unbefannten weggefallen; bdafitv ift, entjprechend den Forderungen
per Ridhtlinien, die Behandlung ded binomifchen Lehriakesd fiie pofitive ganze
@rponenten und die Einleitung in die Differentialvechnung new Hingugelommen,
Bei den geometrijehen Neihen {owohl wie befonberd bei der Einfilhrung in bie
Diffeventialvednung ift der Grenzbegriff, entfpreciend feiner gentralen
Gtellung im Unteveidht der Oberftufe, jharf herausgearbeitet und auch in dben
Anwendungen durdhy Himyunabhme ber Vetvadytungen ftber emwige” Renten jux
Geltung gebracht morden. Der allgemeinen Forderung nady Hervorfehrung von
Tatfachen aus der Gefdjichte dber Mathematif ijt durdy gefdhichtliche
Behandlung bed Rapiteld fiber ben Aufbau ded Bahlenbereid 3 im
befonbeven geniigt.

Jm geometrifdhen Seil ift die fogenannte neuere Geometrie ausd diefem Banbde
ainzlich) verjchmunden; in der Trigonometrie ift ein WUbjdnitt {iber Feld- und
Sromeffung neu hingugelommen. .

Nuf allen Gebieten wurden die vein formaliftijchen Aufgaben nod) weiter
burc) ntwendungen verbrinat,

Frantfuvt a. M., im Frihjahe 1926. Hh). Hofmann. N. Mannbheimer,



Bemerfung zur flinften Auflage.

%ei per neuen Auflage fjind die Betveife Seite 70 gedndert, auferbem
jind Drudfehfer bevidjtiat.

Franffurt a. M., im Friihjahe 1929, Die Verfaffer.
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Qlrithmetif.

I Ab dDnitt.

Qlrithmetifde und geometrifhe Reiben und ihre
QAnendungen.

A. Arithmetifhe Reihen erfter Ordnung.

1. Fhifre bie Bahlenreihen a) 1, 4, 7,10 ujo., b)5,9, 13 ujw., c)42,40,38,36. ..
\weiter fort, TWie fann man bei ben eingelnen Meihen aud einem Gliebe bad folgenbe
erhalten?

Ertldrungen. Sind mehrere aufeinanberiolgende Bahlen nad) einem
beftimmten Gejee gebilbet, jo nenmt man fjie in ihrer Folge eine Reil e;
die eingelnen Bahlen werben bie G lieder ber Reihe genannt und ald
erfted (ober Anfangsglied), goeites, drittes, . . . Glied voneinander
unterjdyieben.

2. Nimm a) 4, b) 6, ¢) 9 ald Anfangsglied einer Reihe und abdiere von Glied ju
®lieb a) 5, b) 2, c) 4; eldhe NReihen ergeben fid)?

Man viennt jolhe Reihen avithmetijde Reihen.

Eine atithmetijde NReibe ift eine Folge von Jahlen, bei denen eine
jedbe aus der vorbhergehenden durd) Addition einer fonjtanten Grife
gebildet ift; dieje Tonjtante Groje wird die Differen; der Meibhe genannt,

Jit bie Differens pofitiv wie bei ben Reifjen 1. a) und b), jo heift
die Reihe fteigend; ift dbagegen die Differenz negativ (3. B.
41, 38, 35,32, 29 .. .), fo haben tvic e mit einexfallend e n Reihe ju tun.

1. Allgemeine Bildbung einer aritbmetifden Reibe.
Bezeidnen ir das Anjangdglied mit a, die fonftante Differeny mit d,
fo lautet bie Reihe:
a a-+d a+2d......a+8d,..Y
1. Glicd 2, Glied 3. ®lied 9. @Glied
Will man ein Dbeliebiged ®lied, dad ,allgemeine Glied ber
MReilhe”, bezeichren, fo benut man gewdhnlich dben Jubex k, jdhreibt e3
alfo a;. Das allgemeine Glied einer arithmetijhen Reihe Heifit demnady:
a = a+ (k— 1)d; dad lepte Glied, bad Endbglied einer aud n Glie-
bern beftefenden Meife, dad twir mit { (von flerminus = Grenze, Enbde)
begeichnen toollen, hat den Wert:
(1) s =t at 0 03 t=a+ (n—1)d.

1) ®ie Begeihnung ,arithmetijche” Reihe ertlact jich ausd dbem Umitand, daf jebed
Gflied bad arithmetijche Mittel ber Geiben benachbarxten Glieder ijt, 3. V.
a+d+ a4 3d 2a-+4 4d

2 AT
Reinhacrbt-Jeidberg, Matfematijdhed Lehroud. A LIL - 1

a-+ 2d = . (Uligemeiner Beweid?)



9 L Ubfdmitt. Arithmetifde und geometrifche Reihern und ihre Urnwendungen.

Beifpiel: E3 foll das 8. Glied der Reife 1, 4, 7, 10. .. gebildet werden: Au3 ber
Heibe entnimmt man a =1 unb d = 3. E3iftalfo t =1+ 7+ 3 = 22

Aus der Vildbung der Reifhe geht Hervor, baf man bie einzelnen Glieder
einer avithmetijchen Reife erhalten tann, twenn man das Unfangsglied a
und die Difjerens d fennt, Damit die Reife vollitindig angegeben werden
fann, muf auferbem nod) n betannt fein.

Ans der Enbdaliedformel 1 = a + (n— 1) d exqibt jich, daf die Reifie
ftets beftimmt ijt, toenn man 3 ber 4 Grifien 1, @, n und d fennt. Ven Grifen
1, a unb d fann man beliebige (pojitive oder negative) Bahlenwerte beilegen;
n Hingegen muf ftetd alsd pojitive gange Jah!i ges
gebenfein obex Dejtimmt werbdben fonnen, dbaneine
Angahlbedbeutet.

2. Die SGumme einer arithmetifdhen Reibe.

Wir bilden die Sumine, indbem tiv bie Glicder der Meilje abbieren:

s=a+(a+d +a+2d +@+3d)+...+(—d +t

@djreiben toir nun nodymald die SGumme, aber in wmgefehrter Reihens
folge ber Glieber, jo exhalten ivit

st b (l—d)+—2d) + {—38d) +,c.+ latd) + &

Durch) die Adbdition beider Gleichungen (wobei wir bie untereinanber
{tehenben Gliedber zujammeniaffen) erqibt fich

2s=(a4++ @+ +@a+h+...... +(a+t) + (a+ 1.

Auf der redhten Seite fteht ber Poiten a 4-¢ im qangen n mal; mithin
it 2s =n(a+1{), und man erhilt ald Summenformel einer arith-
metijden Reihe

= [
(AYsr s G a,)' t;

i. W.: die Gumme einer arithmetijden Reihe von n Gliedern ift das
n-fade des arithmetijhen Mittels aus Anfangs: und Endglied der
Heibe.

Dur) Einfehen bes Werted von £ aus Formel (1) in (2) geht diefe tiber s

n
3=;J—[r.:+a+(n—l)d]

-

(3) s=%[2a + (n— 1)d].

Sn et der Fovmele (1) bis (3) exmoglidhen es, wenn von bden fiinf
Grdfien @, d, n, L und s drei gegebem fiub, die beiden fehlendben durd)
Rednung su finden.

Beifpiele: 1. Die Gumnie der evften n Zahlen der natiidlichen Japhlenreihe zu
beftimmen.

n
Lofung: Wiv wenden die Begeidhuung & an und lefen: ,Sigma k von 1 big n",

1
b, h. bie Swmme aller Fahlen k, wenn twir fiiv k ber Reihe nady die MWerte 1 bis n
jepen, (2 ift ber griedijde Buditabe fiix S,)



A. Urithmetifdhe Neifen erjter Orbnung, 3

Gs ijt, ba a = 1 und t = n ijt, nady Formel (2)

B, 00 @iy
1 2 2

100 - 101
Tie Summe ber erflen 100 Bahlen 3 B, ijt e por 5060,

2, UE Summe der exjften n ungeraben natirlihen Jahlen finden ivir, ba
a=1,1=2n—1 if,

» n
ER2k—1)==(14+2n—1)=n*
1 2

3, Bwifhent bie Bahlen 8 und 18 fullen 14 Babhlen jo eingeidhaltet werben, baf
eine arithmetijhe Meihe entjteht. Wie Heift bad goeite Glicd diefer Meilhe?

Die Neihe Hat die Form:
16 Gilieber

D a =28, t =18, n = 16 ijt, jo befieht die Beziehung:
18 = 8 4 154 (nach Fornel 1)
15d =10; d = &,

Dad gweite Glied ijt alfo 83.

fibungsbeijpicle.

1. Beige, bafi die Differengen bex Quadrate bev natiirlicdhen Jallen eine axithmetiidie
Reile bilben.

2. Bilbe bie erften 8 @lieber ber avithmetijhen RNeife, deren Unfangsalied 10
unb beren Tiffereny 7 ift.

3. Tie Heifien die erjten 10 Gilieder ber avithmetijchen NReihe mit bem Unfangs-
glieb 50 und ber Differeny — 217

4. Wilbe felbjt a) fteigende, b) fallenbe arithmetijdhe Reihen.

5. Wie Heiht das 125, Gilied der Meifje a) 2, 5, 8, 11..., b) 250, 246, 242...7

6. D3 erjte Glied einer Reife it 2, bad lepte 64, bie Glieberangahl 35. Wie lautet
bie Meifhe? :

7. Daé erfte Glied ift — 7, bad lefite 14, bie Ungahl dexr Glieder betvigt 8; twie
grofy ijt bie Difjereny?

8. Da3 erjte Gilied einer arithmetifdien Neifje ijt 15, die Anzall der Gilieder eben-
jall3 15, bas lepite Gilieb — 27, Wie grof ijt a) bie Difjerens, b) dbie Sunme der Reihe?

9. Jn einer Reifje von 30 @liedern ift bad lepte Glied 15F; weldes ijt bas exjte
G$lied, wenn bie Differeny § betrdgt?

10, Das erfte Glieb einer avithmetijdjen Reife ift 3, dbas lefite 113, bie Differeny 5;
wie grofy ift die Bahl ber Glicber?

11, Aus wieviel Glicbern befteht eine arithmetijhe Reibe, wenn die Differens 13,
bad erfte Glicd § unb bad lefte Gilied 204 ijt? -

Bilde felbft dberartige Aufgaben.
1%



4 L Ubfdnitt, Urithmeti{dje und geometrifde Reiben und ihre Unmendungen.

12, Wie grof ift bie Swmme der natiirlihen Jahlen von 1 bis 1000?

13. Welches ift die Gunmrie ber ungeraben Habhlen von ber neunten bis Fur
goangigiten?

14, Weldyed ift bie Gumme einer Reihe von 37 Gliebern, beven erfted 3 unbd
beren lefited 147 ift?

15, ®as ecrfte @lied einer arithmetifhen Meihe ift 47, bad lefte 20, bie Unzall
ber ®lieber 10. Wie grof ift bie Summe?

16, a8 erfte Glied eiver arithmetiichen HReihe von 38 Gliebewn ift 6, bad le(le
2833, Tie grof ift bie Summe?

17. 3n einer arithmetijden Reife von 8 @liedern ift bad erfte — 7 unb das lefte 14;
weldesd ift bie Summe? -

18, Weldhes ift bie Eumme ber bid auf 25 Glieder fortgefepten Reihe 2, 5,8, 11, ,.7

19. Bejtimme bdie Summe von 16 Gliebern ber NReihe 40, 38, 36, ..

20. Die Summe ber Reihe 2%, 28, 28, .. bis auf 100 Gflieder su beredynen.

21, Die Gumme der Reihe 15, 11, 7, 3, — 1, — 5,... bis auf 20 @lieber zu
beredinen.

22, Die Summe dber Reife §, § 1, &... bi3 auf 150 Glieder zu Heredjnen.

23. Die Gumme einer Reihe von 6 Gliedern jei — 90, bad exfte Glied — 10,
Tie Heift bad lepte GIlied? _

24, Die Summe einer Reibe fei 28, bad erfte Glied — 7, bas lepte 14, Wie grof
ift die Glieberzahl?

25. Die Summe einer Reihe ift 567, bas erfte Glied 7, bie Difjerenz 2. Wie grof
ift bie Anzahl ber Glicder?

26, Biijdhen bie Bahlen 1 und — 1 find finf Glieder eingujdyalten, jo baf
fie mit ben gegebenen eine arithmetijche Reifje bilben.

27, Broifdenlund2iollenneun @lieber eingefdhaltet tevben, fo baf eme axithmetijdye
Heibe entftent.

28, Bijden 3 und 59 find ficben Glieder eingujdalten, jo baf eine arithmetijdhe
Reihe entjteht, Wie Heifit bad fiinfte Glied?

29. Bwifdhen 2 und 21 follen fieben Glieder eingefdaltet twerben, fo baf fie eine
arithmetijde Neifje bilben. TWie Heifit dbie Neihe?

30, TWie fann maon bei einer arithimetijdhen Meife bie Verinberung von Glied ju
®lied graphifd) barftellen? Weldjed Vild exgibt fid) bei einer fteigenden, weldjed bei
einer fallenben avithmetijen Meife?

31, Wie fann man auf Grund bex Fejtjtellungen in Uufg. 30 graphifd) inter-
polieren? Fiihre die graphijdhe Jnterpolation bei ben Uujgaben 26 bid 29 bdurd).

Anwendbungen:

32, Wieviel Edhlage madht eine Turmuhr im Laufe eined gangen Tages, enn fie
nur gange Stunben jhlagt? '

33, Beim Audidadten eined 30 m tiefen Brunnend Jourde fiix bad exfte Meter
8,60 ML, Arbeitslofn gezahlt, filx jebed jolgenbde Meter immer 1,10 ME mehr als filx basd
vorfergefenbe, Wieviel fojtele bad Audgraben bed Brunnensd?



A. UArithmetifdie Meiben erjter Ordnuna. 5

34, fiir bie Ansjdadtung eined Brunnend rourben im gangen 625 ML, bezahit:
Dad erfte Meter Fojtete 7 ME,, jebes folgenbde 90 Big. mehr al3 das vorfhergehende, Wie
tief toar ber Brunnen?

35. Dos Dad) eines Turmes, dasd die Form eines quadratijden Pyramidenjtumbfes
Dhat, joll mit Platten belegt werden, fo bafy jebe Dadhjeite oben 2 und unten 20 Platten
erfhalten und in jeber Reifje eine Platte mehe alé in der darvitber befindblichen Reifhe
liegen foll. Wieviel Platten find im gangen erjordeclich?

36, Gin Diener exhilt einen Varlohn von jdhilich 840 ME mit ber usficht auj
80 M. jihliche Julage bei zufriebenitellenben Leijtungen. Wieviel Jahre muf er im
Dienfte bleiben, bid er jahelich 1800 ML, erhilt?

37, Gin Beamter erhilt ein Unfangdgefhalt von 4300 ML, und alle 3 Jahre 600 ML,
Bulage; nach twieviel Jafhren exveidt ex fein Hochftgehalt im BVetrage von 8500 ML.?

38, Jemand iviinfdht in 13 Tagen an einen beftimmien Ot zu lommen und be-
jhleunigt beshalb feine Reije derart, bafy er jeden Tag § Stunben ldnger unterwegs
ijt ald am vorfhergehenden, Wieviel Stunden ijt ex am lepten Tag und wiesiel Stunben
im gangen untertvegs, jvenn er am exfien Tag 5 Stunden marfdyiert?

30, Joei Perfonen A und B gehen gu gleidjer Jeit von zvei um 240 km von-
einanber entfernten Drten MunbN ab, Avon M nad) N, B bonN nad) M i, A marjdjiert
tiglich 26 km, B am etjten Tage nur 22 km, jeden folgenden Tag aber § km mely als
am vorhergehenden. Wann und wo trefien jie zujammen?

40, EGin Fupgdinger braudit su cinex Strede Weged von 1504 km bie Jeit von
7 ZTagen, indem ex an jedem folgenden Tage eine gleidie Strede weniger ald am vorher-
gefenben suriidlegt. Wieviel filometer Hat er am erften Tage guriidgelegt, und wieviel
Detrug jener Unterfdjied, wenn er am leften Tage 14 km juriidlegte?

41, Gin frei fallenber fdrper legt, wenn bom Wiberftand dber Luft abgejehen
ivird, in ber erften Sefunbe etiva 4,9 m unbd in jeder folgenden Selunbde immer das
Doppelte diefes Betrages (¢ = 9,8 m)?) mehr ald in der vorfhergehenden Sefunbde
sueiid, Wie grof ift a) bie Fallitrede in ber 10, Sefunbe, b) ber gejamte am Enbe bex
10. Sefunbe jutiidgelegte Weg?

42, Weldye Crpebniffe exfhalt man fitr die Falljtrede in dber ffen Sefunde und File
bie gefamte in ¢ Gefunben guriidgelegte Fallftrede, wenn man allyemein ben MWeg in
per erften Selunbe mit L g Degeicdynet?

43. YNach roievicl Setunven fillt cin Stein in einem Schachte von 60 m Tiefe
auf dbem Boben auf? (Verwerte dic Angaben von Nr. 41.)

44, Gin fentredit in die Hihe geiwvorfener Kdrper verliert infolge der Un-
gichung duvd) bie Erde in jeder Selunbe 9,8 m an feiner Gejdyvindigteit. Wie qrof
war bie Unfangsgejdivindigteit einer RKugel, bie nad) 40 Selunden tvicder zu
Boben ficl, und welde Hohe hatte fic crveidt?

45, Unf Grund verfdiedener Veobachtungen fiber die Eigenwdrme der Erde
ift fejtgejtellt ivocben, daf die Warme der Erde bei 25 m Tiefe mit der mittleren Jalres-
temperatue bed Veobadhtungsorted iibereinftimmt und von hier ab um je 1° Celius
mit fe 32 m Tiefe zunimmt, Wie Hodh) mifte dbemnady bei einexr mittleren Jafhress
tempevatur von 10° @eljius bie Temperatur der Erde in einer Ticfe von a) 345 m,
b) 1 km, ¢) im Grdomittelpuntt (Grdhalbmefjer = 6370 km) fein?

1) g (vom lat. gravitas = Scyoere) it die Vejdylennigung beim freien Falle



[\} L. Ubfdnitt, Arithmetifche und geometrifcdhe Meihen und ihre Unmwenbungen.

46. Sn weldjer Tiefe wiirbe unter ben in Aufg. 45 angegebenen Borausfepungen
a) bie Temperatur 50° betragen; b) dbag Waffer fodjen; c) Gold jdymelzen (Scdhmelzs
punft 120097

47, Mit einer Fahrradpumpe pumpt man Luft in ein 1500 cem fajjendbes Hobr,
Nadh reieviel Folbenftifen toird bad Rolr unter a) 2, b) 5, ¢) 6 Atmojphiren Drud
jtehen, wenn man mit jedem Kolbenftof 300 cem Cuft einpumpt?

B. ®eometrijdhe Reiben,

1. @epie bie Reihen a) 1, 2, 4, 8 uji,, b) 3,9, 27, 81 ujw,, ©) 1, §, } & ... weiter
fort und gib an, wie bu aud einem Gilicbe jeber Reifje dbasd folgende finbeft.

2, Bilde Reihen, indem du bon bem Anfang2qliede a) 4, b) 5, c) 10 audgeljend jedes
folgende Glied dburd) Multiplitation mit a) 2, b) 5, ¢) J Geredyneft.

Coldje Reifjen Hheifjen geometrifdhe Reihen

Eine geometrijdhe Neihe ijt eine Jahlenfolge, bei der man jedes
folgende Glied aus dem vorhergehenden durd) Multiplitation mit einer
fonjtanten Grofe erhilt,

TWahrend alfo bei einer avithmetijdhen Meihe bie Differeny giveier aufs
einanberfolgenber Gliebex fonftant ijt, ijt bei einex geometrijdhen
Neihe der Quotient je goeier aufeinanderfolgenber Gilieber eine
fonftante Grodfe.

it biejer Quotient gr o fer ald 1, jo erhdlt man eine fteigende, ijt er
fleinerald 1, eine fallenbde NReihe; gib Beijbiele fiix beide Arvien von
MReihen.

Der Quiotient fann aber audh) pojitives ober negatived Bor-
zeidhen Haben. Jit erpofitiv, jo exhilt man eine Reife, deven Glieder jamtlich
glciches BVorzeicdhen Haben; it aber der Tuotient negativ, jo erhdlt man ab-
wedfelnd pojitive und negative Glieber: man Dbeformmt eine alters
nierende Reihe. Gib auch Beijpiele fiir dieje beiben Arten von geos
metrijden deihen.

1. Allgemeine Bildung einer geometrifdhen Reibe.

Begeichnen toir wieder bad Unjangsglied mit a, den fonftanten Quotien-

tennmit g, jo lautet bie NReihe:
a ay ag® aP® ... agti)

1. Glied 2. ®lied 3. ®lied 4, Glied n's @lied

Bergleidht man den Erponenten von g mit der gugehdrigen Stellenzahl
(bem ,, Jeigex"” ober index) eined (liedes, fo exhalt man filx dad k* G liebd,
dbasd allgemeine Glied, einer geometrijhen Jeihe den Uusdrud

a =a- gt
unb fitv bad Endglied
(1) L II' t:aq"_l.

1) Die Vegeidhnung ,qeometrifde” Neife edlirt jich baraus, baf ieb-es ®lied bac
geometrijche Mittel der beiben benadibarten @lieder ijt; 3. B.

ag' = Yagq® + agb = Yu* g8 (Aligemeiner Veweis?)
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@ind von ben 4 Grdfen der Formel [ = ag—! bdrei befarnt, jo ldjt
fidg die vierte Dbeftimmen. Welde Werte ergeben fid) allgemein fliv a, ¢
und n? Was jite eine Jahl muiy n jtetd fein?

[Beftinime g und n durd) Logarithmieren der Gl. (1).]

2, Beftimmung der Summe einer geometrifden Reibe.
Wiv nehmen g als pojitiv an:
Wir abbieven die Glieder dber geometrifhen Reibe und exhalten
s=a+og+at+. ..+ a* 4 ap?
Multiplizieven tir nun beiderfeits mit g, jo erpibt fidh
sq = aq + aql <4 aqa _+_ N aqn—-‘a + ﬂqn—l + agr
Durd) Subtraftion der Gleichungen erhalten riv
s(g— 1) =aq" — a= a(g" — 1); folalich
_a(g—1)
(2) LI 8 = ] q_l -
Jit ¢ < 1, die Reihe aljo fallend, jo ift aud ¢ < 1; bemuach jind
" — 1 unb ¢ — 1 negativ. Man jdhreibt dedhalb bie Fovmel (2) in diefem
Falle beffer in ber Form [eriveitere die vechte Seite von (2) mit (— 1)]:

(2‘1) ... 8=—mw.

1—q
Bweite Ableitung der Summenformel: BVelanntlid) ift (¢" — 1) : (¢ — 1)
PN s S A + ¢*+ g+ 1. Man Ditte deshald die Fonuel (2) aud
folgenbermafen ableiten fonmnen:
8 ijt s=ua+ ag+ ag®* +....+ ag1
s=a(l4+ g4+ ¢ +..... + ¢
s=a(¢"1+..... +@-g+ 0
gr =1
s§=a- >
qg—1

3. Anendlide geometrifdie Reiben.
BVon befonderer Wichtigteit fiud die unendlidgen geometrijhen Reihen:
a, ag, ag*, ag®... Cm (epted Glied gibt es in diejem Falle
nidyt.
Was unter dbex Summe einer unendliden Neihe zu ver
ftefen ift, wollen wic an enem Beijpiele flar marhen:

©oll bie Summe der unendlichen Meihe

L+ L + '17 . - ‘}_ &
10" 108" 108
gebilbet twerben, jo gehen toir von ber endlich en Neife
sn=1+-l—+—l-+ ..... -}-;
10 ° 10% T+t
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aus und bilben bie Summe bex NReilje:

I—( o']" 1—(11}"

1= Tr g TR

Laffen toir in bdiefer Fovmel n immer grofer merhen, fo rirb der Brud
(1%) tmmer fleiner und néfert jich mit wadhjendem n beliebig bem Werte 0,
obne diefen Wert zu erveidhen. 0 wird deshalb der Grenjwert gemmnt,
dem fidh ()" beliebig nihert, wemn n iiber alle Grenjen wabit;
man jdyeeibt:

(1) se=1-

lim (15)° = 0.7)
a—r %

(lies: , Zime3 von ({;)" fiiv n gegen oo gleich 0')

3n bem Ausdbrud (1) ift der Nenner (auf der redyten Seite) bei allen n
berfelbe, bexr Jahlerdes Brudesaberwirdbmitwadjens
bemnimmergrifet undnifhertjidh, mennnitberalle
Brengenwddijt, bemBertelbeliebig. E muf{id jonad s*
mit wadfendem n einem Grengwerte s ndfhern, ben man dbuvdh Einjessen
vou lim ({5)" = 0 erhiilt. €5 ijt alfo

"w—-p
"
frcaf
10 1 1 10

s=lim —¥ 4 — = —.
n—p m 1....L 1_‘1 o 9
10 10

Dicjer Grenjwert s =!§0- wird die Summe der uneublidjea Reihe oder

der Grengwert det unendliden Reihe 1 + 10 ¢ Wi 10= -------- genannt.

llm ben Sinn biefer Benennung ganz su verjtehen, bilden wir die
Feilfummen:

§;=1 = 1,000
=1+ | =110
sa=1+116+.l§—'1 = 1,110
5= I+1Lu+1{_=+T{T3 = 1,111 ujw.

Wir fehen, dafj die Teiljummen imumer geofer rerden, bafi aber die
Bergrofierung von einer Teiljumme zur nichiten immex exft in der folgenben
Degimalftelle zum Ausdrud fommt. Bilbet man die Differenzen

') m angubeuten, daf n teine fejte, jondern eine verdndexvlide Grope iit,
fdhreibt man n-— co; fim ift bie Wblirgung von limes (lat.) = Grenge.
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S — 83 = ujtu.,

3} i

9’ 90’ 900

jo erfenut man: Mit wadfendem » fann die Differens 8 — 8, beliebig

flein gemadyt werden. Vian jagt deshalb: Mit wadjendem n ndbert

fid) die Summe s, dem Werte 8, oder s ijt der Grenywert, dem fidh

die Summe s, belicbig ndbert, wenn n iiber alle Grenjen widit,
wid fdhreibt:

1
§—8§=—; §— 5, =

lim 8,= 8.
a—r >

Nicht bei allen unendlichen geometrijhen Reifen [Gfit jid) ein joldher
endlider Grengwert finben, denn laffen toir in der Formel

a(@ —1)
(2) s= =
n fiber alle Grengen wadhjen und ift ¢ > 1, fo widit aud) ¢" fiber alle
Grengen (bilde Beifpiele daflir), und fiir s, ift ein Grengwert nidt
vothanben.

St hingegen ¢ < 1, ]'n tmrb mit marbienhem n bev Wert von g" immer
fleiner (3. B. L > (3)* > (4 .), unb je gridfer wix n nefymen, dejto mehr
ndfert fich ¢" dem %exte 0 ubﬂe ihie jedoch au erveichen. Da die Differeny
jwifden ¢ und 0 mit tnud;ieuhem 2 beliebig Flein gemacht werden fonn,
fo ift 0 der Grengwert, dem fidh g™ nihert, wenn g < 1 ijt und 2 iiber
alle Grengen widit:

lim q" =0, wenn g < 1.1
n—prx

NS Gumme der unendlidhen geometrifhen Reifhe
ergibt jich bemnacd) fiir ¢ < 1:
a(l—q") a(l—0) @
3) s=1Ulim - = = .
o o 1—¢q Tg | Ay
Tropbem bdie Jahl der Glicder der Meihe unendblid) grof ijt,
ift die Gumme aller Flieder ber Reifhe bod) endlid,

a .
i—g ift.

Die periodifdhen Dezimalbriide bieten jamtlidh Bei-
jpiele joldjer fallenden geometeijdyen Reifjen mit unendlid) grofer Jahl von
Bfiedern, die einen beftimmten enblidhen Grengivert haben. Fiir den Brud)
J,666 . . . 3 B. foimen wix jeben:

0,666 ... = S+ vbsr +viog+ « « « «
A3 Summe dex unenbhr[;en Nethe exqibt hcfj nad} (3]
S=fpill—vp)=§=14%
Der Brud) § iftaljober Brengmwert bexunenbdlidhenNeifhe.

Wird bei ber Summation ber MNeifje nuv eine endliche Jahl von Glicbern
in Mechnung gegogen, jo erhalten it nur einen Waherungsmwert.

ba der Gremywert der Neihe

) Bgl. S. 48 Aufg. 21.
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CGine unendlidhe Neihe, die einen beftimmtien
(fendlidhen) Grenzmwert hat, wird ald Fonvergente Reilhe
Dezeidynet; eine unendlide Neihe aber, die feinen
jolden (endlidhen) Grenzwert Hhat, heift divergent. Nadh
oovmel (2) jind alle unendliden geometrvijdhen MWeihen,
bei dbemen g<1 ift, tonvergent, foldhe jeboch, bei
bemen ¢g>11ift, bivergent.

St g =1, jo geht (2) in die Fornr s =% fiber, bie an und fitr fic)

feinen Deftimmten Wert hHat; denn fekt man %= z, fomuff 0=0-2

feinn, toas fiir jede belichige Bahl x erfilllt ift. Ju diejem Falle ift s = o,
ba man unendlich biele GSfieder a Fu abbicren hat; die Meihe ift aljo
divergent.

Wie lautet alfgentein die Summenjormel, wenn ber Quotient g der
Meihe negativ ift, aljo eine altexnievende Meile vorliegt?

flbungsbeijpiele:

1. Dag Anjangéglied einer geometvijchen Neihe Heigt a) 1, b) 10, e) &, d) 0,6,
ber Quotient a) 3, b) 1, o) 4, d) Titl" Ji¥te heifen bie ecfien 6 Glieber ber MReihe und
bagé 10, Gified?

2, Das lebte Glied einex geometriidhen Neibe von 9 Gliedevn ijt 512, ber Duotient 2.
Wie Heifit bas erjte Glieb?

3. Das lefte Glied einer geometrijchen Reihe von 7 Gliebern ijt 11, der Quotient 1.
Weldjes ift das erfte Glied?

4. Wie Heift bic Neihe von 6 Gliedern, deren erited Glied 2 unbd beven Teptes
186 ift?

5. Beldyes ijt ber Duotient einer aus 4 Glicbern bejtehenben Neihe, beren erjtes
Gified 4 unbd deven lehted Glieb 135 ift?

6. Das erjte Glied einer Reilje ift 4, dad lelhite 2048, ber Quotient 2, Wieviel
$liedber enthilt bie Heihe?

7. Dad erfte Glied ciner Reihe ift 128, bad lepte &, der Duotient L. Weldpes ijt
bie Glieberzabl?

8. Weld)es ijt die Summe der auf 12 Gilieder fortgejesiten Reile 1,3, 9,27....7

9. a) Die Summe 1444 164 .,.. bid auf 8 Glieder gu berechnen.

b) Dedgleichen 9+ 6 4+ 4 4 .. .. bid aufj 10 Glieber,
10, a) Die erften 10 Glicber der Neife 1, £, §.... su jummieren.
b) Bilbe die Eumme ;4 ;+ &+ .... 0id auf 9 Gljeder.
c) Welden Wert Hot die Summe 14141+ .... ig?

11. Wie Heifit die Summe einer geometrijchen Neifhe, dexen erfted Gliedb 32, beren
fefited 1 und deren Quotient & ift?

12, @ine Neihe, deven evfted Gllied § unb beren lefted Gilied 40k ijt, Dat ben Quo-
tienten 3. Wie grof ift bie Summe?

13, MWelches ift bns erfte Glied einer geometrijden MNeifje, deren Summe 117180,
peren fepted GSlied 93750 unb deren Duotient 5 ift?
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14, Gine mit  beginnende Reife hat 7§ jur Sunune unbd 2 sum Quotienten. Wie
heipt bad lebte @lied?

15. Wieviel Glieder enthilt die Reihe 5, 20, 80, ..., deren Summe 436905 ijt?

16, ©djalte givifcdhen bie Glieder ber Meihe a) 1,4,16,64....,b)1,2,4,8,16.,..
nod je ein Gied jo ein, baf wieber eine geometrifdie Reife entiteht; toie Heift die Neifhe?

17, Edyalte gwijden a) 2 und 16 noch 5 Glieder, b) 3 und 81 nodh) 9 Gficder,
e) 4 unb 16 nody 8 Glieder jo ein, daf eine peometrijde Reihe entfieht; wie Heifen bie
Heihen?

18. Beige an den Beifpiefen a) 1, 2,4, 8.,.., b) 1, %, 1, & .., wie fich a) eine
fteigende, b) eine falfenbe geometrijie Neife graphifd) dariiellt.

Bervedine die Summe folgender unendlidjer Reihen:

1. a)1+3+3+5+-... b)1+2+@E2+EP+....
2, a) 84+ 8- 4-8-(F2+8-(§+..b) —4—4-(}) —4-(}2—4(FP—.
2l a)2—1+3 —2+ 13—+ ... b)10—01- 0,001 —0,00001 + ...

- 3 3 3

22, a) Y8 +2-+V2+1 L., b3+ — 4 —— 1 —=
Bret+1+13+ VI T e

Wilbe felbjt folde forverpente uneudlidhe Reihen,

23, ) 14+ x4 2% 2, (five<1), b)l—a®J-at—a®f a8 — (flicz<<]),

Lerwanodle folgende periodifdhe Degimalbriiche in germeine Briidye:

24, 2) 03131 .... b) 0,7373 ..., c) 071437143 ...,

925. a) 2,4046. ., b) 5,7272.... e) 9, 135135.,..

20. a) 021717 ..., Is) 03177, ... e) 12,455....
Unwendungen:

27. Dex Erfindet ded Schadyipiels folfte jidy eine Belohnung wallen, unbd er ver-
langte mnr, wan jolle ihm auf dad evjte Feld ded Schadibretted (von 64 Feldewn) ein
Weizentorn, auf dos giveite 2, auf bad britte 4 Nbomer ufio. Tegen. Wicviel Weizen-
torner Dhitte er exhalten?

28. Gin Verjdywender wollte die Huje feines Pferded mit Silber befchlagen (afjen
unbd fragte dben Sdhmied, tvieviel ev bafiiv verlange. Diefer forady: Fiiv dbad ESilber
verlange ich gar nidyts, Gezahlen Eie miv fiir den exften Hufnagel nur 1 Pf. und fir
jeden folgenden bie Halfte mefr ald flix ben vorfergehenden, jo bin id) zufvieber.
Wieviel verlangte der Edymied, wenn an jeben Huj 8 Nagel fommen?

29, 3n eine Nahrjliifigleit werben 4 Vazillen gebradyt, die fid) durd) einfadye
Teilung, b, . burd) Spaltung, alle 2 Stunben vermehren. Wie grof ift die Angahl
ber YVagillen nady 24 Stunben?

30. a) Won gofy 11 einer Flifjigleit gu 41 Wajler, von biejer Mijdung mwieder
11 gud 1 Waifer unbd jeste die Verbitinung 6mal nacdheinander fort. LWie grofy wax dex
Gehalt an jener Fliffigkeit in der leften Mifdhyung ?

b) Qn einem Glefife befinden fich 70 | Weingeift; e2 werben 5 1 weggenommien
unb burc) ebenjoviel Wafjer exfept. Wieviel Weingeift befindet fid) nody in der Wifdyung,
wenn biefed Verfahiren 20mal angewenbet rird?
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31. Jn einem Sagbrevier, beffen Hafen bei ginglicher Schonung fidh jahelich um
vaé Dreifadje vermehrt Hoben, befinben {id) jebt 2835 Stid, Wie grof war bie Jahl
ber Hafen vor 4 Jafhren?

32, Jemand jat 4 Weigenfrner und benubt die gange Crnte jtetd u neuer Aud-
jaat. Wieviel Safhre muf ex warten, bid er minbeftens 1 Wl (zu 1,5 Mill. fdener ges
redinet) evntet, tvenn bie Eente burdhichnittlich 9mal fo grof ift wie bie Ausjaat?

33. Gine Quftpumpe fat eine foldhe Banart, bap mit jedem Kolbenzuge 3 bex
unter ber Glode Gefinblichen Luft auggepumpt jverden, Wieviel Nolbenziige find nitig,
big die LQuft auf J verbiinnt ift?

34, Fiix eine Crhebung von je 10,5 m nimmt der Luftbrud um 1 mm ab;
fteht bad Barometer aljo am Meeredfpiegel 760 mm Hod, fo zeigt ed in 10,6 m Hohe
759 mm; bie Dichtinteit ber Luft betrligt alfo jett T34 (gegen 1 in Meeredhihe) unbd
nimmt in geometrijdjer Neihe ab. Weldje Didhtigleit Hat die Luft a) auf bem Feldberg
(Taunus) (880 m), b) auf bem Montblanc (4800 m)? Weldyes ijt ber betreffende Batos
metetftand ?

35, Beim Durdhbringen einer Gladplatte verliert ein Lidiftrahl {5 feiner Hellig
feit, Weldjen Bruchteil ber wrfpriinglidien Helligteit Hut demnady ein Lidtfvahl nody,
toenn et burd) 10 gleidybide Platten hindburdygegangen ijt? Wieviel Platten Hat ex
burchdrumgen, twenn er nur noch bie Hilfte der Helligeit befist?

36. Bei unjerer Stlaviertonleiter ijt nur das Intervall der Oitave (1:2) tein; die
iibrigen 11 gwifchentiegenden Tome find fo beftimmt, baf ihre Schivingungdzahlen
mit ben Sdhtwingungdzahlen von Grundton und Oitave eine geometrifdhe Neihe bilden.
a) Welched ift dev Quotient diejer Reihe? Weldyes Verhilinis ergibt {id) dbemnady file
bie Jutervnlle b) der Quinte, ¢) der Duorte?

37, Bon einem Puntte des einen Sdjenfeld eined Wirnteld von 60° foixd auf
ben anberen Scenfel basd Lot gefdllt und Hievauf vom Fufpunite diefes Loted ein
soeited Qof auf ben exften Schenfel, bann wieber bag Lot auf ben gweiten Schenlel uft,
PWie grop ift bie Summe a) der erjten 6 bdiefex Lote, b) aller Lote insgejanit, wenn
bo3 erfte Lot 3 (@) em mift?

38. Nus ben Hifen eined gleidhjeitigen Dreiedsd mit der Seite ¢ = 16 cm
fei ein Dreted, aud befjen Diohen jvieder ein Dreied Fonfiruiext ufv. Wie grof ift die
Sunme der Flideninbalte a) ber erften 5 biefer Dreiede, b) aller Drejede zujanumen?

39. Gophidma (Trugjhluf) de3 Benon (um 500 v. Chr.): Wchilled verfolgt eine
Sdytlbfrite, bie in etner Cuifernung bon 1 Stabion (etiva 190 m) vor ihm Herlriedhit,
mit zrudlfmal jo grofier Gejdhroindigteit. fommt Achilled an der Stelle an, o bie Schilds
Trite zu Unfaug jid) befand, jo ift biefe um & Stabion weiter; buvdylduft Adhilles diefe
feine Strede, fo wird die Sdilbfrdte un 1 Stadion toeiter fein ujw. €3 wird alfo
Uchilles die SchilbFrite nie evveidhen, objdhon er fidh) ihr immer mehy nihert, fldre den
Trugfdhiup aunf, inbem bu bie Laufzeiten adbierjt.

(. 3infeszind= und Rentenrechnung.
Grflarung Werden bei einem Kapital, das ettva auf einer Spar-
faffe zindtragend angelegt ift, am Sdlujfe jeded Jafhresd die Jinfen zum
Rapital gejhlagen, fo werben in der jolgenden Jeit and) die Jinfen
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mit verzinft; man jagt bedhald, dbagd Kapital fei auj Binjedzind auss
geliehen.

Bildbe Beijpiele und beredyne von Jahr zu Jahr die Werte, gu denen die Anfangss
tapitalien antvadien,

1. Hauptaufgabe: Ableitung der Jinfeszinsformel.

Auf welden Endwert k, wad)it ein Anfangstapital k, das ju p § auf
Jinjesyins ausgeliehen ift, im Laufe von n» Jahren an?
a) 8 fet n eine gonge Saf)I Die Zinfen von k Marf gu p § betragen nad

Ablauf ded erjten .E}‘L'd)tes 100 H
erften Jafres daher bie Cumme
T N P

Rapital und Jinjen ergeben am Enbe bed

1000 100
Bezeidmen toir den Faftor (1 +4 00), mit dbem dbas Unfangsfapital k
su muliiplizieren ift, den ,,Jinsfaftor, mit ¢, jo ift

GG=a"4
3n gleider Weife twie k vermehrt jidh nun k, im Laufe ded jtveiten
Jafhred wmn bie Binjen biefed Jahres und rivd ju
— Jin2
= (l+100)“.k1q—!sq.
Geben ivix diejes Verfahren fort, fo jehen tir, wie dbad RHapital in geo=
metrvijcher Neihe wadjt; nad n Jahren ijt jein Wert
(1) ky =Ekqg®?).
b) Die Fovmel (1) qilt fitr ganzaabliged n. Jjtdbasd Kapital k
(n +3) Jabre su pf aufJinjeszinsd ausgelichen (wobei n tvieder
eine gange Babl ift), jo erqilt jich) die Beredynung ded Endlapitals jolgender-
magen:
k toird guerjt n volle Safhre und bie Gumme, gu dex k nad diefen n Jahren
angemadyfen ift, nodh 1/, Sahr verzinft. Jn den exften n (gangen) Jahren wadit

k an gu
k,=k- q".
k, bringt mun in dem folgenden Y/, Jahre nur Halb fo viel Jinfen tvie in

ky - p : ky * p/! :
einem vollen Sahre, alfo 100 12 = ] Demnad) ijt

:l-}i - ku + p/2 o ( + pfz)

l 00 100

1) Borausdfepung fir unjere Ubleitung ijt, bdak bdie gefamtien Binfen jtets
roieder gum RKapital gejdlagen werben. Jm Gelbverfehr verfihrt man nicht immer
fo, ©partajjen 3 B, verginfen vielfach nur bie vollen Marfbetrige.
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Gefst man 1+ %’6

(2) Koy} = kv ¢y=k-q° qu

Beige, baf man 3u demfelben Cnbivert gelangt, twenn man bag Fapital k
auerft 1/, Jahr und bann n volle Jahre verzinit.

Wie verginfen Spattajien Gelbjumnen, die nidjt am Unfang, jonden in der Mitte
ihred Gefehditsjahres a) eingegablt, b) ausgeznhit werden? [t bos Werfahren ber
Prapis in (bereinftimmung mit unjeven Formem? Unterfudie an Fahlenbeijpiclen
ben lnterjdiied, ber fich evgibt, wenn man an Gtelle der Formel (2) bie Formel (1)
auch firx nidht ganzzahliges n benuit.

c) Werben dbie Jinfennidht am Enbe jebed Jahres,
fonbern bereitd am Cnbde jedbed halben Jahred zum
fRapitalgeid I n gen, jo betragen die nad) bem exjten Hnlben Jalhre

= ¢y, fo witd

falligen Binfen ——- ¢ Sapital und Binfen demnad

100 '
e " Pls /e ‘
kp =kt 100 = (1 + 100)" k<
Diejesd Kapital wird im nddjten Halben Jahre verginft und wid)jt bems
nah mit Jinfeszing an auf

k- /s /
o T -

Nad) m DHalben JFahren ergibt fich aljo

(8) K.y = - q./.

Bergleiche diefe Formel mit dex bei jahelicher Verzinjung und entividle
bie entjprechende Fornrel bei vievteljahrlid er Verginjung.

Die Formeln (1) biz (3) fomten aud) Unwenbung findben bei Beved)-
nungen fiber Junahmebder Bevodlferung einer Stadt ober eined
Lanbes, fiber Jumwadgsdvon Waldbungenu bgl. Die organifde BVex-
mehrung erfolgt giwar in Wictlicdhfeit ftetig ), aber die Veredhnungen werben
von Jabhr zu Jahr vorgemommen.

Die Abzinfungsformeln.

Die Formeln (1) bid (3) geben an, welden Summen ein RKapital
nad) beftimmtien Beiten gleidmwertig ijt. Man nennt diefe Formeln
beghald Aujzinfungsdformeln und g (g,) den Aufzinjungs-
jaftor. Man Hat Haufig audh die Frage zu beantworten: Welder
Summe ift ein fapital vor einer bejtimmten Jeit
gleidgwertig gewejen.

Nennen wix dbas gejudyte Ramtal b, fo ift nach Fovmel (1)

q‘li

1) Die ftetige BVermehrung Tanu exft fpiter in Band 4 behanbdelt werben,
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ober (la) b= -}iﬂ =lk- (i)n
q q

bunennenmwirbden Barwert ber Summe kvor n Jahremn.
Das Beredhnen bed Barwerted nennt man aud) bidfontieren und
Sormel (1a) dbementjpredend die Didtontierungsdformel Jm
Gegenfap sum Aufzinfen jpricht man aud) von Abzinjen und nennt

1
dementjpredjend Foumel (1a) auch Abzinjungédiormel und —
i

pen Abzinfungsdfattor

Gang entjprechend erhilt man:

(2a) b =—;h—* =k (1_).1 % und
9" q q LA
k 1\=

Mitteld der vorftehenden 6 Fovmeln ijt ed moglidh, Kabitalwerte mit-
einander ju vergleichen, die auji verjdhiedene Jeitpunfte bezugen find.

Auf Jinfeszins jtehende Geldjummen Fonnen nur dann gleidygejetit
werden, wenn ihre fiiv denjelben Tag bHevedhneten Barwerte gleid) jind.
St weldhen Tag dbabet der Vaviwert beredhnet wird, ift, wenn finr bie
Berzinfung ber Gwmmen devjelbe Jindfufy in Rednung zu jeten ijt, gleich-
gitltig; notmwenbdig ift nuy, daf der Barwertjedesdmal flir dben
pbenfelben Tag bereduet vird.

®rapbhijhe Darftellung der WVerzinfung.

Die grophijde Darftellung der Verzinjung mweijt gegeniiber den bis-
herigen graphijchen Darftellungen die CEigentiimlichieit auf, daf, da bdie
Lerzinjung tmmer nur am Ende ded Jahred erfolgt, die Funftion b = kg,
fich bei ben ganzen LWerten von n fprunghait dnbert und von einem gans-
zabligen n big zum naditen fonjtant bleibt. Die in ber Abbildung fiir g = 1,04

T

1 L Tl A e !,1

R S .
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unb k=1 gezeidinete, aud fHovigontalen Gtiiden fich zujammeniepende
treppenartige Rurve ijt daher dad Bild ded Verginjungsvorgangsd (aus
@riinben der Naunterfparnis ift die Horigontale durd) den Orbinatenpuntt
1,00 afgd RNullinie gezeidhnet). Die Darjtellung ift jedod) 1toch durd) eine bie
Runfte 0 I, I 11, 11 111 ujw. jebedmal gevadlinig berbinbende geftrichelte
furve vervolljtdndigt, deren praftijhe Bebdeutung folgende ift: Wird ein
SKapital nidht am Anfong oder Ende eined RNedynungsjahres, jondern in einer
aiijhentiegenden Feit abgehoben, o werben fiir bie {iber die ganze Jahl
von Jafhren Hinausdreichende Jeit einfache Jinjen bevedhnet. Cinjadhe Ver-
sinfung aber wird graphijd) burd) eine Geradbe bavgejtellt (begriinde, wiejo);
bie gejtrichelte Rurve geftattet deshaldb die graphijche Vejtimmung bdes
Endroerted ded RKapitald bet einer nidht gangzahligen ngahl von Jahren.

Wiirbe die Funftion y = k - ¢# (fitv beliebige boiitive Werte von a)
graphifch davgejtellt, jo twitcde jie genau durch die Puntte 0, I, 11, 111, IV
ufw. gefen, zwijdhen diefen Punften jebod) iwitrde jie etivad unterhalb
unfevet geftrichelten Surve bleiben, aber die Ubweidhung von dex gejtrichelten
Ruroe toiirde nue geving fein. Wendet man dedhalb bie Formel iy, = k + g»
auch fiic nidht ganzaafhliged n an, jo iff der dbamit gemadite Fehler nicht
grof.

Wit Hilfe der geftrichelt gezeidneten Turve famm man Jinfeszindauj-
gaben ndaferungsdiweife IBfen und fich jo jdhnell einen Nberblict
verjhajien. BVilbe felbft filr die Figur pajjende Beifpiele und Ibje fie.

Fiir genaue BVerednungen veviwendet man im Gejddfidverfehr Finfess
sinstafeln, bie fiix die gebrandhlichen Jinsjake dad Anwadhjen von 1 ML,
nach 1, 2, 3. .. Jahren angeben.

Stelle eine joldhe Tajel auf fir a) 49, wund 10 Jalhre, b) 39 und 12 Jalre,
e) 5% unb 15 Sahre und redyne damit,

1ibungsbeijpiele ).
1) Tas Cnblapital mwitd gejudt.

I, Wie heipt der Jinsfaltor, wenn bie Verzinjung zu a) 69, b) 109, ) 15%,
d) 319%, e) 41‘_;-%, i) 5%%, ) Bi%, h) 339%, 1) 419, k) 439, 1) 3-5% exfolgt?

2, 9uf weldhe Swmrenwadyent a) 12009NE, 3u 1295, b) 13509 qudd %, ¢) 1650 ME,
gu 419, d) 5320 ML, gu 459, ) 6380 ME. ju 33% in einem Jahre an?

3. Gin Sapital bon 1000 ML, fteht a1 89 auf Jinjeszinjen. Bie groff wird ed nach
10 Jafren fein?

4, Gin Vovmund leat das 24000 MY, betragende Vermbgen fehnes Miindeld zu
99/ o an, baf bie fabulich su entvichtenden Finfen twieder gum Kapital gefehlagen werden.
Auf weldhe Summe hat dag Miindel Anjprudy, wenn e3 nah 15 Jahren grofjdhrig wird?

6. Auf welde Swmme roddyit 1 ME nad) 300 Jahren an, wenn 4% Jinfeszinjen
perechnet mwerben?

1) @amtliche Aufgaben find unter bev Vorvansfeung g ljen, daf die Finjen ftets
audj in den Ieinften Teilen zum Kapital gejdhlagen tverden,
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6. Berechne bie Endjiomme von
a) 2500 ML ju 49, in 12 Jahren; by 18500 ME u 59 in 24 Ja‘jren;
) 5000 , , 4% . 40 d) 28500 , , 6% , 8 ,

7. Bu weldger Eumme indre 1 I angewad)fen, fwenn jie von Ehrifti Geburt bis
fente mit 39, verzinft worben fodve? Eudie div von ber jich ergebenden Sunume eine
mbglichit anjdouliche BVorjtellung i madyen,

8. Auf eldje Summe toive bie 1871 feftgefette Krieqdentidhddigung Frantreidhs
on Deutfdylond (4 WMilliarben Nart) Heute angemwachien, wenn man jie mit 59, verzinjt
hitte?

9. lim ivieviel permefren fich 1000 MY, wenn jie 10 Jahre lang gu a) 339, b) 41%,
t) 45% auf Binfessins fehen?

10, Der gegenwdrtige Beftand eines Walbes tvird zu a) 20000, b) 22400 cbm
abgejddfit. Wieviel betrigt berfelbe nad) a) 20, b) 10 Jafhren, jvenn fodfrend biefer
Beit Tein Holy gefillt roird und man annehmen baxrf, daf ber Veftand jidh jadhrlich wm
21% vermefrt?

11. elhes wird der Stand ber Vevdlferung eined Landed von jept 2 Millionen
Eeelen nach 10 Jahren jein, wenn and den Sterblichleitde und Geburtsregiftern
nadjgeiejen ijt, dbaf im Durdhjdnitt jahriidh auf 40 Perfonen etn Tobedjall und auf
30 Perfonen eine Geburt fommt, und man annimmt, baf die Hinjtige Bevodlferungs=
sunafhme biejelbe Dleibt?

12, Bu welder Summe wadijt ein Tapital bon 10000 ML in 10 Jahren an,
ba3 au 59, auj Binjeszinjen ausgeliehen ift, wenn bie Binfen a) jddid), b) Halb=
jafulich, c) vievteljahelid) sum Sabital gejdlogen twerben?

13. Wie Hod) toddit ein Kapital von 25000 ML, Dei 59 in 12 Jahren an, wenn
bie Jinjen a) jahrlidy, b) halbjahrlid, c) vievteljahrlid) zum Kapital Hingugefiigt werben?

14, 3u weldjer Summe wad)jen a) 5000 ML in 3 Jahren 8 Monaten ju 5%,
b) 7500 ME. zu 49 in 10 Jahren 4 Donaten mit Finfeszing an?

15, ie hod) wadhfen 28450 ML, an, wenn fie 95 Jahre fang zu 419 auf Jinfes:
sinjen ftehen und jabrliche Binstermine ongenommen roecben?

16, Jemand Hat 4580 ML, in eine Bant einbegahlt mit der Vefthmmung, dah 35%
Johreszinjen bei Halbjaheliher Vevzinjung beredinet werden. Weldje Summe faun
er nady 7 Jahren 10 Wonaten erheben, wenn bie JFinfen jtetd gum KNapital gejihlagen
erben?

b) Das Unfanpdfapital witd gejudt.

17, Wie grofy war ein Kapital, das durd) Finfeszinfen a) gu 4% in 20 Jafhren
auf 15000 ML, b) su 3,5% in 17 Jahren auf 300000 ME, angewvadjen ijt?

18, TWeldhen LWert Datte ein Fabital vor 18 Jahren, bad rodfhrend bdiefer Jeit ju
49, Binjeszind ausgeliehen yoar und jept 5400 MI, betragt?

13, Jemand foll nad) 6 Jahren 7965 ME. Degabhlen. Wieviel Hat er jeht 1 bezahlen,
wenn ihm 41% Didtont gervifrt werben?

20, Gine Summe bon 1500 ML, au 41% auf 12 Jahre gu distontieven,

21. A fauft von B ein Haus fiir 41000 ML, untex ber Bebingung, baf diefe Kaulfe
futnme erjt nad) Ablauf von 5 Jahren, jedoch ofue Jinjen, fallig fein foll, Nad) einent
Seinbarbt=Jeleberg, MathematiiGes Lehrbudy, A IIL 2
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Safhre fommt B in Gelbverlegenfeit und bietet 89, Tidlont, wenn A ifm bie jdulbige
©umme jofort bezahlen riixbe. Wieviel Hiatte A zu zahlen?

22, Wie grofi war bie Eintwohnerzahl einer Stadt vor 12 JFahren, wenn fie fidh
jihulich wm Y vermehrt hat unb jept 24000 Seelen zinlt?

23. Die Gimwohnergahl eined Lanbed betrigt 1650000 Seelen; nody jtatiftijden
Erhebungen tann bad Verhiltnis ber jihrlidhen Todesfdlle su g, dad ber Gebuvten 3u
gz der Bevollerung angenommen iverden, Wie grofi war bie Bevolferungdzohl
vor 25 Jafhren, wenn innexhalb biejed Beitrauwmes jened Verhaltnid fonftant ge-
plieben ift?

24, Der gegenirtige Beftand eined Waldbesd toird auf a) 25000, b) 120000 m”
abpejhiipt, Wie grof twar der Beftand vor a) 15, b) 20 Jahren, wenn er fid)
jifrlicdh um a) 2, b) 219 feines jebedmaligen Holzbefianbed vermehrt fHat?

25, Wie groff muf ein Kapital fein, bad zu 49 jihrlich auf Binfedzinfen ause
gelichen tirh, twenn e8 nad) 15 Jafhren ebenfoviel wert fein foll wie 4500 ML 3u
69 nach 9 Jahren?

26. Weldyes SNapital wEdft in 14 Jahren bei 5% Rerzinfung zu dem gleichen Betrage
an tie ein anbered um 3500 ME. grofered Stapifal zu 49% in 8 Jahren?

27, Bei der Verjteigerung eined Hanfed bietet A eine bare Summe bon 25000 M,
B vifl 12000 ML, bax und 14800 ML, nach 4 Jahren bezahlen, und C exbietet fid),
nach & Jahren ein SKapital von 32000 MY, ju entridten, Welded Gebot ift basd
hichite, wenn ber Verkdufer mit 49, Binfedzingd redimet?

o) Der Jindfuf wird gejudt.

28. Bu tvieviel Progent muf ein Kapital & auf Binjeszinjen ausgeliehen werben,
unt in o Jahren auf ben BVetvag k, angwoachfen?

a) k= 1160 ML, n =18, k, = 2010 WML
b) = 18270 , =11, = 28120
o) = 400000 , =30, =1207000

29, Bu ivieniel Progent toar ein Kapital vou & ML, angelegt, 1wenn e5 in n Jahren
auf k, ML angerwadyjen ift?

a) k= 12000 ML, n =18, k, = 23864 ML
b) = 6500 , = 8 = 889570,
¢) = 3600 , =10, = 6502

30. Bu fvieviel Progent vermehrie fid) ein Fapital von 8000 ML in ben leften
20 Jafren, wenn ber Wefier jept von bem angeivadifenen Kapital jihrlich 756 AL, ein-
fache Binfen zu 49, bezieht?

31. Gine Bant [aft fich fiix bad bare Darlehen von 600 WL, einen Sduldjdein
{iber 800 ME, nadh) 3 Jahren zahlbar, ausitellen. Wieviel Progent nimmt fie?

32. Bu tieviel Progent ijt ein Lapital ausgeliehen, wenn e in 18 Jahren zu bex
felben @unune anmvddft foie ein boppelt jo grofed RKapital ju 69 in 4 Jahren?

33. Bu wieviel Progent jahrlich muf ein Kapital von a) 3980 ML, b) 1250 KT,
ausgeliefen werben, um in a) 13, b) 20 Jahren durd) die Finjedzinfen auf den gleiyen
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—

Betrag anguwad)fen wie ein Kapital von a) 3560, b) 1200ML, s a) 41%, b) 31%
in a) 17, b) 24 Jafhren??)

34, Dexr Beftand eined TWalbes ift por 4 Jahren auf 25000 m?, fept auf 27000 m?
gefchitt worben, Wieviel Progent ergibt fich Hietnad) fitr bie jahrlide BVeflandszunahme
besd Walbes?

35. Eine Gtadt Hatte vor 5 Jahren 180000 Cimvofhner, heute fat fie 250000.
W twieviel Rrogent hat fich die Cintwohnerzahl durdyjchmittlich in jebem 'Jahre vermefhut?

d) Die Unzahl ber Jahre with gefudt

36, Wie lange ift ein Kapital & audgelichen, wenn ed Bei p% Jinfedzind auf k,
angervadyjen ift?

a) k= 8677 MY, p =4 % Kk, =13730 ML
by = 15670 , =319, =1926240 ,
o) = 4000 , =319, = 604
d) = 5000 , =809, = 8448
8) = 200 , =419, = 2400

37. Wie lange mitffen a) 3000, b) 9775 ML, zu a) 5, b) 3%, auf Jinfedsins {tefen,
win 3u bem gleihen Betrage tvie a) 5000 zu 4%, b) 12000 ML, s 4% nad) a) 12,
b) 8 Jahren angumwadfen??)

38. Wie lange muf 1 BF. su a) 4%, b) 5%, ¢) 41% anf Jinjeszins gelegt werden,
bamit er auj 1000 ML, anwadjt?

39, Fiir bie Erriditung eines Dentmals, deffen Soften auf 35000 ML, veranjdlagt
jind, roucde durd) Sammiungen eine Summe von 23550 Mk, aufpebradit. Da jedod)
bie Ausfiihrung dbes Dentmals nidht frither beginnen foll, al3 bid bie Noften vollftindig
gededt find, fo legt man bie Summe su 43 % borlaufig auf Finfeszinfen an, Wie lange
wird man mit dem Veginn ded Baued foarten miifjen?

40, Jn einem Teftament bom Jalhre 1817 jourden 5000 Gulben zur Erriditung
einer Eraiehungdanitalt audgefetit, die aber exft bann gegriindet werben foll, wenn basd
fapital jihrlid) 25000 Gulden Jinfen bringt. Die SGumme von 5000 Guldben war ju
59% angelegt. Jn weldem Jafre fonnte die Anftalt ervichtet werben?

41, Eine @emeinde ivill in iGrem Walbe, ber jeht auf 12305 m® abgejdist twicd,
erft bann ol jdlagen laffen, wenn ex einen Veftand von 15000 w® exveidht hat, Wie
lange mufy nod) geiwartet toerden, bid der erfte Holzidhlag ftattfinben fann, wenn bex
idhrliche Buiwad)3 Jy betrigt?

42, Jn wieviel Jahren verboppelt fich ein Kapital, bad su a) 3, b) 3%, ¢) 4,
d) 4%, ) 5, f) 10, g) 15, h) 20% ousgeliehen ift?

43, %W 1, Juni 1890 yurben 1000 ML, 3u 41% auf Binjedzinfen gegeben. Gie
wurden mit 2222 ML, zuriidgezahlt. Wann gejdhal) bies?

44, Wann toucben 5000 ME, ju 439% auf Jinfedzinfen ausgeliehen, wenn fie am
7. Mai 1910 mit 12000 ML, zurhdgezahlt wurden?

1) @8 jollen jebesmal bie bet a) obex b) ftefenben Baplen gujammen gefhivren.
2%
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e) Gemijdhte Aufgaben.

45, Gin Kapital ift ju 5% {@helich auf Jinjeszinien fitv 12 Jahre ausgelichen, Wie-
viel gange Jafre mifte s ju 49; audgeliehen werben, wenn ed minbeftend zu ber
gleichen Hohe anoadyjen follte tvie im evjten Falle?

46, Jemand Hat jiahelich 800 ML, am Ende bed JFahres su zahlen, will bie Swmnie
aber a) in halbjahelichen, b) in vievteljdfrlichen Raten enteichten. Wieviel Hhut ex a) Holb-
jdhelidy, b) viecteljahrlic) 3u zahlen, wenn a) 219, Halbjabhrdzinjen, b) 139, Vievtel
jafrazinfen beredynet werden?

47, Wieviel Prozent Hat man bet a) halbjahrlidher, b) vievteljdhrlicher, o) monat-
licher Lerginfung angufekien, twenn fie einex jafrlichen Vevzinfung von 5% gleidvettig
fein joll?

2, Hauptaufgabe.
Femand Tegt jedes Jabr a Mart auf Jinjeszinjen; wie grof ift der
Cndwert aller Gingahhngen nad Ablanf von 22 Jahren?
a) Die Cingafhlung exfolgt am Enbd e jeded Fahred:
Die 1. Bahlung fteht (n — 1) Jahre auf Jinjeszing; ihr Endiwert ijt aljo ag—?

n 2' n n (n — ‘:.} " n n f n n n n aqu—"
w B ] w B=3) 4 » " i " w o ag?
,,{ﬂ'—-l)“,, " 1 S(‘lfjt " " ¥on " won q
,  nte o frdgh feine Jinjen mehr; jie bleidt unverdnbert a.
Durc) Adbdition der eingelnen Endiverte erfalten iy
; o1
Sp=d+ag+a@+ ....+a +apt=a- fI

b) Finden bie Eingahlungen ju Anfang jebesd Jahres ftatt, jo
ethilt man bie Summe

““1
Sa=aq+ag+ag*+....+ag" +ag"=aq - Q

—1

Wie fann man diefe Endjovmel unmittelbar aus bdex @nb[otmel a)
ableiten?

Sm Gefdyajtavectehr bermenbet man zur Abfitvzung der Redynung be-
jonbere Tafeln, die fiiv a =1 ME. bie Endbjumme fiir bie verjdhicdbenen Jahre
prgeben. Stelle jolche Tafeln auf a) fitr 3'/, % und 10 Jahre, b) 4 % und
12 Jafre, ¢) 5% und 15 Jahre.

c) Qft bereitd ein Rabital k vorhanden getvefen, zu dem jdhrlich
auier dent Jinjen nod) a Mart jugefiigt roerden, fo ijt
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E=k -q°+a: q ((Smgat}luugen postnumerando)?)

md H=k- -¢"+aq - ‘{1 = (Eingahlungen praenumerando).?)

d) Werden dagegen ant Ende jeded Jahred a Mart von einem Kapital
tveggenomnten, fo ijt ber Endwert (die Reftfumme oder das Guthaben)

E=kq'—a-9.~———-_1

q—1
ober, fall3 die a Maxt ju Unfang jebed Jahred tveggenommen werben,
7 g* =
e n__ . ¢
E=kq"—aq g—1

Dieje Formel fanu bei der Tilgung (Umortijation) von Anleihen
Auwendung finden, indbem dann der Endwert gleid Null gefetit
toitd. Betvdgt der Wert dber Anleifhe (Nominalvert) k Maxt, die in
n jahrlichen Raten (Unnuitdten) 3) von a Mart (jededmal am Ende eines
Sahred) getilgt werden foll, fo muf nach n Jahren

f}" = I
ka" — . ot
q a —————q = 0
fein. Hieraus ergibt fich fiiv die Unnuitit a dber Wert:
Ll L
W}

Diefer Betrag a wird jdhrlid) dazu benupt, um einmal bdie filligen Jin 3-
jcheine enzuldfen (Jindquote) und geiteng eine Angahl von Schuld -
fdheinen (Obligationen) surticufaufen (Tilgungsquote), um allméhlich
bie Schuld 3u tilgen.

Qnjolge der jahrlichen Abzahhungen wird bie Jahldber S chuldjdheine
wnb dbamit die ©duld jumme vervingert und fomit audh ber Betrag
verminbert, ber jur Cinldofung bder JFindjdheine (fupons)
erforbeclich ift. Da die Unnuitdt von Jahr zu Jahr diejelbe tjt und die Jina-
quote von Jahr zu Jahr teiner wird, fo muf die Tilgungdquote entjprechend
qrofier oerden. Der Tilgungsdplan (Umortifationdplan) der Anfeihe
mufy mit BVeriidfichtigung diefer Umijtinde jo enttooxfen wecben, daf jchlieh-
lih alle ©cdjulbjcheine, deven Gejumtnenniwert dem Betrage der Unleihe
gleichfommt, guciidgefauft find (ogl. ben Tilgungsplon €. 22),

flbungsbeifpiele.
a) Dad Endfapital wirb gefudit,
1. Qemanb legt jahrlich am Anfange bed Jahred a) 150 INE., b) 300 ME,, ¢) 450 ML,
d) 860 ML in eine Sparfaffe. Ju welder Hohe find feine Einlagen am Enbde ded
22, Qalred angetvadhfen, tvenn die Spartafje nur mit 39 verginjt?

1) b.hoaom Gube bed Jahres.
) b h.oam Anfang des Jabhres,
3) pom lat. anous,
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Filgungsplan
ffiv eine mit 4% au vergmfende und mit 2% zu tilgendbe Anleihe von
20 MLl Marxt.
Jagre . . | 4% Binjenvom |  Verbleidt
& :;gd;ae | Sdyulblapital 6 %0 Unnuitdt 6@%&2@&01 fiir bie Filgung
1 | 20000000,— | 1200000~ | 800000— | 400 000,—
2 | 19600000,— | 1200000,— | 784000,— 416 000,—
3 | 10184 000,— | 1200 000— 767 360, — 492 640,—
4 | 18751860,— | 1200000,— | 750 054,40 449 945,60
5 | 18801414,40 | 1200000,— | 752056,58 4G7 948,42
6 | 17888470,98 | 1200000— | 713338,84 486 661,16
7 17 846 809,82 | 1200000,— | 698 872,39 506 127,61
8 | 16840 682,21 | 1200000— | 673627,29 526 872,71
9 | 16814809,50 | 1200000— | 65257238 547 427,62
10 | 15766881,88 | 1200000,— 630 675,28 569 824,72
11 15197 557,16 | 1200 000,— | 607 902,29 592 097,71
12 | 14605 459,45 | 1200000— | 584218,38 615 781,62
13 | 13989677,83 | 1200000,— | 559 587,11 640 412,89
14 | 13349264,94 | 1200000,- 533 970,60 666 029,40
15 | 12683235,54 | 1200000,— | 507329,42 692 670,58
16 | 11090 564,96 | 1200000,— & 479 622,60 720 377,40
17 11270 187,56 | 1200 000,— | 45080750 749 192,50
18 | 10520995,06 | 1200000,— | 420839,80 779 160,20
19 0741 834,86 | 1200000— | 389678,39 810 326,61
20 8941 508,25 | 1200 000,— 357 260,33 842 739,67
21 8 088 768,58 | 1200000— | 323 550,74 876 449,26
22 7212319,32 | 1200000— & 28849277 911 507,23
23 6500 812,09 | 1200000,— | 252032,48 947 967,52
24 5352 844,67 | 1200000— | 214118,78 085 886,22
25 4 866 958,35 | 1200000— | 174678,33 | 1025321,67
26 3 341 636,68 | 1200 000,— 133 665,47 | 1066 834,53
27 2275 802,15 | 1200 000,— 91 012,09 | 1108 987,01
28 1166 814,24 | 1200 000,— 46 652,57 | 1153 347,43
29 12 966,81 13 485,48 518,67 12 966,81
20000 000,—
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2, Gin Padter twvar 8 Jahre Hindburch mit jeinem am Enbe desd Jahres filligen
Radytzind von 860 WE. im Ridjiand gedblicben. Wieviel hatte er am Ende deé adyten
Jahres gu begahlen, wenn die Jinjedzinfen in Redynung gezogen wurden und die Schuld
gt 49, verzinft wurde?

3. Jemand legt ein Sapital von 6000 ME. ju 5% an und figt am Enbe eines
jeden Jafjres nody 500 ME. Hingu, Juweldhem Vetrage wird bas Kapital nady 10 Jahren
angetvadyfen fein?

4, Bu einem Sapitale von 16850 ML, dbas g 59 angelegt ijt, werden aufer
ben Binfen am Sdlujje eined jeden Jahres nody 250 ML Hingugefiigt, Su weldjer
Summe wirth dbaburdy bagd Kapital in 15 Jahren anwadjen?

5. Gin Bater legte fiir feine Stinder 3000 ML, in die Sparfafje und fligte jdhrelic)
am nfange dbes Jahred 100 ML, hingu. Weldye Hohe erreichten dbie Einlagen nad)
12 Jabren, wenn bie Spartaije 3% Binfen vergiitete?

6. Jemand hatte ein Vermbgen bon 80000 MY, das zu 419, angelegt war; zu
jeinem Unterhalt braudhte er jahelich 5600 ML., bie er am Anfang des Jahres abhob,
Wie qrof war fein Vermdgen nad) 20 Jahren?

7. Gin Saufmann Hat in feinem Gefdafte ein Kapital von 50000 ME, und exsielt
pamit einen Geroinn bow 15%,. Bu jeinem Unterfalte nimmt ex jebes Fahr am Anfange
6500 ML, von dbem Ertvage weq und vertoenbet ben Reft roieber ju gefhaftlichen Lnter-
nehmungen, Wie Hod) belduft fich fein Vevmigen nach 15 Jahren?

8. Jemand Hat fein Vermidgen von 36000 ME. auf Jinfedzinfen zu 49 jtehen und
begieht am Ende eined jeben Jahred ju feinem Unterfhalte 1500 ML, Wie grof vird
jein BVermbgen iw 15 Jahren nod) fein, wenn der Jnsful berfelbe bleibt?

9. Ein Schuldbner foll jekt bar 4900 ML, bezahlen, ijt aber nicdht in ber Lage, bie
Bahlung au leijten. Nad) Mbereinfunjt mit bem Gliubiger begahit ex jahxlid) 1100 WL
am Anfange bes Jahres. Wie grof ift die Schuld nad) 4 Jafren, wenn 5% in Rednung
gebracht wetben?

b) Dasd Anfangétapital wird gefudt.

10, Gin Kapital, da3 8 Jahre lang ju 3% auf Binjedzinfen ftand, iourde am
Cnbe jebes Jahres nody wm 600 ML, vermehet und war dadburd) anf 24985 ML, an-
gelad)jen, Wie grofy var bad anfinglihe Kapital?

11, Wie arofi wax bad Kapital, baé zu 49 auf Jinjeszinfen angelegt twar und
burdh) Binjedzinfen nund dburc) eine jibhulidhe, am Unfange bed Jahred geleiftete Julage
von 150 ML, in 20 Jahren auf 36000 ML, angelwadhjen ijt?

12. Gin 3u 49, angelegtes Stapital, dad jafrlidy am Gnbe dbed Jahred um 550 M.
vermehrt wucde, ijt auf 86000 ML, angewachjen. Wieviel betrug ed vor 16 Jahren?

13, Wie grof war ein Kapital, bad 12 Jahre lang ju 5% audgeliehen, auj 10000 ME.
antoucdh8, wenn jafrlich am Unfange bed Jahres 200 ML Hinzugefigt wurdben?

14, Manhe Verfiherungdgefellichajten geben bei jofortiger Bahlung ber Pramien
filr 4 Jahre bad 5. Jahr frei. Jft diefe Jaflungsiveife bei p = 45% fiix ben Berficherten
votteilhaft? Wieviel macht ed bei einer jafrlichen Brdmie (praenurmerando) voil
200 ML, aus’?

15, Wie grof war eine Stiftungdfumme, wenn man bei 4% iger VBerainjung bis gur
Uufzehrung der Glejamtjumme 40 Jahre lang am Eude jeded Jahred 4000 MY, verauss
gaben fonnte?
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16, Wie hod) muf bie ©dhuld einer Stabdt gewejen fein, toenn diefe sur Tilgung
15 Qafre lang eine Summe von 1200000 M. Hat audiwerfen mitijen? (5% Jinjen.)
(Ymortijationsplan,)

¢) Die Fahl ber Jahre wird gefudt.

17. Gin Rapital von 3740 MY, sn bem aufer ben Binfen am Edinjfe jebes
Nahres nody 450 ME. gelegt wurden, ift bei 494 Binfen in einer gervifjen Fett auf H265 ML,
angemwadjen. Wie lange ftand bad fapital aus?

18. Nadh 1ieviel Jahren wird ein Kapital bon 265000 M. auf 36000 ME. ange-
wadyjen fein, wenu jihrliid) am Cnde bes Jahred 400 M. gugelegt werben und bex
Bingfuf 4% betragt?

19, Einem Stapital von 3200 ML, bad zu 4% angelegt ift, werben jahrlich 300 ML
am Enbe bed Jahres hingugefitat. Jn wieviel Fahren toird ed auf 7223 ME. angemwadjen
fein?

20, Gin foufmann ftiftete einft ein Napital von 65000 MY, jur Grimbung einex
wortbilbungsanitalt, die ind Leben treten follte, jobald die jabrfichen Binfen der
Etiftung den Betrag bon BOOO ML, evveidht hatten, und unter dex Bebingunyg, daff von
anbever Seite bid dalyin ein praenumeranda gu gaflender jifrlicher Jufdhuf von 1200 ME,
gefoidhit wiirbe. Nady wieviel Jahren Yonnte bie Unflalt ihre Titigleit Leginmen?
(p=58%)

21, Jemand iibergab einer Bant fein Vermidgen von 54900 MY, begon aber jedes
J0hr praenumerando eime @umme bon 3600 ML Nad) wieviel Jahren twar fein Ber-
mogen aufgebrandt, wenn 49, Jinjeszinfen gervechuet wurben?

22, (¢8 fotte jemand filr eimen Housfauf von einer Vant 100000 MY, geborgt
unbd fid) verpflicdhtet, die Schuld mit 5% 3u verginfen und mit 109 zu amortifieren, Jn
weldjer eit hatte ex bie Schuld getilt, und rieviel Hatte ex tm leften Fahre ju jahlen?

23. Gine Gemeinbe, die eine Anleife von 20 Millionen Wart aufgenommen Natte,
hat mit einer Unnuitit von 2 Villionen Marf ihre Sduld nad) einer geroiffen Jeit
getilgt. Wie lang ift diefe, jvenn die Echuld mit 49 verginjt wurde? (Winoetijotionsplan.)

24, Die bdritte deutjdhe Unleife bed Weltfrieges fhatte ald Ergebnizd 12 Milliarden
Tiaxk, TWie lange iviivde es bauern, Bi5 bie Anleihe getilot ift, wenn bei einem BFins-
fufie von 5% bie Umnuitit 1 Milliarde betragen Joll ? (Umortijationsplan.)

25, Nad) toieviel Johren tvirh ein Wald gang abgeholat fein, wenn der jepige
WBeftand 12753 m* Detrdgt, ber jafrliche Buivachs su 239 angenommen twird unbd am
Gnbe eined jedben Jafhres 1600 m gefallt werben?

d) Die jdhrlidhe Bulage wird gefudt.

26, Jemanb legte 12000 ML, in cine Spartajfe und fiigte aufer ben Jinfen am
Ed)lujie eines jeden Jahres nod) eine gewiffe Gumme zum Kapitol. Dadurd) erhihte
fid) biefed in 8 Jafren bei einer Veredhnung von 31% Binfeszind auj 22137,85 Mt,
T8ie grof rar die jdhrlich jugefiigte Gumme?

27. Beld)e Summe muf einem zu 4% auj Jinjeszinfen angelegten Kapital von
6000 RE, jdlelich) am Unfang ded Jahres gugefiigt werden, damit ed bereitd nad)
10 Jahren die Hohe von 14000 N, erveicht?
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28, Gin Stopital von 10000 ¥, dad fid) gu 43% verainft, joll in 20 Jahren auf
35000 ML, gebracht lwerben, Wie grof mufy ber jahrlide am Enbe bed Jalhres zu
aahlenbe Jufjhup jein’?

20, Nady bem Lonboner Jahlungsplan vom 5, Mai 1021 follte Deutfdiland an die
Enfentelinber 132 Millinrden Gfolbmart zahlen. a) Welde Annuitit erqibt jicdh, rwenn
die Sdyuld mit 59 verzinjt und in 40 Jahren getilgt jein jollte? b) Welded wiirde bie
Nuenuitdt fein, wenn bei Tilgung der Sdyuld in 50 Jahren dber Jindjuf auf 69 exhoht
toiltbe?

30, Gine Stadt Hotte eine Unlethe von 25 Millionen Maxl aufgenommen und
Obligationen zu 1000 ML, KO0 MW, und 200 ML, mit Bingjdeinen gu 4% audgegeben.
a) MWie grof mufte die Unnuitit fein, wenn die Ecdyuld in 20 Johren getilgt fein jollte?
by MWie mupte fich ber Tilgunpéplan geftalten?

31. Fitr bie eleftrijde Liditanlage in einem Haufe find 1150 M, erjorderlid) ge-
wejen, bie auf die Mieter entfprediend dem Grundbmictpreis verteilt werden jollen.
Wieviel hot jeder Mieter gu zahlen, ivenn die Grundbmieten 900 ME., 1050 M., 950 WML,
und 800 L. Gefragen unb tvenn bie Ausgaben mit 129, verzinjt und in 15 Jahren
amortifiect fwerben follen?

32, Gine AUnleife von 2 Milionen Mart foll dburch 60 gleicdhe Vievteljahraraten
getilgt 1oerben, von benen bie erfte nad) 3 Jahren gur Auszahlung gelangt, Wie grof
mufy die Mate fein, lvenn

a) 1% fiix bagé Wierteljahr,
b) 49, fiix bad gange Jabhr berechmet wwerben?

8. Hauptaufgabe: Feitrenten.

Bezieht jemand in gleidhen Jeitabjchnitten eine Summe von be-
itimmter Hohe, fo toird biefe Sunume ald Nente begeichuet. Dad Bezugs-
recht auf eine folche Mente wicd dadurch eclangt, baf ein beftimmtesd
Mapital (Mife = Einjat) eingezahlt tird, vder dafs biec Jahlunger.
jahrlid) wiedberfehrend (Prdamiengahlungen) erfolgen.

Gine Jeitrente wird ecine vevtraglicdh feftgejefite RMeihe
von Jahren begogen. Wirh die Jiente dagegen bi& gum T obd e desd
Empjfinaerd bezablt, jo wird jie Leibrente (oder Lebensrente) genannt.

MRednungen mit Jeitventenw Tafjen fich mit Antoendung geometrijder
Nethen leicht ausdfithren; bei den Leibrenten, die unter D behandelt merden,
mufy bas Alter dex Perjon, tweldhe die Rente beziehen will, jowie ihre wahr-
idyeintiche Qebensbdauer beriidiichtigt werden, wobet bie Sterblidleitstafeln
sugrunde gelegt mwerden.

Ginen befonbderen Fall der Jeitventen jtellen dbie fog. ewigen Renten
bar, b, . Nenten, die ,auj ewige Jeiten” zu zahlen jind; ed jind das 3. B,
Stiftungen ober bie ald Nenten ober Fonjold bezeidhneten Wertpapicre,

a) Jemand will fid) oder jeiner Familie durd) eine einmalige Jahlung
einer Gumme an cine Rentenbanf das Redt cuf den Bejug ciner Rente
von » Marf fiir 22 Jabhre jidern, jo daf die ezjte Rentenzahlung 1 Jahe
nad der Cingahlung der Mije beginnt. Weldje Summe Hat er eine
jugablen?
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Die Verechnung evjolgt unter Anwendung ded Grundjates, daf bdie
Leiftung der Banf gleid) der Gegenleiftung des Berjidherten ift, rwobei
Leiftung und Gegenleiftung auj denjelben Tag bejogen tverben milfjen.

Wir wihlen ald Bezugstag das Ende der gejamten BVerficherungsjeit:
Die einguzafhlenden x Mart ftehen n Fahre Hindburdh auf Binfedzing und
mmadhfen in bdiefer Jeit auf z - ¢ Marf an. Die am Enbe bed erften
Johred an ben Verfidjerten bezahlte Rente r erveicht in (n — 1) Jahren den
Wert r - ¢gn—1; bie zweite Fahhung erveicht den Wert r - ¢»—2 ujrv, Nadh
pem @Grunbdjap: Leiftung der Banf gleih Gegenleifung bded Verfidherten
bejteht bafer bie Gleidung:

g — 1

E'Q"ZI'(Q"_1+Q"“2+Q’““3+ _____ +1)__.,I._qg_1,
* (q° — 1)
bemnad x=——
q°(q —1)

Man nennt a aucdh den BVarwert der NRente.

Da bie einmalige Bahlung dber Gumme « der n-maligen Jahlung dev
Jtente r gleidhivertig ift, jo Tann an Stelle ber n-maligen Bahlung ber Renter
aud) die ¢in malige Fahlung der Gumme = treten; x fann dedhalb aud)
ald Abfindungsfumme fiiv die Rentenzahlung angefehen werden.

Leite die flix den Fall der vorfdiifjigen Rentenzahlung geltende Cnb-
formel ab.

S Gefdaftsoertehr benubt man aud) hier anftelle der Formeln Rentens
tajeln; jtelle joldhe bei felbjtgervdfltem g a) beir=1 fiiv z, b) beiz =1
fitv r filv eine Meihe von Jahren auf.

Bujah Fu demjelben Ergebnid gelangt man, wenn man alle Werte
auf ben Tagber Eingahlung ded Kapitald begieht; ed mitfjen bann
bie TWerte der eingelnen Renten auf diefen Tag disfontiert werden. Fithre
diefe Redhmung durch.

b) Jemand will jid oder jeiner Familie dadurd) eine Rente fidjern,
oaf er 71 Jabhre hindued) am Unfang eines jeden Jahres eine bejtimmte
Summe @@ in eine Bant unter der Bedingung einjahlt, dafj dann » Jahre
hindurd) eine Rente » am Anfang jedes Jahres bezahlt wird. Wie grof
it Der von ihm jdbhrlidh ju jahlende Betrag (die Primie)?

Wir beziehen die Werte aller Prdamienzahlungen und ebenjo bie Wexte
aller Nentenzahhumgen auf ben Tag des Ubjhlufjes des Vertrags, b. h. wix
beredhnen die Barwerte, die twieder nach dem Grundjak: Leiftung = Gegen-
leiftung gleid fein mitfjen:

Die Jahlungen des Werfiderten betvagen jahrlid) und groar vom Tage
bes Bertragdabidlufjes ab gevedhnet je a Mark. Die Summe dexr Bariverte
ift aljo

a a
q =
Yiejt man die Gilieder bex MReihe in umgelehuter Folge, jo exqibt jich fojort:

cer W on
45 SV Be™ omm o=
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Die erfte Jahlung feitens der Bank im Vetrage von r Marf erfolgt am
CEnbe bed min Jahresd; ihr Wevt, begogen auf den Tag des BVertvagdabidhlufies,

ijt afjo q—rm—; ber Barwert der nidjten Jahlung ijt ‘}“—:_—l ujiv, Demmnadh

befrigt die Summe der Bartverte
r r r

B! — F 5 E"r_i,‘_'l' b R Ij;,',':}_'w__'_\]!
wofite fich beim Lefen der Meihe von vedhtd nach linfs jofort exqibt:
» =1

(@) si 5 o5 By= et et

Durd) Gleidhjebung der Leiftung (I) und ber Glegenleiftung (2) ers
fjalten toix

[ e qm ---_1 4 r . 'j'" — 1

_q.m ?—_l__—q_hl:i-n-—l q_l
obet a (qm —— ]) — .':_" (qn — 1)
»(q° — 1)
und demmna Sl R
N g {g*=—1)

¢) Gwige Nenten.

1. Goll dburdy Cingahlung einer einmaligen Sunune ber Vezug ber
Nente r fiiv immer jidger gejtellt tverden, fo hHat man in dex &. 26 untex
a) abgeleiteten Gnbjormel

rg—1)
O = .
gy — 1)
niiber alle Grengen wadfen zu lajjen und ben Grenztvert von a zu beftimmen.
Chne ieiteved Bt fid) aber diefer Grengitbergang nidyt vollziehen, da
jorvohl der Fdhler al3 aud) ber Menner unendlich grof tverden, wenn n
unendlich twird. Dedhalb fivgen wir vorher durd) ¢* und exhalten

=

== qg—1 !
; (l E 51) »
jo bafs Y ="£'me— T ) e foixd.

Man fann gu diefer Formel aud) ohne Grengwertbetrachtung fommen,
inbem man beadhtet, daf die eiwig zu zahlende Nente der Jinsertrag der
Mije fein mufi und baf y (g — 1) diefen Bindertrag darftellt.
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2. Werden e Jahre hindurd) je @ Mark als Pramie eingezabhlt, um
eioigen Mentenempfong au evmoglidgen, fo Hat man bei der unter b) abs
geleiteten Endjormel
rgt—1)
qu (qm ) l)
ben Brengiitbergang fitv n — o zu vollziehen. MWir fiivgen aud) Hier zus
nad)jt burch ¢ und erhalten

r (1 — %)
q

a1 =

= ———,
qn! - 1
Als jaheliche Vramie, die m Jafhre su zabhlen ift, erqibt fich fomit
NS
- q*m-_ 1'

LQeite aud) dieje Formel ofne Grengiwertbetrachtung ab, inbem du jus
néhit ben Kapitalivert bevedmeft, der fic) ergibt, mwenn m Jahre lang bie
Prdmie b eingezahlt mwicd, und bann den jdbulichen Bindertrag diefed an-
gefommelten Rapitald bejtimmit.

fibungsbeifpiele.

a) Einmalige Gingafhlung.

1. Weldje cimmalige Gumme iit einjuzaflen, roenn man 14 Sahre lang am Schluffe
eined jeben Jahred eine Hente von 450 MF, begiehen will? (319 Jinjen.)

2. Jemand will jich die Anwartidhaft auf eine Wente von 600 INE, evioexben, bie
12 Jahre lang vorichiifia bezogen twerden foll. Welde Mije muf ex jeht dafilc bezahlen,
wenn bie Jinfen gu 3%, gerechnet werden?

3. Weldjes it dber Barwert einer n Jnhre hHindbureh postnumerando gahlbaren
Nente von r Wart?

a) r= 1150 ML, p =39, n =25 Jahre
by = 6476 = 5oL =) [ e
ey =2000 , —_-4%}, =20

4, Semand fat eine vorfhifiine Mente im Yetvage von 450 WL auf 14 Fabhre
au begiehen. Welden Borvert ftellt diefe bar, wenn 59, Jimjer in Redhnung nebradyt
wetben?

5, Die Erben eined grofen Vermigend hHoben bie BVerpflichtung iibernominen,
ber Familie eines alten Dievers des Exblnfjers nodh 156 Fnhre lang jifrlid) prasoumerando
1000 9NE. audzuzahlen; jie rwollen fid) aber ifrer BVerpflichtung durd) Jahlung einer
Abfinbungsdfumme entledigen. Wie grof muf dicje fein, wenn 5%, Binjen geredys
net twerden?

6, Weldje ALfinbungsjumme hHitte fich vei Aujgabe 5 ergeben, wenn bie Nente
nadidifiig ansdzuzahlen gewefen rdre?

7. Gin BVater oill feinem Sofin eine vorfdhiifiige FaHhresrente von 1200 ML, auf B Jahre
jichern, welthe diefer aber erjt nad) 9 Jahren e evjten Viale Geyiehen foll. Welde
Suwmme 1oivd ber Vater jebt in eine Koffe etnguzahlen haben, bie 49 Sinjen rednet?
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8. Jemanbd zaflt ein Fapital von 24650 ME, an eine BVant, um 12 Jahre lang
eine ant Ende eined jeden Jafhres fillige Nente begichen zu fonnen, Wie grof ift dieje,
wenn eine Berzinfung mit 4 9 angenommen foixd?

0, Wie grop ift die vorjdifiige Mente, bie cine BVant gegen eine Einlage von
25000 ML, auf bie Dauer bon 20 Jahren bei einem Jinsfuf von 339, bewilligen fann?

10. Wie grof ift bie nadijdiifjige Jahresrente, deven Genuf aunf 13 Jahre einem
Stopitale bon 20000 T, gleidygeadhtet wicd, wemn mit 495 gerednet wird?

11, Wie grofs ift bie borichitjjige Rente, wwenn bas Kapital & Mart, ber Ginsfuf p%
uub bie Ungahl ber Jafhre n betrigt?

a) b = 13880 ML, p =59, n=11 Jahte
b) = 18770 " = 6%; =12 "
©) =00485 , =31%, =2

12, Jemand zablt in eine §ajfe 10000 Mt, ein, um nady Verlauf von 15 Jahren
eine 24 Jafhre laujenbe voridyiiffige Mente gu begichen. Wie Hod) twird diefe fein,
wenn 44 9, in Nechynung gebracht werben?

13, Wie lange fann eine am Eube eined jeben Jahresd zahlbare Nente von 250 ML,
bejogen werben, rwenn ifr ein Banwert von 3664 M, entjpricht und 3§ 9%, Binfen ge-
redynet foerben?

14, Qemand il fiix 34 580 IRE. eine borjdyiifjig ahlbare Jahresrente von 2000 ML,
ertverben. Anf wieviel Jahre fann ihm diefe Rente berilligt werben, wenn ein Jindfuf
bon 49, angenommen foird?

15, nf wieviel Jahre fann eine vorjdilfiige Mente von r ML bei Eingohlung
eincd Sapitald von b UMY bezogen tverben, wenn ber Biusfuf p Y, betrigt?

a) b= 25000 ML, r=3238 M., p=56%
b) = 5436 , = 400 ,, =49
¢) = 50000 , = 2719 , =31%.

16, Gin §iapitalift gibt einev Dorfgemeinde ein fapital ven 20000 MY, u 69,
unb erhilt bafily bie Venfibung eined Steinbruds, veffen jahrlider am Sdhlujfe desd
Jahres berechneter Meinmertrag fich anf 1500 ML, beldujt, Wieviel Jahre fann ber
(elbgeber biejed Nupungiredit beanfpruden?

17, Semand will an Stelle einer ifhm auf 20 Jahre zuftehenden nachidiijfigen
Rente von GO0 ML, eine Rente bon 750 ML, beziehen. Wieviel Jahre Hindburd) tann
er bieje erivarten, wenn fiirbeide Renten ein Jindfuf von 594 in Redynung gebradyt wird?

18, Wieviel Jahre muf man 2000 ML, auf Jinfeszind ausleifenm, um bei einem
Bindfuf von 4%, auj 10 weitere Jalhre von dem fo angewadiienen Kapitale eine vor-
ijiifiige Merite von 365 Wit. bezichen au fomnen?

19, Gin Sapital von 10000 M1, witd 10 Jahre auf Jinjeszing ansgeliehen, Wieniel
roeitere Jafre fann von bem o angewadyjenen fapital eine nachjdhitfjige Rente von
1825 ML, begogen werben, wenn ein Jindfuf von 49 in Redhuung gebradyt wird?

20, Wm fich eine nad) 10 Jahren beginnende vorfdyiffige Jnhredvente von 1200 ML,
au jidhern, gahlt jemand 9155 ML, ein. Wie lange Tann er bieje Rente beziehen, wenn
39, Binfen beredynet toerden?
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b) Jibhrlidhe Pramienzahlung.

21, Qemanb zaflt 26 Jafhre lang am Edjlufie eined jeden Jafhred 250 ML, in eine
Bant ein, um vom Enbe ded 26, Jahred an eine 12jihrige nadyidiiffige Nente zu be-
piehen, Wie grofy it diefe fein, toenn bie BVant mit 49, redhnet?

22, Weldien Vetrag Hat man 20 Jahre lang am Anfang jebed Jahred in eine
Staffe eingulegen, um vom Unfjange bed 21, Jahred an eine boridiifjige Rente von
600 L, 10 Jobre lang gu begichen, wenn 3%, Binjen in Rechnung gebradyt twerben?

23, Welde Swmine Hhat man von jeft on gu Unfang eined jeben Jahres zu ent-
tidjten, wmn nacy Ablauf von 16 Jahren eive 10 Fahre lang, am Enbde jebes Jahres
begichbare Hente von 1000 IRY, erhalten ju Tonnen, wenn 49, geredinet werben?

24. @& werben 12 Japre lang am Sdyluffe jedes Jafres 250 ML. in eine Banf ehis
gelegt, bamit vom Edylujje bes 20. Jafres an eine 10jdhrige nadhidhiijjige Mente begogen
wetben fann, Wie Hodh ift diefe, wenn dburdiiveg 31 9, Jinjen in Rechnung fommen?

25, Wie fHod) toird fid) bie Rente belaufen, wenn in der vorigen Aufgabe unter
Beibehaltung ber fibrigen Bedinguugen die Vant filr vereinnafhmte Gelber 4%, fiir
beraudgabte bagegen 5% %, in Untedynung bringt?

26, Jemand will 21 Jahre Hinburd) (praennmerando) eine Prlimie zahlen, tamit
nach) Verlouf diefer Jeit ex jelbjt obex feine Grben 8 Jahre Hindurd) eine jihrlice
postnumerando zahlbare Mente von 600 MY, geniefien Tinnen, Wie Hod) belduft fic) die
Pramie, wenn die Jinfen su 4§ %, geredhnet ywerden?

27. Fiir einen 16jdfrigen jungen Vienfden joll burd) eine jihrliche voridilfiige
Gingahlung wihrend ber nddhften 16 Jahre die Untvartidalt auf eine von jeinem
50, Lebensjohre an beginnende vorjdjiijfige Mente von 1000 W, auf 15 Jahre ex-
lworben twerben, Wieviel betrdgt bie jahrlidie Pramie, wenn bic bei der BVant ein-
gehenben Betrage mit 3% %, bie von ifr ausbezahiten aber mit 5%, verzinft werben?

c) Eiwige Renten,

28, Leite aué ber Rentenformel burd) Grengiibergang ab, wie hod) ein Stijffungs.
tapital fein muf, weun eine elwige Rente von a) 1200 ML, bei 3} %, b) 4600 M. bei
4% %, ¢) 6500 M. bei 44 9, Verzinfung fidjergejtellt wwerden joll.

29, Beftimme burd) Grenglibergang aud ber Rentenformel die Hohe ber ewigen
Stente bei einem Etiftungslapital von a) 500000 ME. und 49, b) 750000 ML, unbd
4} %, ©) 1200000 ML, und 4%, d) 6 Mittionen ML, und 4§ Y, Verzinjung.

30, Gine Fabrif will 10 Jahre hindburd) ber Penjionslafie ifrer Ungeftellten eine
beftimmte Summe {iberiveifen, um eine finbige Penfionsjumme von a) 20000 IME,
bei 49, b) 25000 M. bei 43 %, ¢) 50000 INL. bei 439 Verzinjung fidhexzuftellen; wie
hod) mufy bie Summe fein?

31. Cin reicher Mann 1will aus jeinen Eintiinften 8 Fahre lang jihrlid) eine beftimmte
Eumme uridlegen, um ein EGtiftungsfapital angufammeln, bdas a) 10 Jahre,
b) 12 Jahre, ¢) 15 Jahre nach bex Eingahlung der exften Gumme beginnend fiix imnex
Elipendien in ber Gefomthdhe von a) 3000 MY, b) 4500 ML, ¢) 5000 ML, abmwicft,
Geftimme bie Eumme aus ber allgemeinen Rentenformel durch Grengibergang (44 %)

32. Gine Stadt ivill ber Siranlenfofie ihrer Beamten 12 Jahre lang a) 2600 WL,
b) 5000 M., c) 8000 WML,, d) 12000 ML, fibevweijen. Beredyne dburd) Grenzlverts
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beftimmung bdie Hohe dbed ftinbdigen Bujdujjesd, mit dem die Kranlenfafje auf Grund
diefer Stijtung redmen famm, wenn bei 4§ % izer Verzinjung die Nufniefung exjt nad
Ablanf ber 12 Jahre beginnen foll.

D. Berficherungdredhnung.

CineBerfiderunglamm jid auj Perjonen, Giiter ober Vermibgens-
werte beziehen; nenne Beifpiele fiix alle drei Arten.

Afle Berficherungen Hhaben ben Jw e d, einen durd) unvorhergefehene
Umitinbe entftanbenen Sdaben ded Verficherten ju deden. Die Deding
erfolgt nach Mapgabe eined Vertvags (Vevfidherungspolice), den
ber Berjicherte mit bexr Verjidherungsdgejelljdait abjdlieft.

Damit die Verficherungagefellfchaft ben vertraglich feftgelegten Bahlungs:
verpflidhtingen nacdgfornmen tann, muf fie von den Verficherten bejtimmte
Tetrdge, P r @mien genannt, eingiehen. Soll nun die Gefelljdhajt in dex
Yage fein, eine ridtig bemefjene Primie i m v o v au & zu exheben, fo muf
jfic audh im vorausd Deurteilen fdunen, toelde Jablungen fie an den
Yerficherten au leijten Haben wicd. Jahlenmifige Vorausjagungen fiir
die Bufunft fann man aber nur madjen auj Grund zahlenmiipig feftge:
fegter Beobadhtungen ded beveitd Gejchehenen, auf Grund jtatiftifcher
Tabellen

Die Stevblichieitdtafeln bilben die Grundlage jeder Lebens-
verjicherung. Sie geben an, wieviel Pevjoren aud eimer jehr qrofen Jahl
von Gleichalivigen nadh 1, 2, 3 upw. Jahren dburdyjhuittlid jterben
ober nody feben ). Aus ber Sterbetajel fann man aber nur Jahlen-
angaben jiir volle Qebengjafhre entnefhmen. Wie ift
run aber ein ju Verfidjernbder in die Stexbetafel einzureifien, wenn er nidt
qerade an feinem Geburtdtage in bie Verficherung ecintritt? Jm gewdhn-
lichen Leben tird jemand 3 Y. als 20 jdhrig Gezeichnet, wenn cr nad) voll:
cndetem 20, Qebensjahre feinen 21, Geburidtag noch nidht exlebt hat. Jn
bev ebensverjiderung rednet man anbers, indbem man ein
begonnencd Qebendjabhrald vollenbdet anjieht, wenn
bet Abfdhlufp des Verjidherungdvertragsd mehy als
b Monate dDed betrejjenden Lebensdjahred verfloffen
jinbd.

Anj Grund der Sterbetajeln fonn die Verfidherungsdgefelljdhajt bevednen,
wie jie fiix den eingelnen Werjicherten die Pramie anfesien muf, damit
jie alle vovaudjiditlih anbie Berjidhevtenzuleijtenden Jalh-
lungen — ihre jog. Mettoausdgaben — burd bie an Pramien
¢ingunehmenden Swmmen gerade beftreiten fann. Die nady biejem Grunbd-
jay — man begeichet ibn furg mit ,,Leijtung gleid) Gegenleijtung' — be-
vechnete Prdamie nennt man die Nettopramie.

Aufier bdiefent Vettoaudgaben Hat eine WVerjicherungdgefelljhajt aber
auc Audgaben flie ihren gefamten Glefdhditsbetried, und fie mufy einen

1y Jm folgenden tivd bie in der Logarithmentafel von Dr. Heinvich Hofmarn
(Diefteriveg 1924) befindliche Sterbetafel suarunbe gelegt.
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jitv ben Werficherungdbetried unbebingt cxforderlidhen SGicdhexheits-
f o nd 8 anjammeln, um bei unvorhergejehenen Fillen (Nvieg, Seudyen ujr.)
allen Bahlungédverpflicdhtungen nadyfommen zu fénnen.

Mit Riwdjicht ouf diefe Vermehrung der Ausgaben der Gefellichaft
muj bie Berficherungsgefellichaijt eine Pramie verlangen, die die beredynete
Nettopramie ziemlich bebeutend iiberjteigh. Man Dbevedhnet bie o erhvhte
Briamie, bie ,Bruttoprdmie, durdh Abbdition einesd in
Progenten der Nettoprdmie ausdgedriidten Aujfdlags
aufbieNettoprdamie.

Wit Mitdjicht auf die Verjchicdenfheit ded Jeitpunited der Auszahlung
ver Verfidherungdjumme fann man 3 Hauptarten der Lebensverjiderung
unterjdyeidben:

1. die Berfiderung auf den Crlebensfall: diec Verjiderungs-
fumme wird nur bannaudgezahlt, wenn der Berx-
fidherte einen bertraglid fejtgelegten Jeit-
puniterlebt,;

2. BerfiderunganfdenZTodesfall:die Vevjidherungdjumme
itdbeimTodbebded Vevjidertenausdgezalhlt;

3. gemifdte Berfiderung: die Ver{icherungdjumme wivd
beimEriebenbdesdvertraglid) feftgefebten Jeit-
punftes obdbey, wenn dber Bevjidherte vorfher ftivht,
beibefjenTodeausdgezahlt

1. Berfiderung auf den Eriebensfall.

a) Ginmalige Pramienjahlung bei einmaliger Auszahlung der
Berjidernngsjumnte.

Der Berfiderte jahlt bei ALjDIuf des Berfiderungsvertrags eine
cinmalige Pramie, um nad) ciner vertraglid) fejtgelegten MReihe von
Jaheen, falls ex nod lebt, eine bejtimmte Summe 3u erhalten.

MWir begeidhnen allgemein dag Alter deg BVerficherten beim Ber-
jicherungdabjhlug mit x, bie Jafhl der (ganzen) Jahre, nah benen bdie
Summe a audgezahlt werden foll, mit n, die gejudhte Nettoprdmie mit p.
Wic nefuen an, dafy L, Perfonen die Verjicherung abjdyliefien, jo daf die
Gejelljhait mit ber Cinnafme E =1, - pME. zu rednen hat. Auszuzahlen
hat die Gefeljdhajt nadh n Jahren an jeden dann von den I, Berfonen
nodh) Lebenben a ME., im gangen aljo a4, ML Um Eingahlungen und
Auszahiungen vergleidhen u fonnen, miiffen beide auf denjelben Tag, 3. B.
aunj ben Tag dbed Verfiderungabidhlujfes, bezogen tverben; ed ift aljo ber
Davivert der Augzahlungen

A= btal)
fr'

1) Worausgejeht tird Hier wie im folgenben, daf alle Gingahlungen und Aus-
gahlungen amt Unfange bes Jahres erfolgen.
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Nad) dem Grundjate Leiftung gleid) Gegenleiftung?) it
bemmnach
a- I.I:-I-B
"Lz X
Die I, und L, 4, findet man in der Sterbetafel, ¢ aber miifte fiir jeben
eingelien fFall bevedhnet roerden. Um bied ju perneiden, disfontiext
man jomwohl dbie Cingahlungen ald aud die Augzahluns
genanjbad Beburtdjahr unb exhilt:

l,-p=a—-é’—f§"—ﬂobe\:p=

E,,=I*'punh A, = LA Y

s %l
Bei den Ausdbriiden éa‘—i—: unb ;—iiinh ber Jubexr ded [ und ber Crponent

pes ¢ gleid). Wan Hhat dieje Quotienten fiir alle Werte von 0 bid 100 be-
rechnet (man findet fie in Spalte 3 ber Stevbetajel); man fept LZ = U

unbd nennt biefe Jahfen bie bisfontierten Bahlender Lebeuben.

dn diefer Bezeihmungdroeife lauten dann bdie Fovmeln E, = v p
und A, =@+ vyyq.

Da E, = A, fein mup, jo exqibt fich vz - p = a - v,4, ober
Ux+a

Ve

Die Vervjidherung auj dben Griebensdfall mit ein-
maliger Pramiengahlung findet BVBerwendung, wenn
ber Verfiderte fich fite jeine jpitere Lebenszeit auf alle Falle eine beftimmte
Summe fichern il und zur Jeit dbed LVerfidherungdabjdlufjesd jo viel Geld
sur Berfligung Hhat, daf er die verhiltnidmapig Hohe einmalige Pramie
sablen fam

(Ihasaes sisnees P=a*

b) Penfionsverjiderung (Leibrente) mit einmaliger Pramiengahlung.

Der Berfiderte gahlt beim Verfiderungsabjdhiuf eine Pramie ein,
und es wird ihm dafiir von einem vertraglid) fejtgelegten Jeitpuntte an
bis au feinem Tode eine von Jahr zu Jabr gleidhbleibende Summe, die
Rente, ausgezahlt.

Sit ber Verfidjerte bei Abjchlufy dbed BVertraged x-jdhrig, fo ift der auf
ben Tag der Geburt begogene Barwert der Eingablungen wie bei a);

) .
E, o =P Vs

Y Der Grundjap toicd Hier nidht wie bei den Jeitventen (und ewigen HMeunlen)
auf einen eingelnen, fonbern auf die Bejomiheit ber Verjidherten ans
geivandt, fo bap ein fozialer Yusgleid guftande fommt,
Reinbarbt-[eldberg, Matbematijhed Lebrbud, A ITL 3
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@oll ber Bezug ber Rente a nad) n Fahren beginnen, jo Hat die BVer-
ficherung3gefellihaft bom Ulter = 4 n ded BVerjidherten ab in den aufs
einanberfolgenben Jahren in Redmung u jtellen:

a- Ir-l-" ‘.sz, a- l',+,.+, EHZE, a- I,+,,+,Emt., uf!‘t‘l. bigd a - 1100 .
Bei Berednung ded auj dad Geburtsjaher bejogenen Bartvertd bdiefer
@ummen fat man ber Neihe nach u dividieren durch:

ff"'""; qz-[- u+l‘| qﬁ-{-u-{-!, llim. i3 q'ﬂlo.
Demnady ift die Summe aller Varrerte:
a- I:»:—}-u a'£.r+n+ a'!r-{-n-f- a-l
4 =—mre tEE tgears Tt e
Ay =a(Vean+ Veppty+ Vegnts T+ coeens 4 Ug)
Der Ausdbrudin ber Klammer bejteht aus einer grofien Sahl von Summanden.
lm fiic bie verfdhicdenen borfommenden & + n diefe Summen nidht immer
fvieber von neuem Dilden u miifjen, find in Epalte 4 dexr Eterbetajel
unter Zp, bie € wu m e n der disfontievten Jahfen ber Lebenden von dbem
Getreffenden Alter bid 100 fliv alle Lebendalter audgeredhnet. €8 ift aljo:
E”.ﬂ = Uy + Uﬁ-}-‘i + L’I—i—ﬂ + e + Ulu,n.
nter BVenubung diefer Schreibiveife wird
Ao =a-* El?,+".

Die Gleidhjebung von E, und A, erqibt jonad) ald Formel fiix die Nettos

prdmie:

a-Zv
(2).......p=-—-—;-—5i-'-

Hdufig wird die Pramienzahlung von dbem Werfidherten, wenn exr in
fpateren Jabhren miederum eine grofere Sumne sur Verfitgung Hat, in
atwangflofen Beitabjtanben toiederfholt. Ererhohtanjbieje Weije
feineMente Die Pramienberechnung ift fite diefe fpiteven Eingahlungen
in berfelben Weife, tie foeben entwidelt, durd)zufiihren; nur muf jfiic x
bad bei biefen jpateren Cingahlungen ervreidhte Alter
Ded Verfiderteneingejeht werden.

¢) Jahelidhe Pramienjahlung.

Der BVerjiderte zahlt filr die Ausjahlung der Verfidernngsjumme
ober Rente eine von Jahr ju Jahr gleidbleibende Pramie, Die lebie
Primie hat ex dbann ein FJahr vor ber Audzahlung der Verfiderungdjumme
ober ber Mente ju entrichten. Die Gefelljhajt nimmt alfo n Jahre lang
Prdmien ein und roar im gangen in den einzelnen Jahren:

Prlyprlegy P legaufio. Bid p « Legy—1.
Bei Vevedhnung der Bavwerte diefer Summen fiix bag Geburtsjahr ijt
ber Reihe nadh zu dividieren durdy:
9% ¢+, @1, uj. bi3 ==l
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Demnady ift die Gefjamtfumme diefer Bartwerte:

B, =" q:w E(}c&fl E‘}J%E W oo %xlﬁiiﬂ
Eo=p 0+ Vag1 +0pat+..0o0. + vy pn—1)
E,=p (v + Upit + Upgzd.v--, + Uy gon—1 T [ﬂ,r.—i—n + Vptndi
Hew s +yluﬂ]_‘[v:+u+vx+n+l T omewe -}-Iqu]}

Ea = p (ny =3 Epﬂ:—i—n)'

WMithin exqibt jich fiic die Nettopramie nach Fovmel (1) bet einmaliger
Audzahlung der BVerjicherungdjumme

@ Vyig
va e E'vx.{.n i

1§ A e p=
bet Rentenbegug nad) Formel (2)

a5 000 s 3 et Vas

va — va-l-ﬂ

2. Berfidierung auf den Todesfall

Die Berfidherungsjumme wird beim Tode des Berfiderten ausgezahlt.
Die Pramiengahlung exfolgt entweder einmaliy oder von Jahr ju Jahe
wiederfehrend biz zum Tobe ded Verfidherten (febenslingliche Pramien-
aohlung) vbet nmur bi3 su einem vertragdmifig feftaefepten Jeitpumntte,
fall3 nidht vorher der Tob die Pramiengahlung beenbdet hat (abgefiirzte
Pramiengahlung).

Die einmalige Pramienzahlung bietet gegenitber 1. nid)ts Neues; iiv
befanbeln desdhalb jogleid) die

a) Lebenslinglide Pramienzahlung,

Die jabelich gleidhbleibendbe Nettoprdmie fiix ben im Alter = Vet
jicherten fei p. Diefe Prdmie twird ftetd zu BVeginn der BVerfidjerungsjahre
poiv aflen nod) Qebenden cingezahlt. Auj bad Geburtdjalhr der BVer-
fidexten Dbegogen, Detrigt der Barmwert aller Eingahlungen:

o Bl By p-l
B, = e s L -+ qw}“"
TIRE X !
Eu:p((}i-{r—q—i_t}-l- ........ -[—(—I;g%)
Iy =P Vs Dagf F vvraavsvssrss + Vi)
Ea =p-* EL?_-,.

Die von der Verfiderungsdgefelljchaft su leiftenden Audzahlungen

Devedhnen {idh folgenbermafen:
Die Zapl der im exften BVerjidherungsjahre Sterbenden fei i, die Fahl
ber im 3weiten Verfiherungsjohre Sterbenden L4, ujw. Jit die Deim
g
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Tobe eined feden auszuzahlende BVerfiherungsdjumme a ML, jo hat die BVex-
ficherungsgefellichaft im exften Berfichevungsdjahre a - 1, M., im groeiten Ber-
jichexungsjafhre @« x4 1 ML ufto. auszuzahlen. Diefe Summen werden
aber nidit su Beginn oder am Ende dber Berfiderungs-
jahre, fonbern unmittelbar beim Tode (mad) Vorlegung
der Gterbemrfunbe) augdgezafhlt. Die Beredhnung ded Bartverted der
audgezahiten Summen ift demmnad fehr vevioidelt. Wm die Redynung 3u
vereinfaden, faun man jie unter ber A nn ahm e dburdhfithren, daf alle
in einem Vetrfiderungsdjahre ausdgezahlten Ver-
fiherungsfummen in ber Mitte dbed betreffendben
BVerfiderungsdjahresd audgezahlt merdben. Da fich bdie
Todegfille auf die beiden Hdlften ded BVerfiherungsjafhres ungefihr gleidh-
mifig vecteilen tverben, fo witd die gemarhte Annahme ber Wirtlichfeit
nafjeformmen.

Sn dben meifren Fallen veveinfadt man fich aber
bie Redhnung nod) mehe, indem man jo redhnet, alsd
ob alle Tobdbesdfdalle aufbasd Enbde des VBerfidherungs-
jahresd fielem 1lnter ber lepten Unnafhme ergibt fidy:

Am Cnbe ded erften JFahred jind audzuzablen a - £, ME., am Cnbe ded
atweiten Jahres a ¢ L ME ujo. Anfdbas Geburvtdjahrbezogen,
ift ber Barmert der Swmmen:

a- t£ a-: Ix.}.']
Sefit man hqz?f—_xfl = my,, ;;iz = Mz ujw. und nennt die m, bie ,Diz-
fontierten BafhlenderT oten” (it fih in ber Sterbetafel in ber
@palte 6 finden), fo erhalt man;

Ao =a My +0yq+...... + mmJ.
Entiprechend der Begeidhnung vy = ve - vogq + --- .- + vygo fehen roix
My + Mg F covsninn + myg = X my

und nenmmen Zm, bie ,Gumme ber dbisfontievten Jahlen
ber Toten', bie fiiv die eingelnen Alter in Spalte 7 ber Sterbetafel
angegeben find.
Unter Benubung diefer Begeidnung geht die Varwertfornel iibeyr in:
Aa =4a- me.
~ Geben tir entjpredyend dem Grundiabe , Leiftung gleich Gegenleiftung”
bie auf denfelben Tag bezogenen Summen der Cingahlungen E, und Aus-
aablungen A, gleid, fo ergibt fidh:
p* Lo, =a-Zm,,
alfo W S ascaiin p=a- 2‘,’:’”.
Will man genauer redynen, fo it angunehmen, baf alle BVerfidherungsfummen in
ber Mitte des beireffenden BVerfidherungsjahres ausgezafit werden, Bei Bevedynung
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bed Varverted ber ausgegafhlten Summen finbet S. 15, Formel (2a) Anivendung,
penn bei Begug auf dad Gfeburt2jafr ijt die im erjten Jahre auszuzahlende Summe
a b auf 24 %, bie Summe a -+ L4 ded goeiten Jahred auf z -+ 13 Jahre zu bis-
fontieren. Der auf dad Geburtdjahr bejogene Bovivert der auszuzahlenden LBers
fiherungdjumme ijt bemuad:

(3 | ari, a-t
Rt AT oL AT S okt
O gteg o @tlg g . g
P/z
=1 —_— >
fotin g, + 100 ijt
Sept banr z @ Lty b
ept man ban ~ == by q"’l‘l_q- = @, ufiu. und ferner
Brt Bogr oo + tiop = Z @y,

fo ergibt fid) formal bagielbe Enbergebnid toie vorher, mur Hat man @ jtatt m gu feler.
Aucl) die folgenden mit m entwidelten Formeln lafien jid) gang entjprechend and) fiic
@ Gerleiten,

Die Todesfallverjicherung in der behanbdelten Form Tommt praftijch
nicht vor. Man laft vielmehr die Prdamiengahlung minbejtensd mit exveichtem
90. ober 80. Lebengjafhre, sumeift aber jdhon nach 30, 25, 20, jogarjdon nad
15 Jahren, vor VerfiGerungdabjdhluf an gerechnet, aufhioven. Soll dburch
picje Ubticyung dex Pramienzahlungen die Hohe ber audzuzahlenden Summe
nicht beeinjlufit rwerben, fo toird die Primie um fo Hofer, auf fe twenigex
Jahre bie Pramiengabhlung abpetiivat twird; aber die Pramiengahlnngen
Fonnen jo exfolgen, dafpfieindie Jahre exhofhter Ermwerbsjdhiqg-
teit falfen, unb deadhalb ijt die bementjpredhend abgekiivzte Priamienzahlung
vorteilhafjt.

it die Nettopriamie p, die 3ahl dber Fahre, in denen jie
gezahlt witd, n, fo ijt der Barwert der auf dben Tag dber Geburt be-
sogenen Cingahlungdjummen tie bet 1e):

E, = p (Zv,— Zv,y,).
Der 5Bar‘mert ber au,%geanl;lte: @'o'ummcn Eewcﬁnet {ich tnie vorfer:
d + Zmg,
Die Gleihfepung E,= A, erqgibt a13 Formel der Rettopramie bei ab-
getiivgter Pramienzahlung:
Xm,

(4)«--.-p=a°m—a’:’.

Bidweilen witd i den Verfiderungsvertrag die BVedingung auj-
genommen, bafy bie Berjiderungdjummenidhtaunsgezahlt
sumerdben braudt, wenn dber VBerjiderte innerhalbd
ber exjten kK Sahre ftivhbt. Man nenut eine jolche Berficherung
aunjgejdhoben oder eme Vevfidherung mit Rarengzgeit.

Bei ber Bevedhnung ber Nettopramie beftehthinfidhtlichderUus-
gafhlungen dber Untexfhied, baf dieje nicht im erften LBerficherungs-
jafee, jonbern exft k Sabre fpiter beginnen, fo bafs dber auf dad Geburtss
jafhr Degogene Bartvert der Audzahlungsjumme

A, =da- Em,.;.; iﬂ
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Bei lebendldanglidher Pramiengahlung twitd dbann die
Nettoprdamie:
Emm+k
Z0y°
unbd bei abgefiivzter Pramienzahlung:
Itk

(B8 o eniai p=a-

Eh PR = ¥ g
(5b) nea LVy— LVpin

b) Abgetiirste (tempordre) Verjidherung auf den Todesfall.

Die Verfiderungsjumme wird nur dann ausgezahlt, wenn der Tod
des Berjiderten innerhald einer vertraglid fejtgelegten Reihe von
Jahren eintritt.

Begeichnen wir die Bahl der Jahre, mnerhald deren die Verjicherungs-
fumme audgezafhlt werben muf, mit n, fo ijt der auf bad Geburtsjahr De-
sogene BVavwert der audzuzahlenden Summen:

aty  arit;qy a - dggn—i
= ?-—FT qu'-{-_'.i" CH s mtendin + q-.r.+r|
=a(My+Megy 4. o + Myppy—1)

= a (Zm, — Zmy4.,).
Der Barwert ber auf dagjelbe Datum bezogenen Nettopramienjummen ijt
I, = p (pr = Eb‘;.{.,.)-
Pemnady it bie Nettopramie
{ﬁ) =5 Emz_ Em,_!.,.
""" Z0z— ZVain
Die abgefiizte Verjiderung toird vielfad) von BVeamten fiix die Jeit
abgefchlojfen, in der jie noch nicht penfionsberechtigt jind. Sie Hat wegen
per geringen Bahlungdverpilichtungen bder Gefelljhajt den Borzug
Dilliger Prdmien und ift beshald dbem jungen Beamten mit nod ge-
vingem Einfommen bejonderd willlonmen. Grlebt der betreffende Be-
amte da3 Eubde der Verfidherungsdseit, jo geftattet ihm die Gefelljchait im
allgemeinen ben Umtaufd in eine andere Verfiderung
unter BVorzugdbebingungen.

8. @emifdte Verfidherung.

Die Berfidherungsfumme wird beim Tode des Berfiderten ausgezahlt,
fpdfejtens jedod) 3u einem durd) den Verfiderungsverivag fejtgelegten
Jeitpunite,

Yennen tiv bie Fahl der Jahre, nadh) benen, vom Tage ded Werfiche-
rungsabichiuffes an qgevedhnet, bie LWerficherungdhumme fpiteftend fillig
witd, n, o erftreden jid) die Pramiengahlungen auf n Jahre. Der Bars
wert ber gejamten Eingahlungen, auf dbag Geburtdjahr bezogen,
ift alfo toie fritfex

E, = p (Zv; — Zv,pa).
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Bei Berecdhnung ded Vartvertesd der A udzahlun ge nijt ju beadhten,
bafy bie Verficherungdiumme nicht blof bei jebem Tobedjall, der tmerhald
oer n Berfidherungsdjahre eintritt, fallig oied, jondern daf jle ancdh analle
diejenigen noch) audzuzahlen ift, die nad n Jahren
von benl, Berjidhettennod leben, aljo nod L, mal. Wi
erfalten bemnady;

_(!‘1, “'i-.c+1 a 'r-:c+n-—1 a - ‘z—f—u
Au—-&?ﬁ“i'—q‘j?':l—“*‘--oco‘i' q"ﬂ+" + qﬂf+li
A, =a (m; + My 1 O + Mgy —1 - Dz-{-u)
A, =a(Zm, — Eﬂ?z+ﬂ -+ Uﬂ:-}—n)-

Der Grundjap ,LQeiftung gleidh) Gegenleiftung” ergibt die Gfeihung
fitv bie MNettoprimie:

P (E”cs == zvﬁ—{—ﬂ) =a (Em;c = zm;r.+|l + v:n—|—n}:
’ iy — Ty Ly + Vs +m

e L EE R £=a 20y — T
Die gemijdite Berfidhevung ift Die gebrdudlidite
Berfiderungsdart. Welde Hefonderen BVorteile Dietet fie?

4. Berfiderung mit feftem Wuszahlungstermin.

Diefe BVerfiherungdort unterichervet fich von der unter 3. behanbdelten
paburd), baf bie ugzahlung der Verfiherungdjumme nidt beim ZTobe,
fonbernnin jedem Falle zu einer vorfher feftgejepten Jeit
erfolgt, gang einerlei, 0b ber Vertragjdhliefende innerhalb der Verjicherings-
aeit fticht ober nicht.

Die Pramienzahlung wird, falls der BVertvagjdlichende nod lebt, bis
sum Ende der Berfiderungsjzeit, andernfalls nur bis jum Tode des
Bertragidliefenden gezahit.

Die Auszahlung der Verfidherungsiumume muf alfo joviel mal geleiftet
wevben, iwvie BVectrdge im Alter 2 ber Bectvagfchliefienden abgejdhlofien
toerben, uub biefe £,2) Gummen in Hohe von a ML werben, wemn n?) die
Berfiherungszeit bebeutet, n Jabhre nady Abjhuf ded Verficherningsvertragd
audgezahlt. Der Vavwert der Auszaflungsjummen it demnad, aunf bad
Geburtsjolr begogen:.

A,

=1

_arl, a-o,
qa-’-}-ﬂ q" "

Die Pramienzahlung erjtredt fich ouf n Jahre und toird jedbedual e
bon D en Bevtragidhliefenben geleiftet, die zu Veginu ded betreffenden
Berfiherungsjohres noch leben. Der Baviwert dev Cingahlungsiumme ijt

aljo ie bet 3; B e i — B,

1) Bei der Kindberverficherung ift gu beadhten, Haf dad v in /. Has Alterbes Vaterd
iit, twifrend fich » nach bem Altey dey veyficherten Kinbey vigtet,
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a-v,

Nus P (Z0y — T, qn) = o

Uy
: Q" (T — Tz 1 0)

ergibt fich kBY G: Soataing e p=a
fworin q = 1,035 3u fepen ift.

Die BVerficherung mit feftem Auszahlungdtermine findet ntvendung
alg jogenamnte Rinderverfiderung. Durd diefe jtellen die Eltern
ihren Rindern filr dbie Beit dexr Ausbilbung (Studium) oder zum Jivede
ber Heivatdausitattung eine beftimmte Gumme zur BVerfliqung, die ihnen zu
einer Deftimmien Beit audgezaflt roird, gang einerfei ob bie Eltern nod
(eben ober mdht. Daducrd), daf die Summe aud) bei etrwaigemn Tode ded
Baterd nidht vor dem fejtgefehten Beitpuntt audgezahlt wird, toird erveicht,
bafy bie verficherte Summe auf alle Fdlle u dex feftgefebten Beit bem Kinde
sur Verfiigung fteht und nidht vorher gang vdex teiliveife berbraudt wetben
fonn. Gtirbtbagdveriidherte Rind vor bem Augzahlungstermin,
fo fann die Bexfiherung auf ein andered Kinb ober eine andere Petjon ums-
gefdyrieben tverden, jo baf bie verficherte Summe auf alle Fille zur fejt-
gelegten Beit audgezahlt wird.

5. Pramienreferde,

Der Veredhnung der Nettopramie wurbe bei allen bidher behanbdelten
Berficherungdarten die Vorausfepung zugrunde gelegt, baf die Netto-
priamievon Jahr zu Fahr gleidh fod) jein jollte. Die fo ervechnete
Nettoprimie ift bemnad) eine Durdhjhnittdpramie fite die gange
Beit, in ber Pramie gezafhlt roird. Die von der BVerficherungdgefellichaft
i leiftenden Boahlungen erftreden jicd) aber nidht gleihmdpig {iber bie
Lerfidherungdzeit, jondewn jind entipredhend den verjhiedenen Jalhlen der
Todesfille in den berjdiedenen Fahren verjdhieden Hhod): in den erjten Ver-
ficherunggjahren {ind jie infolge ber geringen Gterblichfeit gevinger afd in
‘ben fpdateren BVerficherungdjohren. Die Einnahmen an Nettopramien find
aber in ben ecjten Berfiherungsjahren infolge dber nodh grofeven Jabhl der
Qebenben hoher al3 in ben fpateren BVerfiderungdjahren. Indenevjten
BVBerfiderungdjahren find demnad die jahrlidhen
Cinnahmenber Befelljdajthoheralddiejahrliden
Nudgaben, wahrendinden fpiteren Berfidherungsd=
jahren dns umgefehrte Verhdaltnid eintritt, Der
Grundfap ,Beiftung gleid Begenletjtung” gilt fiir
bie gejamte Berfidherungsdzeit, nidht aber jiir die
eingelnen Berfiderungsdjahre E3 wixd aljo bon der Gefell:
fdhaft ir den exften Sahren ber Verfiherung ein Napital angefammntelt, dasd
filx bie fpdteven Verficherungsdjahre, in denen die Ausdgaben die Einnahmen
[iberfteigen, al3 Dedungsfapital bient. Diefesd Dedungsfapifal
nennt man Pramienteferve,
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ibungen):

1. Wie Hod) ijt die eimmalige Nettoprimie fiiv einen 28jihrigen, der, fallé ex nad
25 Sufren nod) tebt, 10000 ME. ausgezahlt Haben jvill?

2. Jemanbd, ber am 28, 5. 1888 geboren ift, {thlieft am 1. 10, 1019 eine !Beritdjttuug
auf ben Erlebensfall mit 20jiHriger Lerficherungddaner und einmaliger Prdmien=
gahlung ob. Weldpe Nettopramie ift filr 1000 ML BVerficherungdjumme angujesen?

3. Weldye einmalige Bruttoprimie ot ein 26jdhriger Kaufimann zu aflen, dev
im Erlebensfall nach 30 Johren 15000 ME. erfalten tvill, twenn auf bie Nettoprimie
eiit Anffdhlag von 149 ODevedhuet wird? :

4, Gin wmn 2, 2, 1890 geborener Beamter fehlieft om 1, 9, 1923 bie Verjicherung
ab, bafy ihm vom 1. 9, 1945 ab eine jifrliche Penfion von 1000 ME. gezahlt iwerben
joil, Weldye einnalige Nettoprimie ift angunehmen?

5. Ein 30jdhriger Avbeiter legt 10000 MME,, ‘die er in dev Lotterie gewonnen hHat,
ald einmalige Nettopramie tn eine Verfuherungsbant ein, bamit ex vom vollenbeten
35, Yebendjafhre an b3 zu feinem FTobe eine jafrlidy gleihbleibenbe MRente erfolten
fann; wie Hod) ift bieje?

6. Gin 25jihriger zahit 2000 ML, nah 2 Jahren 3000 ME. und nad) abermald
4 Jahren twiedberum 2000 IRE, in eine Verficherungsbant ein. Weldje Summe fann e,
falld ey 55 Jahre alt wird, erfalten, wenn man bie BVetriebsfoften der Verficherungs-
bont aufer Rechnung laft?

7. Welde Summe totixde ber nad) Aujgabe 6 Verfidierte exhalten fdnnen, wenn
¢t fein eld in derfelben Weife in eine Eparlajje eingezafhlt Hitte, die 4% Jinfen gibt?

8. Welde Penfion darf eine Perjon bom vollenbeten 53, Lebensdjafre an erwarten,
tent fie mit 28 Jahren 5000 ME, und 3 Fahre fpiter 8000 MY, in eine BVerficherungs-
banf ald MNettoeinloge eingahit?

9, Ein Kaufmamy, ber am 25, 3. 1895 geboven ift, Hat ant 1. 10. 1919 einen Bex-
jfiherungsvettrag abgejdlofien, durd ben er fich vom 1, 10, 1040 ab 20 Fafhre lang
eine jdhrliche Cinnafhme von 1500 ME, fidern will. Weldhe einmalige Primie hat ex
bei 1569, Mufidlng auf bie Nettoprimie ju zahlen? :

10. Ginem auf ber Babhn Verungliidten, der 23 Jahre alt ift, ift gevidhtlich eine
{ebenaldngliche Nente von 1600 L. zugefprodien worden. Welde Abfinbungsjumme
mufy bie Bahnverroaltung unter Jugrundelegung der Sterbetafel zaflen, wm jich
ihrer Verpflihtungen gegenfiber bem Verungliidten fofort gu entledigen?

11, Ginem burd) ein Fabrifwuglitd evwerbsunfihig getoorbenen 45jifhrigen Be-
amten ift von der Fabrit eine jahrliche Penfion von 3000 MY, sugefprodhen worben,
bie ifm bi& zum Tobe, lingfiens jebodh Bi8 umt vollendeten 65. Qebenzjaht, gesaflt
werden foll, Weldje einmalige Sunume Hat die Fabuif ju zahlen, wenn fie baburd ihre
Aahlungapilicgt erfitllen will?

12. Weldye jahrlid) aleichbleibenbe Nettoprimie it fiix einen 32jihrigen anzujefen,
ber eine Berficherung auf 15000 ME. abjdlieht fiir ben Fall, dafy et 55 Jalre alt wird?

13, Weldye jihrliche Pramie hot ein am 23. 12, 1892 geborener Beamter 3u zaflen,
bet ant 15, 6. 1919 bie Berfidyerung abjdhlieft, daf ihm im Exlebensfall nadh 20 Jahren
8000WE.ausgezaflt werben follen ? €3 find 23 9% Anfidlag aufdie Netoprintie su rednen.

1) Bet allen Uufgabernt iftmit Pranumerando-Jahlung dber Prdmien
unb Audzahlungen zu redmen,
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14, Wie Hoch ift bex janrliche Nettoprdmienjat fite 100 M. Rente fitr einen 30jihrigen,
ipenn bie Mente vom vollendbeten 55, Lebensjafhre bid jum Tode begahlt werben joll?

15. Weldhe Mente Fann ein 25jdhHriger vom vollenbeten 60, Lebensjahre ab bid
sum Tobe evwatten, wenn ex bid um vollenbeten 50, Sebensdjafre eine jahrliche Netto-
primie von 100 ML, an eine BVerficherungsdant eingalit?

16, Welde einmalige Printie muf ein 30jahriger safhlen, der feiner Familie bet
feitem Tobe die Summe von 10000 ML, fidhern oill? €3 find 159% Uufidlag auj die
Nettopramie angujehen.

17. Weldje eimmalige Pramie fot ein Mitglied einer Stexbefajie ald Eintrittsgeld
a1 aahlen, fvenn bad Sterbegeld 500 M1, Defrdgt, ber Verfidherte 30 Jahre alt ijt und
bie §tafje 49 Wnfjchlag auf bie Nettopramie bevedjnet?

18, Ein 33jdfhriger rbeiter zafhlt 5000 ME., bie er in ber Uotterie getvounen fat,
al3 Mettoeinjap in cine Verjicherungdbant ein, Welde Summe witd der Familie ded
Arbeiters bei dejfen Tobe ausbezahit?

19, Wie Hod) fann eine Sterbefafje bad Sterbegeld anfefen, wenn fie bon ihren
Mitgliedetn, die burcdhjdhnittlich mit 28 Jahren eintreten, ein Eintrittdgeld von 200 MI,
verlangt? Die Verwaltungstojten find aufer Betradht zu laffen,

20, MWeldyes Eintvittdgeld muf eine ehrenamtlich verivaltete Sterbefafje von ihren
beim Einteitt dued)jcnittlic) 26 jdhrigen Mitgliebern exheben, toenn jie 500 ML, Stexbe-
geld audzahlen toill?

21, Welde Sumume muf ein 26jdhriger Faufmann einer Verfidjerungsgefelljdaft
sahlen, bamit feinen Erben bei feinem Tobe 20000 ME gur Verfilqung fehen, wemn
oie ®fefellichaft 269, Unfihlag auf die MNettoprimie beredhuet?

22, Wie Hoch ijt bie Swmme, bie ein 32jihriger feiner Familie bei jeinem Tode
jicgerftellen fann, wenn ex 8000 ML, in eine Verficherungdbant eingahlt? (Uujjdiag
= 259, ber Mettoprimie.)

23. Weldye Pramie Hat ein 20jdhriger BVeamter ju zablen, ber 26 Jahre lang
Prlimien gahlen oill, um feinen Erben bie Anwartichaft ouf 20000 ME, 3u jidem?
Auffchlag = 269, der Nettoprdmic.

24, Gin 30 jdhrigey, ber von feinem Gehalt nad) jeiner Sdaung jahrlidy bis zum
vollenbeten 60. Lebensjafire 300 ML, eritbrigen Fann, will bieje ald Prdmie auf eine
Tobesfallverfidhening eiuzahlen. Wie Hod ijt die Verficherumgsfumme bei 25% Mufjdlag
auf die Nettoprimie angujepen?

25, YWie dnbdert jih a) der Pramienjop der Aufgabe 23, b) bie Hihe der Bers
fidherungdhumme ber Aufgabe 24, wenn 3 jihrige Karengzeit vereinbart wird?

26. Ein 26jahviger Beamtber will fid) fie die 10 Jahre, n denen er nidht penjionsd=
Berechtigt ift, mit 10000 IME, auf den Todesfall verjidern, Welde ]ﬂ[}l[l(ﬁe Nettoprimie
ift in Redymung gu jepen?

27. Wie Hody fann jich ein 25jGHriger Maufinann fiix 8 Jahre auf dben Tobesfall
vetjichern, Wwenn er cine jiahrlicdhe Nettoprimie von 200 ME. einzahlen toill?

28, Ein 31jdbviger feplicht mit einer Berfichevungdgefelljihaft ben Wertvag ab,
foonad) bieje Gei feinem Tobe, [piteftens jebod) beim vollendeten 55. Qebensjabre,
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20000 ML, auszaflen foll. Wie Hody ift bei 289, Uufjdhlag auf die Nettoprdmie die
jahrliche Primic?

20, Wie Hhod) ift der jahrliche Nettoprimienfab fiir 1000 ML, Verfidherunpsjumme
fiiv einen 25jdfrigen, wenn bie Verficherungdjumme beim Tode bded Berfidjerten,
indteftend jeboch nad) 20 JFahren, ausdgezalhit werden foll?

30. Um toteviel wdre fitv ben nady Aufgabe 28 BVerficherten bie Pramie geringer,
wennt ber Betreffende 5 Jahre frither den Verficherungsvertrag abgefdlofjen hatte?

31, Selde Qapitalanloge ift vorteilhafter, wenn ein 30jdhriger, dem 10000 ANT.
jur Verfilqung frefen, biefe in einer 5%igen Hypothel anlegt vber lwenn er jie ald
Pramie fiiv eing gemijhte Berficherung fiiv bad vollenbete 60, Yebendjalr eingalit?

32, Gin 28jGfriger will nur 15 Jahre lang Pramien zahlen, wm nadh 25 Jabren
ober, wenn er vorher ftiebt, bei feinem Tode bie ESwmme von 12000 Mi, jider-
sujtellen, Teldie Nettoprdmie ift anzujeben?

33, Wie Hod) ijt die Prdmie bder Aufgabe 32, wenn Sjdhrige Kavenzzeit vers
abredet wigh?

34. Gin 32jdfriger jchlickt ben Vertvag ab, wonad) bei jeinem Tobe, fpitejtens
iebody Bei bollenbetem 65, Lebensdjahre 20000 ML, ausbezahit werben follen, Weldye
Ladmie ift in MAnfok i bringen, wenn bei jahrlidher Pramiengahhung 3jdhrige Kavenz-
seit veveinbart ivid unb die Gefelljdaft einen Fufdlag von 209, auf die Rettoprimie
betednel?

35. Ein 27jdhviger till 500 ML aléd jihrliche Pramie einzahlen, wm bei jeinem
Tobe obet filx bad vollenbdete 57, Qebensjahy cine beftinunte Summe jidyeryuftellen. Wie
hodh ift dieje, wenn die®efelljchaft einenAufjding von 249, anf dbie Nettopramie verlangt?

36. TWie Hody ift die Verficherungdfumme, die ein Verficherungdnehuer erwarten
farn, bev mit 26 Jalhren einen Vertrag auf eine gemijhte BVerfiderung auf bad volls
enbete 61, Sebensjahr abjdylieft, wenn er bei Sjdfriger Sarengzeit jahrlichy 400 ML,
Pramie zahlen will und die Verfidjevungdbant 209, Unfidlag auf die Nettopramie
bevedynet?

37. Gin 35jdhriger Vater fdlieft fitr feinen 4idhrigen Sofn eine Verficherung
nut feftem Auszahlungstermin ab, wonad) die Verfidherungsgefelljhaft bent Sofjne bei
vollenbetern 20. Lebensjafir 10000 ML, audzuzablen Hot. Wie Hody ift bie jdhrliche
Lramie bei 249% Nufihlog ouj die Nettoprimie?

38, Gin unverheirateter 45jdhriger Herv fehlieht fitv feinen 2jihrigen Nefjen eine
Studienverficherung mit fejtem Auszahlungstermin auf 12000 ML, ab, Fuhibar mit
volfenbefemn 18. Qebengjahr des Meffen. Weldhes ift ble jahrliche Nettoprimie?

39, €in vorforglicher Bater, der 34 Jahre alt ift, toill feinem &jdbrigen Sohne
und feiner 2jahrigen Todhter auf alle Fille bei deren vollenbelem 18. Lebensjalhre je
15000 MY, fiderjtellen. Felde jahrliche Nettoprimie mufy er fliv beide zujammen
Lezahlen?

Bringe aud) Aufgaben von Seite 28 6i 30 in bdie Form von Aujgaben bex
Borficdherungdrechnung und [ofe fie.
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11 72650 49762 1154218 163 1079 | 10730 10973 10922
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50 55840 l-9909 136 403 937 | 162,14 (52060 16489 | 53871
51 54403 9412 |126494 984 | 16447 51338 | 167,30 | 52222
52 53419 8929 117082 | 1081 | 166,51 (49694 | 16937 50549
53 |52888 8461 108153 | 1076 | 16789 48029 170,78 48353
54 B1312 (8008 | 90692 | 1136 | 16975 46350 | 17208 | 47147
55 50186 (7566 | 91688 | 1188 | 17931 (44652 | 17528 45121
56 149003 (7138 | 84120 | 1231 | 17310 (42930 | 176,22 | 43668
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60 143807 5561 58 000 1428 | 175,13 (35993 | 17815 | 3661,0
61 42379 5197 | 52430 | 1487 | 176,16 (34241 | 17923 | 34828
62 40892 4846 | 47242 | 1549 | 17734 32480 | 180,35 | 33036
63 39343 4504 | 42396 | 1606 | 177.65 | 30706 | 180,71 K 31232
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69 28998 (2701 | 20088 | 1862 | 167,56 20217 | 170,44 | 20562
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8 21416 1738 | 10783 | 1926 | 15104 13735 | 153,63 | 13969
4 19490 1528 9045 1904 112255 | 14674 | 12438
75 17588 1832 | 7517|1871 ‘ 136,97 | 10782 | 13932 | 10968
76 15715 (1150 | 6185 | 1813 | 12828 | 941, 130,44 | 957,25
77 13902 9838 |« 50351 | 1733 | 11843 @ BI803 | 12046 | 826,81
8 12169 8316 | 40518 | 1644 | 10855 & 694,60 11041 | 706,
7 10525 | 6949 32202 | 1538 | 9812 | 58605 | 9980 | 595,
80 8987 | 5738 | 25253 | 1419 l 8746 | 48793 | 8396 ‘ 496,14
8l | 7568 | 4665 | 19520 | 1203 | 77,00 | 40047 | 7882 | 407,18
82 ‘ 6275 | 8737 | 14855 |1159 | 66,68 = 32347 | 6783 | 32836
83 | 5118 | 2944 | 1111,8 | 1022 | 5681 | 256,79 | 5779  261.03
84 4094 | 2278 8174 | 882 | 4786 | 199, 4819 20824
8 3212 ‘ 172,5 5808 | 744 | 3861 | 15262 | 8927 | 15505
86 | 2468 | 1281 4178 | 612 | 80,69 | 11401 | 8114 | 11578
87 | 1856 8308 | 289,23 | 492 | 2383 | 8832 | 2425 84,64
88 | 1364 | 6608 | 19617 | 836 | 1807 = 5949 | 1838 | 60,39
89 918 | 4654 | 13009 | 205 | 1334 #42 1357 4201
80 | 683 30,20 8325 | 219 | 9,569 28075 9614 28439
91 | 464 20,27 52,36 | 157 8,628 18506 6,742 18825
92 307 12,98 82,08 | 110 4,487 11878 4564 12,083
93 | 197 8036| 19,128 74 2,916 i‘ 7391 2,966, 7,519
94 128 4848 y 46 | 1851 447 1882 4
95 | 44 | 3833 6144 808 1,138 20624 11531 2671
96 43,6 1,604 8311 189 ‘ 05672 | 1491 0683 1518
97 24,7 0,878 1,707, 11,1 | 0381 0819 0388 0835
98 13,6 0,467 0529 634 0210] 0438 o0214| 0447
99 7260 0,241 0,36 w50 0112 o2l o4l 0233
100 876 0,121 01211 8% 0116 01¢ o019 0119
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