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8.7 Die Hauptachsentransformation

Wir wenden in diesem Abschnitt die Eigenwerttheorie an, um Kurven und Flichen
zweiter Ordnung (dies sind die Nullstellenmengen von Polynomen vom Grade zwei
von mehreren Verdnderlichen) zu klassifizieren und auf eine Normalform zu trans-

formieren, aus der man die geometrischen Eigenschaften sofort abliest.

Die Kurven kennen Sie als Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln und Geraden schon
aus dem Schulunterricht. Zu den auftretenden Flichen gehéren u.a. verschiedene
Kegel, Zylinder, Ellipsoide, Hyperboloide und Paraboloide, die bei der {computerun-

terstiitzten) Konstruktion von Werkteilen und Bauwerken eine groBe Rolle spielen.

Definition 8.95. Es seien aj,b;,c € R, j,k = 1,...,n, gegeben. Dann heifit die

Funktion

(@)= ) ajzjzi+ Dbz +e (8.17)
k=1 =1
ein Polynom vom Grade zwei in den n Verdnderlichen Z1,...,2, € R.

Die Nullstellenmenge {® € R" : p(z) = 0} eines Polynoms vom Grade zwei heifit

Fldche zweiter Ordnung oder Quadrik.

Mit der Matrix A = (a;x);x € R™" und den Vektoren b = (b;); € R™ und
® := (z;); € R", kann man das Polynom p schreiben als
p(z):=2TAz +bTx +c. (8.17)

Hierin kann man die Matrix A symmetrisch annehmen. Ist nimlich ajr # ag;, 50O
fat man die beiden zugehérigen Terme in (8.17) folgendermaBen neu zusammen:
) 1 1 :
ik TiTh + QpjTrT; = E(ajk + akj) ;T + -z—(akj + ajk) T,
S et R e
=18, =gy
Ist A = o, s0 erhill man als einfachen und schon behandelten Spezialfall der Quadrik

die Hyperebene bT2 + ¢ = 0. Wir nehmen deshalb von nun an A # O an.

Beispiel 8.96.
p(z) =zt + 4z§ + 4.@% +4x13y + 4123 + 82973 + 621 + 83 + Tzy — 1

kann man schreiben als
T

1 2.2 6
p(a:):a:T(2 4 4)z+(8) -1
2 4 4 7

8.7. DIE HAUPTACHSENTRANSFORMATION

Satz 8.97. (Normalformen von Polynomen zweiten Grades)
Es sei
p(x) =zTAz + b7z + ¢

mit der symmetrischen Matriz A in R™" und b € R™ sowie c € R ein Polynom
vom Grade 2 in den n Komponenten des Vektors = € R*. Dann gibt es eine
Koordinateniransformation z = Qu + p mit einer Drehungsmatriz @ € R
und einem Verschiebungsvektor p € IR", so daff p in eine der beiden folgenden

Normalformen transformiert wird:

) = PQU+P) =Y A+ (r=Ramgd<n),  (318)
y) = p(Qyu+p)= i Ayl + Byn (r=Rang A <n, §>0). (8.19)

=

Bemerkung 8.98. Der etwas spiter gegebene Beweis dieses Satzes ist konstruk-
tiv, liefert also eine Methode zur Bestimmung der Transformation. Bevor wir uns
allerdings an diesen Beweis begeben, demonstrieren wir die Anwendung des Satzes

an zwei kleinen Beispielen. ]

Beispiel 8.99. Aus dem Schulunterricht ist Ihnen bekannt, daB die Lésungsmen-

gen der Gleichungen

2 2 2 2
T3 — az? = 0 bzw. (E) + (2) =1 bzw. (ﬂ> - (ﬁ) =1
a b/ - a b

in der {2y, z;)-Ebene eine Parabel bzw. eine Ellipse bzw. eine Hyperbel (entspre-

‘chend der Abbildung 8.2) sind.

Was ist aber die Lésungsmenge von

pla) = —a? — 2l — 2oy + 4y 4 4z, — 11 =0 7 °

Fiihrt man - als Ergebnis der im Beweis des letzten Satzes zu findenden Konstruk-

tion — die Variablentransformation

—}5 G ]l)y+ (;) =:Q.y+p

durch, d.h. ersetzt man in p(x) die Variablen gemaB’

r =

1 1 .
zy = "\/—i(yl ~y2)+ 1 und x5 = ﬁ(?h +y2) +2,
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Abbilduné 8.2: Parabel, Ellipse, Hyperbel in bekannter Lage

so ergibt sich (wenn man sich nicht verrechnet)

B(y) = p(Qy + p) = —2? + 2V2y,,

und in den ncuen y-Koordinaten identifiziert man mit den Schulkenntnissen die

Losungsmenge sofort als eine Parabel. g ey e
) 3] '

Wie die Parabel in den z-Koordinaten aus- :

. - . ’ xohv 7

sicht? — Nun, es ist auch eine Parabel. Nur . P Y

liegt ihr Scheitel nicht mehr im Nullpunkt, J

iegt i 1' c1e.1 el nicht mehr im Nullpun — p

sondern im Bild von y® = 0 unter der Ab- iy ?_

bildung y —— Qy+p also im Punkt (® = p :

und jeder andere Punkt y(®) = (y;{9), y,(0)) o

der (y1,y2)-EEbene (insbesondere auch jeder R

Punkt der ,y-Parabel*) wird durch ebendiese R R T R R I

Abbildung in die (2, z2)-Ebene abgebildet. Abbildung 8.3

Der Nullpunkt des Koordinatensystems wird dabei in den durch p im z-System be-
schriebenen Punkt verschoben, und die Koordinatenachsen des y-Systems werden in
Richtung der Spaltenvektoren-der Matrix @ von diesem neuen Koordinatenursprung

aus abgetragen. ' o

Beispiel 8.100. TFiir p(x) = 8z? — 12,2, + 1722 — 20zy — 1023 + 5 ergibt die
Kootdinatentransformation & = Qy + p mit '

&7 DIE HAUPTACHSENTRANSFORMATION

SR 2
q::—ﬁ(l 2) undp::(l)

die transformieric Form 25

= () + (8 =)0 ]

pla) = 0 beschreibt also eine Ellipse mit in

Richtung der Vektoren ¢ = —\—/1—5(‘2,1)T und

q' = ~\/L:(—l, 2)7 orientierten Halbachsen der

&

-0.5

Langen 2 bzw. | um den Mittelpunkt p = i 3 3 3

(2,07 Abbildung 8.4

Bemerkung 8.101. Die Transformation # = Qy + p, die nach Satz 8.97. das
Polynom p(z) = 2T Az 4 b7« + ¢ in die Normalform (8.18) oder (8.19) iiberfiihrt,
ist cine alfine Koordinatentransformation.. Es wird ein neues Koordinatensystem
cingefiihrt, dessen Ursprung p der Mittelpunkt der Quadrik ist und dessen Ko-
ordinateunrichtungen durch die Vektoren (¢,...,¢") gegeben sind. ¢',..., g" heifien
dic Hauptachsen der Quadrik p(2) = 0, die Transformation @ = Qy + p heifit

Hauptachsentransformation. . . ]

Beweis: (von Satz 8.97.)
Wir transformieren zunichst den quadratischen Anteil 27 Az auf Diagonalgestalt.
Ist U € R eine Matrix, die als Spalten ein Orthonormalsystem von Eigenvekto-

ren vou A enthilt, so gilt fir alle g e R mit « = Uz + ¢

A +bTe+c = (Uz+q)TAUz+q)+bT(Uz+q)+¢
= 2TUTAUz+2qTAUz 4+ qTAq+b"Uz +bTg+¢
2TAz+ (24 +8)TUz+ qTAq +bTq + ¢,

I

wobei die Diagonalmatrix A = UTAU = diag(A1,...,A,) in der Diagonale die
Figenwerte von A enthilt.
Der quadratische Term 2T Az hat bereits die im Satz gewiinschte “entkoppelte®

Form 2T Az = T4, Aiz2
Wir unterscheiden nun die beiden Fille
Lo Fall: b € span{a’,....a"}

wied
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2. Fall: b ¢ span{al,...,a"}
und werden zeigen, dafl man p{x) im ersten Fall in die Gestalt von (8.18) und im
zweiten Fall in die Form (8.19) @iberfiihren kanu.

1. Fall: lu diesem Fall sind wir (mit y 1= 2z, @ := U und p := q) fertig, wenn
wir in der Transformation @ = Uz + ¢ den Vektor g so wihlen kénnen, dafl in der

schon erreichten Form

2TAe +b"c+c=2"Az+ 2Aq + b)' Uz +qTAqg+bTg + ¢ {8.20)
Tq T, Te

der linear von z abhingige Anteil Ty, verschwindet. )

Dies ist (fiir alle 2} sicher genau dann der Fall, wenn 2449 + b = o erreicht wird,
d.h. wenn g Lésung des linearen Gleichungssystems Ag = —%b ist. Fiir den Fall 1.
hatten wir aber gerade vorausgesetzt, dafl b € span {a',...,a"} gilt, was natiirlich
dquivalent zu —4b € span{a'....,a"} ist und damit gerade die L&sbarkeit des

Systems Ag = —1b bedeutet.

Anmerkung: Der Fall 1 licgt insbesondere dann vor, wenn Rang A = n ist, wenn
das den Vektor p = ¢ bestimmende Gleichungssystem Ag = —%b also eindeutig

16shar ist.

Fall 2: In diesem Fall kann nicht so cinfach verfahren werden, da hier das System
Agq = —1b voraussetzungsgemaB nicht 18shar ist. Wir streben in diesem Fall bei der
Wahl vou g in & = Uz+¢q in der Gleichung (8.20) nun auch nicht mehr an, dal darin
dev lineare Teil Ty, vollstandig verschwindet. Ziel ist bei der Wahl von ¢ zunichst,
daB der konstante Term Ty verschwindet und dafl der lineare Term T, nur von den
Komponeuten von z abhéngt. von denen der quadratische Term Tg nicht abhingt.
Dafl der quadratische Term nicht mehr von allen Komponenten von z abhingt, ist
wegen der Bedingung b € span {a'....,a"} klar, denn hiernach ist r ;= RangA < n
und es verschwinden n — r der Eigenwerte von A. In 2TAz = T8 A;2? treten die
entsprechienden z-Komponenten daher mit einem Null-Koeflizienten auf. Ordnen
wir die Spalten von U so an, dafl die ersten r dieser Vektoren zu den von Null
verschiedenen Eigenwerten von A gehdren, die wir dann 0.B.d.A. mit Ay,..., A,
hezeichuen, so sicht man, daf§

r

2TAz =Y Nzt

i=1

mit gy = Z1,...,¥ = % schon die in (8.19) gewiinschte Form des quadratischen

Feils hat.

8.7. DIE HAUPTACHSENTRANSFORMATION

Mit der neu getroffenen Anordnung der Spalten von U setzen wir nun U =: (U1, U7)

mit U, € RM), U, € R®"") ynd finden fiir den linearen Teil Ty, aus (8.20) die ™

Darstellung

Te

I

' UT(QA + b)
TrrT — T 1 q
=U (2Aq_ b‘) - z‘ (Ug(2Aq+b)

(21,2 )UT (249 + b) + (2,41, - - -, 2.)UT(2Aq + b).

1l

Unser Ziel ist es, den Vektor g so zu bestimmen, da8 der Anteil (2y,..., 2z )UT(24¢+

b) fiir alle zy,..., z, verschwindet. Dies fordert, da$f
UT(2Aq+b)=0 (8.21)
wird. Wegen
M
UTA=UTAUUT = ( o) U’
Ar
hat UT A den Rang r, so daB das lineare Gleichungssystem UT Aq = —~3U7b lgsbar

mit einer (n —r)-parametrigen Losungsmenge L ist. Ist § eine spezielle Lésung und

v € IR" mit Av = o, so ist auch § + v eine Losung, und daher gilt
L={g+v: Av =0}

Setzen .wir probeweise ¢ = § + p¥ mit einer speziellen Losung § von UTAq =
—3UTb, einer nichttrivialen Lésung % von-Av = o und einer reellen Zahl 4 in

(8.20) ein, so ergibt sich (unter Beriicksichtigung von U.fA = 0}, da

2TAx + b7z + ¢
= z7"Az + (21,0, 2 ) UT(2A(G + 1) + b) + (2041, - -, 22)UT(2A(§ + pd) + b)

Tq Ty
+ (@ + u9) A+ pB) + BT(G + pb) + ¢
Tc
= Z,\,-z?Jr(z,H,...,zn)U{b+éTA(}+bT¢'j+pri’J +c.
El\z—' T, o Tc
Tq

Die Abhéangigkeit des linearen Terms Ty, von zi,...,, ist also wie gewiinscht ver-
schwunden, und zugleich sehen wir, daB wir auch den konstanten Term T¢ durch
die Wahl p = ji := —(§TA§ + 7§ + ¢)/(bT%) eliminieren konnen, wenn nur das

Flement ¥ mit A% = o so gewidhlt werden kann, daB 875 # 0 wird.
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Glieklicherweise folgt aus der Voraussetzung b ¢ span {a....,a"} gerade die Los-

barkeit des Gleichungssystemes

| )= () = (&)= )

Wegen Rang 4 = » < n kénnen namlich n—r > 1 der ersten n Gleichungen des lety-
ten Systems gestrichen werden, und da b von den verbleibenden linear unabhingigen

r Zeilenvektoren a*. ..., a' linear unabhingig ist, hat das dquivalente System

(ah)7 0
@ ° 7 o
BT I

cine (n—r~—1)-parametrige Losungsmenge aus lauter von Null verschiedenen Lésun-
gen.
Wihlen wir oben @ als cinen dieser Vektoren und hestimmen q = § + 4% mit dem
oben angegebenen i, so erreichen wir fiir die quadratische Form die Gestalt

2'Ax + b2+ c=2TAz + (2r41,....2,)UTD.
Dabei ist Udb = UT (24§ + b) # o, deun sonst wire Ag = b 6shar.

Mit den Methoden aus Kapitel 6 wililen wir nun ecine Houscholder Matrix V' €
IR

™ it

VU{b = |[UTb|,e" " € R*"
und hiermit die orthogonale Matrix

+]
1 O

V= e R und yi=Vaz.

—

O 14
. . o
Dann foigt wegen VAV = A

2TAe +bTe +¢c = @ﬂax\\:a\b,@ +y™Vv [, 9

i

y Ay + |UTD||, ya,

L . . . ~.T ~ ~
und dies ist die Normalform in der Gestalt (8.19) mit Q@ := UV™ und p := § + .

Q is cine orthogonale Matrix. Durch Wahl des Vorzeichens des ersten Diagonal-
elements von V' kdunen wir erreichen. da det @ = 1, d.h. @ eine Drehung ist.




