§14 (Symmetrische) Bilinearformen und Quadriken

Motivation: Geometrie, CAD, NW, Verallgemeinerung des Begriffs Skalarprodukt.
Wiederholung: Bilinearformen, symmetrische Bilinearformen, positiv definiertes Skalarprodukt.
Wir konzentrieren uns auf reelle Vektorrdaume.

Sei im Folgenden stets V' ein R-Vektorraum und s: V' x V' — R eine Bilinearform.
Definition 1: Sei (I = (v1,...,v,) eine Basis von V. My(s) := (s(vi, v;))1<i j<n heifit Gram’sche
Matrix von s. (vgl. [F], S. 289 ff.)

Mit Hilfe von Mgy(s) kann die Berechnung von s(v, w) iiber Koordinaten erfolgen: Sei v = ®g(x),
w = Py(y), dann ist

’ s(v,w) = "z My(s) y. ‘

Fragen: Abhéingigkeit von U, Ablesen von Eigenschaften von s an M, Beschreibung der ”Fléichen”
{v: s(v,v) = const }.

Beobachtung 2: s symmetrische Bilinearform < My(s) symmetrische Matrix. O

Die Symmetrie von s lidsst sich demnach beziiglich jeder Basis an My(s) erkennen.
Satz 3: Seien 0 = (v1,...,v,), &= (wi,...,w,) Basen von V. Sei P := M{(idy) = (pix) und

n
damit fir s <i<n: v; = ) pg; wg. Dann ist
k=1

Mg(s) = "PM;(s)P

Beweis: Seien A := My(s), B := My(s), A = (a;;), B = (b;;). Nach Definition 1 ist dann
a;j = s(v;, v;), by = s(w;,w;) fiir 1 <4, j <n und man berechnet:

n n n n
aij = 5( 3 priwnv;) = 3 pras(wp,v5) = X 3 prasluog, wi)py, = (PBP); O
k=1 k=1 k=11=1

Beachte: i. A. ist nicht P = P~!. Dies ist nur der Fall, wenn P € O(n).

Definition 4: Seien A, B € R"*™. A, B heiflen kongruent (A = B), wenn mit P € GL(n,R) gilt:
A="'PBP

= ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 5: (a) Seien V = R3*! A € R3*3 und fiir 2,y € R3*! : s4(z,y) := 'rAy . Offensicht-
lich ist s genau dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist. Dies ergibt sich auch direkt aus
Beobachtung 2, denn mit der kanonischen Basis R ist Mz (sa) = A. Wann ist s4 ein Skalarpro-
dukt bzw. s positiv definit? Dazu ergeben sich im Verlauf dieses Paragraphen Kriterien. s4 ist
die durch die Matrix A und bzgl. der kanonischen Basis induzierte Standardbilinearform.

b
(b) Auf dem reellen Vektorraum C([a,b]), wird durch die Festlegung s(f,g) = [ f(t)g(t)dt fiir
f,g € Ci([A, B]) ein Skalarprodukt erklirt (Wdhlg). Sei V =< 1,f,...,f"* >, mit
—_———

(. Basis
[ =idjqy . Wie dulert sich hier die Positiv-Definitheit von s in der Matrix Mpy(s)? Emp-

fehlung: My(s) (z. B. fiir n = 3) ausrechnen.
Wir interessieren uns besonders fiir die einer Bilinearform zugeordnete quadratische Form
qgs: V- R, v s(v,0).

Den Zusammenhang zwischen s und g5 beschreibt die folgende



Beobachtung 6: Sei s eine Bilinearform auf V.
(a) Sei s*:V xV — R die Bilinearform mit s*(v, w) = s(w, v) fiir v,w; € V. Dann gilt

1 * 1 *
s=—(s+5)+=(s—s%)
2 2 —

st s~

Dabei ist sT symmetrisch und s~ schiefsymmetrisch. Letzteres besagt: s~ (v, w) = —s~ (w, v)
fir alle v,w € V.

(b) ¢s = g5+ und fiir alle v,w € V gilt: sT (v, w) = (gs(v + w) — g5 (v) — gs(w))

Beweis: Nachrechnen (vgl. [F] S. 291) O

Wir konzentrieren uns auf symmetrische Bilinearformen, u. A. da wir insbesondere an
quadratischen Flichen interessiert sind: ”{v : ¢s(v) = const. }”. Dafiir geniigt es symmetrische
Matrizen ”"modulo” Kongruenz zu betrachten (Satz 2).

Eine Normalform fiir symmetrische Matrizen unter Kongruenz ist leicht zu erreichen.

Satz 7: VA € R"*" A symmetrisch, 3P € Gl(n,R):

tPAP—diag( 1,—1,...,—1,0,...,0)
—_——— ——

q n—r

- = diag(E,, —E,, 0)

(p=0und / oder ¢ = 0 und / oder v = 0 erlaubt). Dabei ist r der Rang von A.

Beweis:
(a) Wir benutzen elementare Umformungen der Art A — *PAP mit Elementarmatrizen P. Dies
geniigt, denn GIl(n,R) wird von den Elementarmatrizen erzeugt. Im Einzelnen gilt:

Ak k2 ... Qkk+1 a1 Ak k+1 -+ Qkn
a2k a21
* : *
Ak —1,k Ak—1,1
N tpl 1 _
(i) ‘PyAP; =
Unk a2 ... QAlg—1 ai1 A1k ce. Q1p
Qk+41,k Qk+41,1
* : *
L OGn,k Qan1 <o QGnn

dabei ist P! = P! = PF. Alle Eintréige in den mit * gekennzeichneten Bereichen werden
unverdndert von A iibernommen.

Die Diagonaleintrége konnen also vertauscht werden, auflerdem koénne so von 0 verschie-
dene Eintriage in die erste Zeile und erste Spalte gebracht werden.

2
(i) QLN AQL(n) = |1 AU AN e st QL) = QE(N).

*
Sollte a;; = 0 sein und ay oder axr # 0, dann kann so erreicht werden, dass die (1, 1)-
Position # 0 wird.



aii coo g+ payn x

(iii) *QF (1) AQY (1) = : : :
a1 + pain ... * *
k k *

Wenn a1; # 0 kann - da ja ag; = a1 - simultan in der ersten Zeile und der ersten Spalte
ausgerdumt werden.

(b) Nun ldsst sich A mit vollsténdiger Induktion wie folgt diagonalisieren:
n=1: A=aq, wenn a # 0, dann ist "PAP = sgn(a) mit P = ﬁ
n > 1: Induktionsannahme: Fiir alle symmetrischen A" € R"*" existiert ein P € GL(n,R),
derart, dass 'PA’P eine Diagonalmatrix ist.
Sei nun A € R(HDX(n41)
Wenn A =0, wihle P = E,, ;.
Wenn A # 0, dann sei etwa a;;, = ag; # 0. Falls 4 # 0, kann durch die Umformung
A +— 'PLAP! erreicht werden, dass in der ersten Zeile ein Eintrag # 0 wird. Sei also o.
E. i = 1, und gelte a1 = ax1 # 0. Falls dann k& # 1, dann kann durch die Umformung
A 'QL(N)AQL(N) mit einem A € R derart, dass a1 + 2Aa1, + A?a2, # 0, erreicht werden
das der (1,1)-Eintrag # 0 wird (siehe (ii)): Sei daher o. E. auch k¥ = 1 und a1; # 0. Dann
berechnet man

QM (n1) QR (12) AQR (1) - Q1 (i) = | O

mit pr = —aig/an fir 2 <k <n+ 1. Die Induktionsannahme fiir A" fiihrt jetzt zum Ziel.
(c) Sei nun A = diag(as,...,a,). Durch Transformationen des Typs A — *PlAP! kénnen die
Diagonaleintriage sortiert werden, derart, dass

a1 >0,...,a, >0 apt1<0,...,0p14<0, aprgr1=-"-=0a, =0
falls ein aj >0, falls ein ay, <O, falls ein aj =0,
sonst p=0 sonst g=0 sonst p+qg=n

Wenn nun ay # 0, dann hat
tS ( L )diag(al7 . ,an)Sk( L ) den Eintrag 2 statt ay, O

. Vlakl vlak| lak]

1 2 3
Beispiel 8: Sei A= |2 1 2| € R3*3, Wir berechnen:
3 21
1 0 3 1 0 0 1 0 0 1 0 0
A=— |0 -3 4| =— |0 -3 -4|=— |0 -3 0= |0 -1 O O
3 -4 1 0 -4 -8 0o 0o -3 0 0 -1

Beobachtung 9: Da die Werte einer Bilinearform ’s’ auf einen endlich dimenisonalen R-
Vektorraum bei gegebener Basis (I mit Hilfe von Mgy(s) berechnet werden kénnen und wegen Satz
3 und Satz 7, gibt es, wenn s symmetrisch ist, eine Basis 0 von V derart, dass

MOZ(S) = diag(Epv _Eqv anr) =:A

und es ist dann

P pt+q
s(Pg(z), ®a(y)) = wAy = Y- ziyi — Y. wiyi = sa(z,y)
i=1 i=p+1

P p+q
und gs(®g(z)) = rAz = Y 22 — Y 2?
i=1 i=p+1



Satz 10: Sylvester’scher Trigheitssatz (James Joseph Sylvester, 1814 - 1897 klassische Versi-
on, Sylvester 1852) zitiert nach McDuffee, The Theory of Matrices (Chelsea, ohne Jahresangabe)

’Die Diagonalmatrix in Satz 7 ist eindeutig durch A bestimmt.

Damit ist folgendes gemeint: Wenn

A =diag(E,,—FE4,0,—,) =t A und
A=diag(Ey,—Eqy,0p_p) =t A,

dann ist p = p’, ¢ = ¢’ und dann automatisch r = 7’.

Beweis: Wenn A = A und A = A’, dann folgt A = A’ gelte mit P € GL(n,R) : *PAP = A’. Dann
gilt fiir alle z € R™*!: 2P A Pr =‘wA'z bzw.
NN

:ty =y
P p+q p’ p'+q’
D= D vi=Dd wi- ) al (+)
i=1 i=p+1 i=1 i=p/+1
Beachte: p+q = p’ + ¢ = Rang A liegt fest.
Annahme p < p': Es gibt z € R"*! derart, dass 2,41 =... =z, =0 (falls p’ <n) und z#0
P, Y1
und S lax=|:|=0, denn p<p'!
Fpe Yp
——
GRPX”
In (x) folgt damit
ptq »’
— Z yf:2x3>0 , W1
i=p+1 r=1
Aus ”Symmetriegriinden” folgt p = p’ und dann ¢ = ¢'. O

Definition 11: Sei A € R"™" symmetrisch. Die nach Satz 10 und eindeutig bestimmten Zahlen
p, q heilen Triagheitsindizies von A bzw. von s4. Die Signatur von A bzw. von s4 ist 0 = p—q.

Bemerkungen:

(a) Die Paare (o, Rang A) und (p, ¢) bestimmen sich gegenseitig (bei gegebenen n.) Es ist Rang A =
p+qund o =p—q.

(b) Hiufig werden die Trigheitsindizies auch anders definiert. Unsere Definition folgt dem Buch
Gantmacher: Matrizenrechnung, Springer, 1986. In dem bereits in §12 zitierten Buch von
Mackens und Vol wird anders vorgegangen.

(¢) Zur Bestimmung von p, ¢ geniigt es P € Gl(n,R) zu bestimmen, derart, dass *P AP Diagonal-
matrix ist und dann die positiven Eintrdge abzuzdhlen, denn nach Normieren der Betrige der
Diagonalmatrix und nach Umsortieren entsteht die Form in Satz 7.

Als Folgerung eine moderne Form des Trigheitssatzes: (vgl. [F] S. 322)



Satz 12: Sei s: V x V — R eine symmetrische Bilinearform, V' endlichdimensional und sei

a = (v1,...,v,) eine Basis von V, derart, dass
s(vi,vi) > 0 fir i <i <p,
s(vi,v;) < 0 firp+1<i<p+yq,
s(vi,vi) = 0 firp+qg+1<i<n.

Dabei ist p =0,¢g = 0 und p 4+ ¢ = n erlaubt.

Dann sind (p, q) die Triigheitsindizies von My(s) und durch s eindeutig festgelegt.

Beweis: Sitze 3, 7, 10 O

Bemerkung 13: Sei in Satz 11:
Vo =< Pp+1+1y---5,Un >]R7 VT =< V1y-..,Up >]R’ V- =< Upt1y -y Uptq >

dann gilt: Vo & VT @ V. Mit anderen Worten: es gilt: V. =Vo+ VT + V™~ und VonN (VT + V™) =
{0} =VtNn(Vo+V)=V_n(Vo+VH).

und alle weiteren Eigenschaften bei [F] S. 322 sind erfiillt.

Bemerkung 14: Wir wissen aus Satz 12.22, dass es zu einer symmetrischen Matrix A € R"*™ ein
P € O(n) gibt, derart, dass *PAP eine Diagonalmatrix ist. Verfiigt man iiber dieses P, so braucht
nur noch normiert zu werden, um die Form aus Satz 7 zu erhalten. Aber: solch ein P ist i.A.
schwer zu berechnen.

Ablesen der Positiv-Definitheit von s an My(s), beziiglich einer beliebigen Basis (.

Beobachtung 15: Sei s symmetrische Bilinearform.

(a) s nicht ausgeartet < Vo € VA\{0}Fw € V : s(v,w) #0 < p+g=n

(b) [s positiv definit < p =n] und [s negativ definit < ¢ = n]

Eine Bilinearform s ist dabei negativ definit, wenn —s positiv definit ist. Wir nennen eine symme-
trische Matrix positiv bzw. negativ definit, wenn die zugehorige Bilinearform (z,y) — 'z Ay
positiv bzw. negativ definit ist.

Beweis von Beobachtung 15: klar nach Beobachtung 9. O

1 2

Beispiel 16: (a) Seienn =2,V =R?X1 A = {2 1

} ,sa4(w,y) = wAy fiir £,y € R, Dann ist

Mg (sa) = A. Hier berechnet man

/1 o0 _f1 o0
=l )=k 4
Es folgt: p=¢q =1. s4 bzw. A ist weder positiv, noch negativ definit.
(b) Gegeben sei die reelle Funktion f : R? — R mit f(z,y) = az?+ Bry +~yy? + dx +ey+ const. f
sei zweimal stetig differenzierbar. Das folgende hinreichende Kriterium fiir die Existenz lokaler

Extrema ist Spezialfall entsprechender Kriterien aus der Analysis (siehe z. B. die Biicher von
Heuser oder Forster): Wenn an der Stelle (a,b) € R? gilt:

f'(a,b) =0 und f"(a,b) positiv oder negativ definit



dann liegt bei (a,b) ein Extremum von f vor. Man berechnet f' = (%, %) = (2ax + By +
0, Bz + 2yy + ) und

o f 3 f
f” _ Ox2 Oxdy _ 200 /6
25 0°f B2y
Oyox Oy?
Zusitzlich sei vorausgesetzt: A := 4ay — 32 # 0. Dann hat das lineare Gleichungssystem

f' =0 die Lésung

(a,b) = %(—276 +e8,2ae — 60) .

Weiter berechnet man unter der Voraussetzung a # 0 :
" _ 20 0 _ 1 0
7=l gmme ) )

Mit Hilfe des Kriteriums erkennt man jetzt, dass bei (a, b) ein Extremum von f vorliegt, wenn
A>0.

Bemerkung: Das Verfahren aus dem Beweis von Satz 7 ist i. A. das effizienteste, um die Tréagheits-
indizes zu ermitteln. Es geniigt, Diagonalform zu erreichen, da durch die Normierung der Betrige
der Diagonaleintriige die Vorzeichen nicht mehr gedndert werden.

Weitere Methoden/Kriterien zur Entscheidung, ob eine symmetrische Matrix positiv
definiert ist.

Orthogonale Basiswechsel A — 'PAP (siche Bemerkung 14)

Abschiétzung von lll%ﬂlz Siehe dazu auch §12 (Matrixnormen, Rayleigh-Quotient)

Wenn fiir alle € R**! und mit einem o > 0 gilt
| Az | < of 2|

dann ist A, bzw. s4 positiv definit.

Hauptminoren-Kriterium oder Hurwitz-Kriterium: Sei A € R™*" symmetrisch, A = (a;;).
Dann gilt:
A positiv definit <= fir 1 <k <n: det((a;)i<ij<k) > 0.

Die dabei auftretenden Determinanten heilen Hauptminoren. Fiir einen Beweis wird auf Aufgabe
(14) verwiesen. Fiir groflere Matrixformate ist dieses Kriterium praktisch wegen des zu grofien
Rechenaufwandes nicht anwendbar.

Fiir das allgemeine Hurwitz-Kriterium (Ablesen der Signatur an obiger Determinatenfolge) sei
auf Seite 398 Teil 2 des Lehrbuches der Algebra von G. Scheija und U. Stroch, Teubner 1980

verwiesen.

Quadriken und Hauptachsentransformation !

Definition 17: Ein Polynom(ausdruck) f oder f(z) 2. Grades mit reellen Koeffizienten hat die
Form f(z) = Y. ajzizj+ Y bz, +cmit z ="zq,...,z,].
=1

1<, j<n %

Mit anderen Worten: f(x) € R[zy,...,x,] ist ein Polynom mit hichstens quadratischen Termen.
Dazu gehort immer eine Abbildung f : R**! — R, v +— f(v).

1

orientiert an dem bereits mehrfach zitiertem Buch von Wolfgang Mackens und Heinrich Vof; Mathematik I fiir
Studierende der Ingenieurwissenschaften, Heco-Verlag, 1993, Seiten 301 und 303



Die in einem Polynom 2. Grades auftretenden Koeffizienten lassen sich zusammenfassen als
b1
A= (a;) eR™™ b= |: | eR" ceR.
bn

Die Nullstellenmenge Ny := {v € R™™! : f(v) = 0} heifit Fliche 2. Ordnung oder Quadrik.
Folgende kompakte Schreibweise wird benutzt

’f(x) :txAx+tbx+c‘ (1)

Wenn A = 0, dann ist f linear und Ny ein affiner Unterraum von R™ 1. Ab jetzt sei A # 0
vorausgesetzt.

Wenn A nicht symmetrisch ist, dann kann A’ := %(A + *A) gesetzt werden. Das entsprechende
verdnderte Polynom sei f’ = 'rA’x + "z + ¢ und man stellt fest: f' = f. Im Folgenden kann also
o. E. vorausgesetzt werden A #0 und symmetrisch.

Satz 18: Normalform fiir Polynome vom Grad 2
Sei A € R™ "™ symmetrisch und # 0. Seien b € R™*! ¢ € R und f wie in (1), dann gibt es
P e SO(n), v € R und «, # € R derart, dass mit y € R"*1! gilt:

f(Py+v) = S \yZ+a r<n
i=1
oder
f(Py+v) = X Nyl +Byn r<mn
i=1
Dabei ist » = Rang A, § > 0, und Aq,..., A, sind die von 0 verschiedenen, u. U. mehrfachen,

Eigenwerte von A.

Beweis: Fiir einen vollstdndigen Beweis sei auf das Buch von Mackens und Vof} verwiesen. Hier
wird nur der relativ kurz und einfach beweisbare Fall behandelt, wo zusétzlich vorausgesetzt ist,
dass b € BildL 4.

Nach Satz 12.22 gibt es eine Orthonormalbasis (vy, ..., v,) von Eigenvektoren von A. Mit
P =1vy,...,v,] € SO(n)(!) gilt dann *PAP = diag(A1,..., A\n) = A .
Nun ist
f(Py+v) = (Yy'P+")A(Py + v)
="yAy + Y'PAv + APy + v Av + BPy + v + ¢
= tyAy + Y(24v + b) Py +wAv + v + ¢
=077 =\

wenn b € Bild Ly, also Lds (4, —%b) # @, dann kann v so gewihlt werden, dass 2Av+b6=0. O

Definition 19: Die Abbildung F : R**! — R™"*! mit F(y) = Py + v aus Satz 2 heilt Haupt-
achsentransformation. I. A. ist F' eine sogenannte Bewegung, dies ist eine Hintereinander-
ausfithrunng einer Translation und einer Isometrie. Die Bewegungen sind genau (zu beweisen-
der Satz) die abstandstreuen Abbildungen. F' heifit abstandstreu, wenn fiir alle v,w € V gilt:
|v—w]| = | F(v) — F(w) | . Die Hauptachsentransformationn fordert die geometrischen ”opti-
malen” (wenig Koeffizienten # 0) Koordinatenachsen zu Tage.



Beispiel 20: (Mackens / Vof3 S. 299):

Sei f = 822 — 1221w + 1723 — 2027 — 1029 + 5.

. 8 —6 —20
Hier ist A = {—6 17] , b= [_10} und ¢ = 5.

2 -1

Man berechnet: x4 = t? — 25t + 100 = (¢t — 5)(t — 20) und dann P = L L 9

7 } . Probe:

5 0} . Hier ist det A # o und Lés (A,b) = [:;l] , bzw. b € Bild L4. Setze nun wie im

t —
PAP = [0 20

Beweis v = [ﬂ , dann erhélt man:

f(Py+v) = 5y% +20y§ —-20 .

Die Klassifizierung der Quadriken setzt nach der Hauptachsentransformation ein. Fiir die Félle
n = 2,n = 3 ist sie in dem Buch von Mackens und Vof3 vollstéindig durchgefiithrt mit Abbildungen
typischer Félle. Siehe dort auf den Seiten 304 - 306. Z. B. mit Hilfe von Maple kann man sich
Quadriken fiir n = 3 mit der Anweisung

plots[implicitplot] (f(z,y,2),z =a... 3,y =v...6, z= ...\, Optionen).

Die Untersuchung von Quadriken ist Teil der sogenannten ”analytischen Geometrie”. Zur Haupt-
achsentransformation im Rahmen der analytischen Geometrie siehe: Fischer, Analytische Geome-
trie, Vieweg. Dort wir u.A. eine schone historische Einfiihrung gegeben und ein tieferes Verstédndnis
der Quadriken im Rahmen der projektiven Geometrie ermoglicht.

Quadriken sind "trotz alledem” recht einfach gebaute Flidchen. Komplexere algebraische definier-
bare Flidchen werden in der allgebraischen Geometrie untersucht. Ein paar Beispiele zum An-
schauen finden Sie unter

www.mathematik.uni-kl.de/~keilen/Flaechen.html
Faszinierend finde ich z. B. die sogenannte Barth-Dezik, die Nullstellenmenge eines Polynoms in 3
Variablen vom Grad 10.



