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Kapitel 7
Lineare Ausgleichsprobleme

fn (fast) allen Wissenschaftsbereichen begegnet man dem Problem, unbekannte Pa-
-ameter eines funktionalen Zusammenhanges bestimmen zu miissen, dessen Struktur
:abgésehen von den Werten der Parameter) etwa aus Naturgesetzen oder Modellan-
1ahmen bekannt ist.

deit Ihrer ersten bewufit erlebten Kinderkrankheit wissen Sie zum Beispiel (wenn
sie damals beim Fiebermessen gut acht gegeben fmben), dafl die Hahe einer Fliissig-
ceitssdule h, eine lineare {genauer: affin lineare) Funktion der Temperatur T, ist:

‘h(T) = a + AT. | (1.1)

WVenn Sie diesen Zusa.mmenhang zur Vorhersage einer Hohe } bei einer vorgegebene
’ [‘empgatur T verwenden wollen, sollten Sie die reellen Parameter « und 4 kennen.

Jat dxa fu tdie. ¥on Ihnen betrachtete Fliissigkeit noch niemand vorher gemacht, so

nussen Sle '‘&und B aus Messungen bestimmen.

dffenbar geniigt zur Bestimmung dieser Parameter die (exakte) Kenntnis zweier
i6hen h, und hs zu verschiedenen Temperaturen Ty, T} (vgl. Abbildung 7.1). Die
nit (7.1) dann giiltigen Gleichungen -

h = at+Tf
hy. = a+ T8
tellen dann namlich ein l_i;xegres_ Gleichungssystem -
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Abbildung 7.1: Vorhersage aus 2 Messungen

mit regulirer Systemma.f;rix (det = T3 — Ty # 0) dar, welches a und # eindeutig

" bestimmt.

Leider sind — wie immer bei Messungen — Fehler grundsitzlich nicht auszuschlieBen.
Dies zieht falsche Werte fiir @ und 8 und damit eine falsche Voraussage h fir A(T)
nach sich (vgl. Abbildung 7.1 rechts).

Es ist sicher nicht fernliegend, in dieser Situation weitere Messungen vorzunehmen

in der Hoffnung, aus einer grofleren Zahl von MeBwerten
(Ti, ki), i=1,....m;, m2>23,
mehr Information {iber die wahrén Werte von o und S erschlielen zu kénnen.

Man sieht sich dann mit der Aufgabe konfrontiert, eine Gerade ,mdglichst gut®
durch die erhaltenen Mepunkte (vgl.-z.B. Abbildung 7.2 links) zu legen, wobei man
hofft, ein Verfahren entwickeln zu kénnen, bei dem die Einfliisse (kleiner) Mefifehler

sich untereinander ausgleichen.

Das (7.2) entsprechende Gleichungssystem

LT
1 m) /v [h

[+ : (5) = o (73)
1 T Ahm '

ist in diesem Fall {(m > 3) iiberbestimnit und hat, wenn die Messungen nicht exakt
sind (oder die unexakten Messungen nichi zufillig auf einer Gerade liegen), i.a. keine
Loésung.
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Abbildung 7.2: Ausgleichen von Mefiwerten

Wie kénnen wir nun den Losungsbegriff fiir lineare Gleichungssysteme erweitern, und
eine , Ausgleichslésung® fiir (7.3) bestimmen, die natiirlich mit der herkdmmlichen

Losung von (7.3) {ibereinstimmen sollte, wenn eine solche existiert? -

Wir lassen uns bei der Entwicklung eines solchen Begriﬁ'a von der Beoba;chtung
leiten, daB im Falle der Lasbarkeit von (7.3) der Defektvektor

1 T o hy
wn={; 1) 0[]

- bei einer Losung (o, #*)7 Null wird. Es ist deshalb sicherlich naheliegend, im
aligemeinen Fall die Parameter o* und 8* so zu wihlen, dafl der Defekt d(a, 8)

* moglichst klein wird. .

Da wir uns inzwischen daran gewdhnt haben, die Grofe eines Vektors mit Normen

zu messen, werden wir o* und 8* so bestimmen wollen, dafl eine Norm des Defektes,

(e, B)|], minimal wird.

Wihit man als Norm speziell die euklidische Norm, so hat man

1 T\ M\ m
;1) @ ()] -eom-or

1 Tm hm §=3

lld(e, B)IIZ =

zu minimieren, also ay und 8 %0 einzurichten, daB die Summe der Quadrate der
Fehler ¢; := (a + BT;) ~ h; der gewihlten Gerade o + BT in den Datenpunkten
(T}, h;) minimal wird.

Diese Behandlung des Problems heifit die ‘Methode der kleinsten Quadrate.
Sie wurde erstmals von C.F. GauBl angewendet, um Bahnelemente von Planeten zu

berechnen.
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Abbildung 7.3: Approximation bzgl. anderer Normen

Fir die links in Abbildung 7.2 dargestellteh Daten hat die mit dieser Methode
bestimmte sogenannte Ausgleichsgerade die rechts skizzierte Gestalt.

Es spricht patiirlich prinzipiell nichts dagegen, zur Messung der Grifle des Defektes

d(a, B) eine andere Norm heranzuziehen. Allerdings ergeben sich abhingig von

" den durch die Norm spezifizierten Anforderungen an den Defekt bei verschiedener

Normen i.a. auch verschiedene Geraden:

So wird bei Verwendung der || - |o-Norm gefordert, da das Betragsmaximum der
Einzelfehler ¢; = a + BT; — k; minimal werde (vgl. Abbildung 7.3 links) und mit
der || - |l;-Norm minimijert man die Betragssumme 3", ja + 87; — k;| der Fehler
(vgl. Abbildung 7.3 rechts). In vielen Anwendungsbereichen ist es sogar sinnvoll,
den Gesamtfehler in einer dem Problem angepaﬁtenNorm zu minimiéren, in deren

Definition dann Problemdaten selbst eingehen.

Wir werden in diesem Abschnitt durchweg die Euklidische Norm verwenden. Dafiir
spricht (neben einer in dieser Vorlesung picht darlegbaren wahrscheinlichkeitstheo-
retischen Untermauerung dieser Wah!) vor allem eines: Die Theorie wird fiic die
Euklidische Norm besonders einfach und a8t sich vollstindig mit den Mitteln der

linearen Algebra darlegen.

Bemerkung 7.1. Die Maximum-Norm verwendet man dann, wenn es wichtig ist,
jeden einzelnen der ermittelten Datenpunkte durch die gewshlte Gerade méglichst
gut anzunihern. Das ist bei der Verwendung der Euklidischen Norm micht der

Fall. Durch die doit angestrebte Minimierung der Quadratsumme aller Fehler kann



